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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Последние десятилетия характеризуются бур­
ным развитием робототехнических систем. Одним из актуальных направле­
ний в этой области является разработка и создание мобильных роботов, кото­
рые могут использоваться для решения широкого круга задач. В частности,
для освоения космического пространства требуется создание автономных мо­
бильных устройств, которые могут работать в ближнем и дальнем космосе.
Развитие медицины достигло такого уровня, на котором возможно примене­
ние мобильных роботов как в диагностике, так и при лечении. Перспектив­
ным представляется использование роботов в агрессивных средах, в ближай­
шем будущем мобильные роботы также могут иметь решающее значение для
изучения и освоения подводного мира. Таким образом, перед робототехникой
ставятся новые амбициозные задачи, для решения которых необходимо прове­
дение теоретических исследований в данной области: построения адекватных
математических моделей роботов, их численный и аналитический анализ, по­
иск оптимального управления движением мобильных устройств, и др.

Среди большого числа робототехнических устройств, можно выделить
класс устройств, движение которых осуществляется без участия внешних дви­
жетелей (колес, гусениц, ног, и т.д.). Такие устройства имеют значительные
преимущества перед мобильными системами других типов. Они просты в кон­
струировании, не требуется создания механизмов для передачи движения от
приводов к движетелям и могут быть выполнены в форме запаянных капсул.
Это делает их устойчивыми к внешним воздействиям, поэтому вибрационные
роботы могут оказаться весьма перспективными для работы в агрессивных
средах как на твердых поверхностях, так и в жидкостях. В частности, они
могут использоваться для исследования космических тел и ремонта трудно­
доступных для человека участков космических аппаратов. Кроме того, бла­
годаря простоте конструкции, данный тип мобильных устройств легко под­
дается масштабированию, в частности, в сторону уменьшения размеров, что
делает перспективным их использование в медицине для проведения диагно­
стических обследований внутри тела человека и доставки медикамента точно
к пораженному участку. Применение мобильных роботов будет несомненно
перспективным для ремонта и профилактики инженерных систем, например
инспекции технического состояния тонких труб.

Движение робота без внешних движетелей может осуществляться бла­
годаря перемещению внутренних элементов под действием сил трения, воз­
никающих при взаимодействии между системой и опорной плоскостью. В
последние два десятилетия исследованию данных систем посвящено множе­
ство работ видных отечественных и зарубежных ученых. Строгое теоретиче­
ское исследование задач динамики и оптимального управления движением
механических систем, состоящих из корпуса (несущего тела) и внутренних
подвижных масс, было начато в работах Черноусько Ф.Л., Болотника Н.Н.,
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Vartholomeos P. и Papadopoulos E. Цикл работ Иванова А.П. и Сахарова А.В.
посвящен анализу двумерного движения. Исследование безударных прыжков
тела, несущего две подвижные массы, выполнено Бардиным Б.С. Задача по­
иска оптимального управления в случае кругового относительного движения
внутренней массы рассматривалась в работах Голициной М.В. и Самсонова
В.А. Прикладным задачам динамики, математического моделирования дви­
жения, а также вопросам конструирования мобильных роботов, способных
передвигаться по поверхности благодаря перемещению внутренних масс по­
священы работы Яцуна С.Ф.

Цель работы. Целью данной диссертационной работы является пол­
ное качественное исследование динамики механической системы, состоящей
из твердого тела (корпуса) и материальной точки (внутренней массы), дви­
жущейся внутри него по окружности, центр которой совпадает с центром
масс тела, причем угловая скорость радиуса-вектора точки, задающего ее
относительное движение, постоянна. Предполагается, что тело находится на
плоской горизонтальной поверхности, сила трения между корпусом и поверх­
ностью описывается комбинированной моделью сухого (кулонова) и вязкого
трения.

Методы исследования. Для достижения цели работы в диссертации
применялись современные методы теоретической механики и теории диффе­
ренциальных уравнений с разрывной правой частью.

Достоверность результатов. Достоверность представленных в дис­
сертации результатов обеспечивается применением строгих математических
методов исследования, хорошим согласованием результатов диссертации с вы­
водами о движении исследуемой системы, полученными ранее другими ав­
торами для некоторых частных случаев данной задачи. Достоверность ре­
зультатов диссертации подтверждается также тем, что выводы, полученные
аналитически, полностью согласуются с результатами численного анализа.

Научная новизна. В диссертации получены следующие новые научные
результаты.

∙ Для всех допустимых значений параметров исследуемой механической
системы показано существование и единственность движения корпуса
с периодически меняющейся скоростью.

∙ Проведена полная качественная классификация возможных периодиче­
ских режимов движения. Показано, что возможны как периодические
движения корпуса с остановками и залипанием (конечными интервала­
ми покоя), так и движения корпуса без залипания.

∙ Доказано, что при любой начальной скорости корпус выйдет на пери­
одический режим движения. В зависимости от значений параметров
задачи выход на периодический режим движения возможен либо за ко­
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нечный промежуток времени, либо будет носить асимптотический ха­
рактер.

∙ Для всех возможных значений параметров дана полная качественная
характеристика поведения интегральных кривых уравнения движения
корпуса. Получены аналитические выражения, определяющие в про­
странстве решений уравнения движения интегральные кривые, разде­
ляющие области с различным характером движения корпуса.

Положения и результаты, выносимые на защиту.
1. Показано, что при любых значениях параметров задачи существует

единственный режим движения с периодически меняющейся скоростью. В
зависимости от значений параметров задачи может реализовываться один из
трех следующих периодических режимов.

∙ За период полного оборота внутренней массы по окружности, корпус
дважды останавливается, покоится в течение конечного интервала вре­
мени (залипает), а затем начинает движение в противоположном на­
правлении. При таком движении его координата и скорость меняются
периодически, т.е. перемещение корпуса за полный оборот внутренней
массы по окружности равно нулю.

∙ За период полного оборота внутренней массы по окружности, корпус
дважды останавливается и меняет направление движения, но залипа­
ние корпуса имеет место только на одном временном интервале. Ско­
рость корпуса меняется периодически, причем за один период корпус
перемещается в положительном направлении.

∙ За период полного оборота внутренней массы по окружности, корпус
дважды останавливается и сразу начинает движение в противополож­
ном направлении. В этом случае корпус движется без залипания, пере­
мещаясь за один период в положительном направлении.

Пространство параметров разделяется на три области (I,II,III) в каждой из
которых реализуется один из указанных выше периодических режимов дви­
жения.

2. Установлено, что движение корпуса с периодически меняющейся ско­
ростью является предельным режимом движения. Выход на периодический
режим движения в областях I,II,III имеет различный характер.

∙ В области I при произвольных значениях начальной скорости корпуса
его движение выйдет на периодический режим в течение конечного про­
межутка времени. Получены границы диапазона начальных скоростей,
для которых выход на периодический режим движения осуществляется
за один оборот точки по окружности.
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∙ В области II при произвольных значениях начальной скорости корпуса
его движение, также выйдет на периодический режим в течение ко­
нечного промежутка времени. Однако при приближении значений па­
раметров к границе, разделяющей области II и III, время выхода на
периодический режим неограниченно возрастает.

∙ В области III при произвольных значениях начальной скорости корпуса
его движение асимптотически приближается к периодическому режиму
без остановок в зонах замедления.

3. Дано полное качественное описание движения корпуса. В частности,
для каждой из областей I,II,III построено пространство решений уравнения
движения и получены явные аналитические выражения для границ диапа­
зонов начальных скоростей, в которых движение корпуса имеет качественно
различный характер.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты проведенно­
го исследования представляют общетеоретический интерес, а также могут
иметь прикладное значение для создания мобильных робототехнических си­
стем, движущихся посредством перемещения внутренних масс. Они могут
быть использованы на этапе проектирования и конструирования современ­
ных мобильных роботов.

Апробация результатов.

∙ на научных семинарах кафедры мехатроники и теоретической механики
Московского авиационного института,

∙ на 13-й международной конференции "Авиация и космонавтика"(МАИ,
2014, Москва),

∙ на 50-ой всероссийской конференции по проблемам динамики, физики
частиц, физики плазмы и оптоэлектроники (РУДН, 2014, Москва),

∙ на международной конференции по математической теории управления
и механике, (Суздаль, 2015),

∙ на международной конференции "Vibroengineering-2016 / Special Topic:
Dynamics of Strong Nonlinear Systems"(ИМАШ РАН, 2016, Москва),

∙ на международной конференции по математической теории управления
и механике, (Суздаль, 2017),

∙ на международной научной конференции по механике "VIII Поляхов­
ские чтения"(СПбГУ, 2018, Санкт-Петербург),

∙ в Московском государственном университете им М.В. Ломоносова на
семинаре им. В.В. Белецкого по динамике относительного движения
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∙ в Институте проблем механики им А.Ю. Ишлинского на семинаре по
теории управления и динамике систем под руководством академика
РАН Черноусько Ф.Л.

Публикации. Основные положения диссертационного исследования опуб­
ликованы в 9 научных работах, из них 5 статей [1–5] в журналах, входящих
в перечень ВАК, и 4 публикации [6–9] в различных сборниках и материалах
конференций.

Личный вклад автора. Содержание диссертационной работы и основ­
ные положения, выносимые на защиту, отражают персональный вклад авто­
ра в опубликованные работы и получены лично автором. Постановки задач,
исследованных в рамках подготовки диссертационной работы, задавались на­
учным руководителем.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из вве­
дения, трех глав, заключения и списка литературы. Работа содержит 13 иллю­
страций. Общий объем диссертации составляет 112 страниц. Библиография
включает 98 наименований.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­
мулирована цель и задачи работы, приведен обзор исследований по динами­
ке и управлению движением механических систем, содержащих подвижные
внутренние элементы, и дано краткое изложение содержания работы по гла­
вам.

В первой главе формулируется постановка задачи, выписаны уравне­
ния движения и выполнен анализ динамики системы в случае нулевой на­
чальной скорости.

Исследуемая механическая система, состоит из твердого тела массой 𝑀 ,
находящегося на горизонтальной шероховатой плоскости, и внутренней мас­
сы – материальной точки массой 𝑚, движущейся внутри тела по окружности
радиуса 𝑅, центр которой совпадает с центром масс корпуса. Во все время
движения внутренняя масса с внешней средой не взаимодействует, а угловая
скорость 𝜔 радиуса-вектора точки, задающего ее относительное движение, по­
стоянна. Для определенности полагаем, что движение внутренней массы по
окружности происходит против часовой стрелки. Движение системы рассмат­
ривается в вертикальной плоскости, в которой введена абсолютная система
координат 𝑂𝑥𝑦 (см. рис 1); 𝑋, 𝑌 – координаты центра масс 𝑂1 корпуса в этой
системе. Между корпусом и плоскостью опоры действуют силы сухого (ку­
лонова) и вязкого трения, 𝑘 – коэффициент сухого трения, 𝜈 - коэффициент
вязкого трения.
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Рис. 1. Механическая система

Уравнение движения корпуса имеет вид

𝑢̇ = sin 𝑡+ 𝑓𝑐 − 𝛼𝑢, (1)

где 𝑢 = 𝑥̇ – безразмерная скорость корпуса, а функция 𝑓𝑐 задается следую­
щим образом

𝑓𝑐 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑘(𝜇+ cos 𝑡)sign𝑢, если 𝑢 ̸= 0;
− sin 𝑡, если 𝑢 = 0 и | sin 𝑡| ≤ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡);
−𝑘(𝜇+ cos 𝑡)sign(sin 𝑡), если 𝑢 = 0 и | sin 𝑡| > 𝑘(𝜇+ cos 𝑡).

(2)

Дифференцирование в (1) выполняется по безразмерному времени 𝑡, роль
которого играет угловая координата, определяющая положение внутренней
массы относительно корпуса (см. рис 1). Безразмерная координата 𝑥 и без­
размерные параметры 𝜇, 𝛼 введены по формулам

𝑥 =
(𝑀 +𝑚)𝑋

𝑅𝑚
, 𝜇 =

(𝑀 +𝑚)𝑔

𝑅𝑚𝜔2
, 𝛼 =

𝜈

(𝑀 +𝑚)𝜔
. (3)

Рассматривается поступательное движение корпуса по горизонтальной
плоскости. Предполагается, что параметры системы удовлетворяют следую­
щим неравентсвам

𝑘2 <
1

𝜇2 − 1
, 𝜇 > 1. (4)

Первое неравенство гарантирует, что корпус может начать движение из со­
стояния покоя, а второе - означает, что он будет двигаться без отрыва от го­
ризонтальной плоскости. Для исследования динамики системы важную роль
играет характер движения корпуса на промежутках времени, когда ускоре­
ние тела противоположно направлению скорости или равно нулю. Границы
указанных интервалов находятся из уравнения sin 𝑡 = ±𝑘(𝜇 + cos 𝑡) и могут
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быть вычислены по следующим формулам

𝑡1 = 2arctg

(︃
1−

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘(𝜇− 1)

)︃
;

𝑡2 = 2arctg

(︃
1 +

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘(𝜇− 1)

)︃
;

𝑡3 = 2𝜋 − 𝑡2; 𝑡4 = 2𝜋 − 𝑡1.

(5)

На интервале времени (𝑡2, 𝑡3) внутренняя масса находится в верхней части
траектории движения, а на интервале (𝑡4, 𝑡1+2𝜋) – в её нижней части (см. рис
1). Указанные интервалы будем называть соответственно верхней и нижней
зонами замедления. Если корпус остановится в момент прохождения внут­
ренней массой зоны замедления, то он будет оставаться в покое до тех пор,
пока масса не покинет зону замедления. Такое явление называют залипанием
корпуса.

В главе 1 предполагается, что в момент времени 𝑡1 корпус имеет нуле­
вую скорость и начинает движение в положительном направлении оси 𝑂𝑋.
Показано, что возможны три качественно различных типа движения корпу­
са, которым в пространстве параметров задачи соответствуют три области I,
II, III. В случае отсутствия в системе сил вязкого трения 𝛼 = 0, эти области
представлены на рис. 2. Верхняя граница области I является также и грани­
цей области, в которой корпус может начать движение из состояния покоя.
Она задается уравнением 𝑘2(𝜇2 − 1) = 1.

В диссертации были получены уравнения границ, разделяющих области
I, II и области II, III, которые имеют соответственно следующий вид

−arcctg𝑘 +

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 𝜇𝑘2

𝜇𝑘(𝑘2 + 1)
= 0 (6)

и

cos 𝑡1 + cos

[︃
𝑡1 +

sin 𝑡1 +
√︀
1− (cos 𝑡1 − 𝜋𝑘𝜇)2

𝜇

]︃
= 𝜋𝑘𝜇. (7)

Было показано, что если параметры задачи 𝑘 и 𝜇 лежат в области I, то,
начав движение в момент времени 𝑡1 в положительном направлении оси 𝑂𝑋,
корпус остановится в некоторый момент времени 𝑡1 + Δ𝑡𝐼* ∈ (𝑡2, 𝑡3) и будет
находится в покое на интервале времени от 𝑡1+Δ𝑡𝐼* до 𝑡3, а затем начнет дви­
жение в противоположном (отрицательном) направлении до остановки при
𝑡 = 𝑡3 +Δ𝑡𝐼* ∈ (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋), после чего он будет находится в покое пока внут­
ренняя масса не покинет нижней зоны замедления, т.е. до момента времени
𝑡1 +2𝜋. Движение корпуса в положительном и отрицательном направлениях
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Рис. 2. Области возможных режимов движения

происходит в течении равных промежутков времени. Более того, установлено,
что для 𝜏 > 0 будет иметь место равенство

𝑢(𝑡1 + 𝜏) = −𝑢(𝑡3 + 𝜏), (8)

интегрируя обе части которого на интервале от 0 до Δ𝑡𝐼* приходим к тожде­
ству

𝑥(𝑡1 +Δ𝑡𝐼*)− 𝑥(𝑡1) = −𝑥(𝑡3 +Δ𝑡𝐼*) + 𝑥(𝑡3). (9)

Таким образом, и скорость, и координата корпуса являются периодиче­
скими функциями безразмерного времени, а перемещение корпуса за время
полного оборота внутренней массы по окружности равно нулю.

Величина Δ𝑡𝐼* определяется из уравнения

(cos 𝑡1 + 𝑘 sin 𝑡1)(1− cosΔ𝑡𝐼*) + 𝑘𝜇(sinΔ𝑡𝐼* −Δ𝑡𝐼*) = 0. (10)

В диссертационной работе показано, что если значения параметров зада­
чи принадлежат области II (см. рис. 2), то начав движение в момент времени
𝑡1 в положительном направлении, корпус остановится в некоторый момент
времени 𝑡3 + Δ𝑡𝐼𝐼* и сразу начнет движение в отрицательном направлении.
Двигаясь в отрицательном направлении, корпус остановится в нижней зоне
замедления в момент времени 𝑡3 + Δ𝑡𝐼𝐼** < 𝑡1 + 2𝜋, после чего он будет оста­
ваться в покое пока внутренняя масса не покинет нижней зоны замедления,
т.е. до момента времени 𝑡1+2𝜋. Выражение, задающее перемещение корпуса
за один оборот точки по окружности, имеет вид

𝑥(𝑡1 + 2𝜋)− 𝑥(𝑡1) =

𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼* )(Δ𝑡𝐼𝐼** −Δ𝑡𝐼𝐼* )

(11)
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На интервалах [𝑡1, 𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼* ] и [𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**, 𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* ] скорость 𝑢(𝑡) положитель­
на, поэтому интегралы в правой части (11) положительны. Положительным,
очевидно, будет и последнее слагаемое в (11), следовательно перемещение
корпуса за один оборот внутренней массы по окружности отлично от нуля.

В главе 1 показано, что если значения параметров задачи принадлежат
области III (см. рис. 2), то начав движение в момент времени 𝑡1 в положитель­
ном направлении корпус остановится в некоторый момент времени 𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼𝐼* ,
и сразу начнет движение в отрицательном направлении. Далее, двигаясь в
отрицательном направлении, корпус остановится в некоторый момент време­
ни 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼𝐼** > 𝑡1 + 2𝜋, после чего сразу начнет движение в положительном
направлении. Таким образом, при 𝑡1 + 2𝜋 скорость будет отлична от ну­
ля (отрицательна), поэтому движение корпуса не будет периодическим.
Численный анализ показал, что это движение носит предельный характер
асимптотически приближаясь к некоторому режиму движения без интерва­
лов залипания с периодически меняющейся скоростью. Последнее утвержде­
ние строго аналитически доказано в главе 2.

В главе 1 был рассмотрен и общий случай, когда между корпусом и по­
верхностью действуют как сила сухого, так и сила вязкого трения 𝛼 ̸= 0.
Возможные режимы движения были также классифицированы в зависимо­
сти от поведения корпуса в зонах замедления. Было показано, что простран­
ство параметров 𝑘, 𝜇 и 𝛼 разделяется на три области, которые как и в случае
𝛼 = 0 обозначены I, II, III.

∙ в области I корпус движется периодически возвратно-поступательно,
залипая в верхней и нижней зонах замедления.

∙ в области II периодически меняется только скорость корпуса, а коорди­
ната центра масс возрастает за период на некоторую величину; залипа­
ние корпуса имеет место только в нижней зоне замедления.

∙ в области III корпус движется без залипания, ни скорость, ни коорди­
ната не являются периодическими функциями, однако движение носит
асимптотический характер приближаясь к некоторому режиму с пери­
одически меняющейся скоростью.

Поверхности, разделяющие области I, II и области II, III задаются уравнени­
ями

−𝐺1(𝑡3) + 𝑒𝛼(𝑡1−𝑡3)𝐺2(𝑡1) = 0, (12)

𝐺2(𝑡1)− 𝑒𝛼(𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* −𝑡1−2𝜋)𝐺2(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* ) = 0, (13)

соответственно, где

𝐺1(𝑡) = −𝛼2𝑓1(𝑡) + 𝛼𝑓 ′
1(𝑡) + 𝑘𝜇,

𝐺2(𝑡) = −𝛼2𝑓2(𝑡) + 𝛼𝑓 ′
2(𝑡)− 𝑘𝜇,

(14)
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а 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡) определены по формулам

𝑓1(𝑡) = sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡),

𝑓2(𝑡) = sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡).
(15)

Δ𝑡𝐼𝐼* зависит от параметров задачи и находится из уравнения

cos 𝑡1 − cos(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* )− 𝑘𝜇(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* − 𝑡1)− 𝑘(sin(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* )− sin 𝑡1) = 0. (16)

Результаты, полученные в главе 1 опубликованы в [1, 4, 7, 8].
Во второй главе выполнен полный качественный анализ движения

корпуса с произвольной начальной скоростью в случае, когда в системе дей­
ствуют только силы сухого трения. Исследование проведено на основе подроб­
ного анализа свойств решений уравнения движения (1). Для каждой из об­
ластей I, II, III было построено пространство интегральных кривых, которое
позволяет получить полную качественную характеристику движения корпуса
при произвольной начальной скорости. Особую роль для анализа движения
корпуса играют интегральные кривые, которые описывают движение корпу­
са с остановками на границах зон замедления эти кривые на рисунках 3, 5, 6
изображены жирными линиями и обозначены 𝑢

(1)
+ , 𝑢

(3)
+ , 𝑢

(3)
− , 𝑢

(1)
− , 𝑢(2), 𝑢(4). Они

разделяют пространство решений на области, для которых движение корпу­
са имеет качественно различный характер. Нижним индексом ’–’ обозначены
интегральные кривые, описывающие движение корпуса, при котором он со­
вершит остановку на границе зоны замедления, двигаясь в отрицательном
направлении. Движение, при котором корпус совершает остановку на грани­
це зоны замедления, двигаясь с положительной скоростью, описывается ин­
тегральными кривыми, отмеченными индексом ’+’. Через 𝑢0(𝑡) обозначена
интегральная кривая, заданная нулевым начальным условием (𝑢0(𝑡1) = 0). В
области I и II эта кривая описывает периодическое движение с залипанием в
зонах замедления.

На рис. 3a представлено пространство решений уравнения движения.
Интегральные кривые 𝑢

(3)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), заданные начальными условиями

𝑢
(3)
+ (𝑡1) = 2𝑘𝜇 arctg 𝑘 − 2 ·

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 𝑘2𝜇

𝑘2 + 1
, (17)

𝑢
(3)
− (𝑡1) = −

2
√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 2𝜇𝑘2

𝑘2 + 1
− 2𝑘𝜇 arctg(𝑘) , (18)

ограничивают область, соответствующую движению корпуса, при котором
он на интервале времени [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋] совершит остановку в верхней зоне за­
медления и, соответственно, с момента времени 𝑡3 выйдет на периодический
режим. Интегральными кривыми 𝑢

(1)
− (𝑡) и 𝑢

(1)
+ (𝑡), которые задаются началь­

ными условиями 𝑢
(1)
− (𝑡1) = −2𝜋𝑘𝜇 и 𝑢

(1)
+ (𝑡1) = 2𝜋𝑘𝜇, ограничивается область,
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a) b)

Рис. 3. Пространство решений уравнения движения в подобласти I (𝑘 = 0.7, 𝜇 = 1.5).

в которой движение корпуса выйдет на периодический режим на интервале
времени [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋]. Если же начальная скорость такова, что |𝑢(𝑡1)| > 2𝜋𝑘𝜇,
то на всем интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус будет двигаться без остановки, а его
скорость на указанном интервале уменьшится по модулю на 2𝜋𝑘𝜇.

Таким образом, если параметры задачи принимают значения из обла­
сти I, то при любой начальной скорости корпус за конечный промежуток
времени перейдет в периодический режим, т.е. будет двигаться возвратно­
поступательно с залипанием в верхней и нижней зонах замедления. На рис.
3b в увеличенном масштабе показана часть рис. 3a, ограниченная горизон­
тальными пунктирными прямыми линиями. В диссертации были получены
аналитические выражения для начальных условий, определяющих все пред­
ставленные граничные интегральные кривые.

В области II возможны два качественно различных случая движения
корпуса. Если выполнено неравенство 𝑢

(3)
− (𝑡1) > −2𝜋𝑘𝜇, то характер движе­

ния корпуса будет мало отличаться от его движения для значений параметров
из области I. Этот случай реализуется для значений параметров из подобла­
сти IIa (см. рис 4).

Более подробно остановимся на случае когда выполняется неравенство
𝑢
(3)
− (𝑡1) < −2𝜋𝑘𝜇, этот случай имеет место для подобласти значений парамет­
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ров IIb. Граница, разделяющая области IIa и IIb, задается уравнением

cos 𝑡3 − cos 𝑡1 + 𝑘𝜇(2𝜋 + 𝑡1 − 𝑡3) + 𝑘(sin 𝑡1 − sin 𝑡3) = 0. (19)

В подобласти IIb пространство интегральных кривых имеет вид представ­
ленный на рис. 5. На основе поведения интегральных кривых в диссертации
доказаны следующие утверждения.

Рис. 4. Подобласти IIa и IIb.

1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) <

2𝜋𝑘𝜇, то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совершит
остановку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое до мо­
мента времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋, после чего начнет двигаться 2𝜋-периодически
с залипанием только в нижней зоне замедления. На рис. 5a такому дви­
жению соответствует область, ограниченная интегральными кривыми
𝑢
(1)
− (𝑡) и 𝑢

(1)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 она вырождается в кривую 𝑢0(𝑡).

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(3)
+ (𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение
в отрицательном направлении со скоростью 𝑢

(3)
− (𝑡). На рис. 5a такому

движению соответствует область, ограниченная интегральными кривы­
ми 𝑢

(3)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают

(𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡)) и данная область вырождается в одну интегральную

кривую.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус будет двигаться без остано­

вок зонах замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 он будет иметь
ненулевую (отрицательную) скорость. На рис. 5a такому движению со­
ответствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢

(1)
− (𝑡) и
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𝑢
(3)
+ (𝑡), она выделена серым цветом. Было доказано, что в данном слу­

чае за конечный промежуток времени корпус также выйдет на перио­
дический режим движения с остановками в зонах замедления.

4. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(𝑡1) > 2𝜋𝑘𝜇 или
𝑢(𝑡1) < 𝑢

(3)
− (𝑡1), то на всем интервале [𝑡1, 𝑡1+2𝜋] корпус будет двигаться

без остановки, а его скорость на указанном интервале уменьшится по
модулю на 2𝜋𝑘𝜇.

a) b)

Рис. 5. Пространство решений уравнения (1) в подобласти IIb (𝑘 = 0.22, 𝜇 = 1.5).

Таким образом, если параметры задачи принимают значения из обла­
сти II, то при любой начальной скорости корпус за конечный промежу­
ток времени перейдет в 2𝜋-периодический режим, т.е. будет двигаться
с 2𝜋-периодически меняющейся скоростью, залипая только в нижней зоне
замедления и перемещаясь за период в положительном направлении. При
приближении значений параметров к границе разделяющей области II и III
время выхода корпуса на периодический режим неограниченно возрастает.

Пространство решений уравнения (1), построенное для значений пара­
метров из области III, представлено на рис. 6. На основе анализа поведения
интегральных кривых уравнения (1) были сделаны следующие утверждения
о движении корпуса на интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋].
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a) b)

Рис. 6. Пространство решений уравнения (1) в подобласти III (𝑘 = 0.15, 𝜇 = 1.5).

1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(𝑡1) > 2𝜋𝑘𝜇, то кор­
пус на всем интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в положи­
тельном направлении, а его скорость на указанном интервале времени
уменьшиться на 2𝜋𝑘𝜇. При выполнении неравенства 𝑢(𝑡1) 6 𝑢

(3)
− (𝑡1)

корпус на всем интервале времени (𝑡1, 𝑡1+2𝜋] будет двигаться в отрица­
тельном направлении, а его скорость на указанном интервале времени
уменьшиться по модулю на 2𝜋𝑘𝜇.

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) <

2𝜋𝑘𝜇, то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совершит
остановку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое до
момента времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋. На Рис. 6a такому движению соответствует
область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢

(1)
− (𝑡) и 𝑢

(1)
+ (𝑡), при

𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 эти интегральные кривые совпадают (𝑢(1)− (𝑡) ≡ 𝑢
(1)
+ (𝑡)) и

данная область вырождается в одну интегральную кривую.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(3)
+ (𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение
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в отрицательном направлении со скоростью 𝑢
(3)
− (𝑡). На Рис. 6a такому

движению соответствует область, ограниченная интегральными кривы­
ми 𝑢

(3)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают

(𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡)) и данная область вырождается в одну интегральную

кривую.

4. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус будет двигаться без оста­

новки в нижней зоне замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 он
будет иметь ненулевую (отрицательную) скорость. На Рис. 6a такому
движению соответствует область, ограниченная интегральными кривы­
ми 𝑢

(1)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), она выделена серым цветом.

В диссертации было показано, что в области III существует единствен­
ный периодический режим движения с остановками вне зон замедления. На
рис. 6 этому режиму движения соответствует интегральная кривая 𝑢*, кото­
рая определяется следующим начальным условием.

𝑢*(𝑡1) = cos 𝑡* − cos 𝑡1 − 𝑘𝜇(𝑡* − 𝑡1)− 𝑘(sin 𝑡* − sin 𝑡1) , (20)

где 𝑡* вычисляется по формуле

𝑡* =
𝜋

2
− 𝑥0

2
− 1

2
arcctg

𝑥0
𝜋𝑘

, (21)

𝑥0 – положительный корень уравнения 2(1 + cos 𝑥) = 𝜇2𝑥2 + 𝜋2𝑘2𝜇2.
Для значений параметров из области III все решения уравнения (1)

асимптотически приближаются к указанному режиму движения.
Результаты, полученные в главе 2 опубликованы в [3, 5, 6].
Третья глава посвящена анализу движения корпуса при произвольной

начальной скорости, когда в системе имеются как силы вязкого, так и силы
сухого трения. В диссертации было показано, что если параметры задачи
лежат в области I, а в момент времени 𝑡1 скорость корпуса имела значение
из диапазона от 𝑢

(3)
− (𝑡1) до 𝑢

(3)
+ (𝑡1), где

𝑢
(3)
+ (𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡3[𝑒𝛼𝑡3(𝐺1(𝑡3))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1)] , (22)

𝑢
(3)
− (𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡3[𝑒𝛼𝑡3(𝐺2(𝑡3))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺2(𝑡1)] , (23)

то двигаясь в положительном направлении корпус остановится на ин­
тервале (𝑡3, 𝑡4) и сразу начнет движение в отрицательном направлении до
остановки в нижней зоне замедления, после чего он будет оставаться в покое
до момента времени 𝑡1 + 2𝜋, т.е. выйдет на периодический режим движения.
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Если начальная скорость корпуса лежит в диапазоне от 𝑢(1)− (𝑡1) до 𝑢(3)− (𝑡1)

или от 𝑢(4)(𝑡1) до 𝑢
(1)
+ (𝑡1), где

𝑢
(1)
− (𝑡1) = 𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)[𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)(𝐺2(𝑡1 + 2𝜋))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺2(𝑡1)], (24)

𝑢
(1)
+ (𝑡1) = 𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)[𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)(𝐺1(𝑡1 + 2𝜋))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1)], (25)

𝑢(4)(𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡4[𝑒𝛼𝑡4(𝐺1(𝑡4))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1)] , (26)

то при значениях параметров из области I корпус двигаясь в отрицатель­
ном или положительном направлениях соответственно, остановится в ниж­
ней зоне замедления и будет оставаться в покое до ее правой границы, а
затем начнет совершать периодические возвратно поступательные движения
с залипанием в верхней и нижней зонах замедления. Если же начальная ско­
рость корпуса лежит вне диапазона от 𝑢

(1)
− (𝑡1) до 𝑢

(1)
+ (𝑡1) то за один оборот

точки ее абсолютное значение уменьшится по модулю на величину, превос­
ходящую константу 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). Следовательно, если в начальный момент
𝑡 = 𝑡1 скорость корпуса меньше 𝑢(1)− (𝑡1) или больше 𝑢(1)+ (𝑡1), то через конечное
число оборотов точки по окружности значение скорости попадет в диапазон
от 𝑢

(1)
− (𝑡1) до 𝑢

(1)
+ (𝑡1).

Таким образом, для значений параметров из области I, в течение ко­
нечного промежутка времени движение корпуса выйдет на периодический
режим, который описывается решением 𝑢0(𝑡), т.е. корпус будет двигаться
возвратно поступательно с залипанием в верхней и нижней зонах замед­
ления.

На рис. 7 представлено пространство решений уравнения (1), построен­
ное на основе проведенного выше анализа и позволяющее получить полную
качественную картину движения корпуса для значений параметров из обла­
сти I.

Для значений параметров из области II, как и при отсутствии вязко­
го трения, были рассмотрены два качественно различных случая: 𝑢(3)− (𝑡1) >

𝑢
(1)
− (𝑡1) и 𝑢

(3)
− (𝑡1) < 𝑢

(1)
− (𝑡1). Уравнение 𝑢

(3)
− (𝑡1) = 𝑢

(1)
− (𝑡1) разделяет область II

на две подобласти IIa и IIb. Для значений параметров из подобласти IIb ха­
рактер движения корпуса будет иметь качественные различия по сравнению
с областью I и подобластью IIa.

В диссертации, на основе анализа поведения интегральных кривых (см.
рис. 8) были доказаны следующие утверждения о движении корпуса в подоб­
ласти IIb.

1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
− (𝑡1) или

𝑢(𝑡1) > 𝑢
(1)
+ (𝑡1), то корпус на всем интервале (𝑡1, 𝑡1+2𝜋], будет двигаться

без остановок и за время движения его скорость по модулю уменьшит­
ся на константу, значение которой превосходит величину 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1).

18



Рис. 7. Пространство решений уравнения (1) в подобласти I (𝑘 = 0.7, 𝜇 = 1.5, 𝛼 = 0.3).

В первом случае корпус на всем интервале движется в отрицательном
направлении, а во втором - в положительном. В пространстве решений
уравнения (1), представленном на рис. 8, такому движению соответству­
ют интегральные кривые, расположенные ниже кривой 𝑢

(3)
− (𝑡) и выше

кривой 𝑢
(1)
+ .

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
+ (𝑡1), то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совер­

шит остановку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое до
момента времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋, после чего начнет двигаться 2𝜋-периодически
с залипанием только в нижней зоне замедления. На рис. 8 такому дви­
жению соответствует область, ограниченная интегральными кривыми
𝑢
(1)
− (𝑡) и 𝑢

(1)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 она вырождается в кривую 𝑢0(𝑡).

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(3)
+ (𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение
в отрицательном направлении со скоростью 𝑢

(3)
− (𝑡). На рис. 8 такому

движению соответствует область, ограниченная интегральными кривы­
ми 𝑢

(3)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают
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Рис. 8. Пространство решений уравнения (1) в подобласти IIb (𝑘 = 0.225, 𝜇 = 1.5, 𝛼 = 0.25).

(𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡)) и данная область вырождается в одну интегральную

кривую.

4. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус будет двигаться без оста­

новки в нижней зоне замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 он
будет иметь ненулевую (отрицательную) скорость. На рис. 8 такому
движению соответствует область, ограниченная интегральными кривы­
ми 𝑢

(1)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), она выделена серым цветом.

В главе 3 было доказано, что для значений параметров из подобласти IIb неза­
висимо от величины начальной скорости, корпус за конечное время выйдет
на периодический режим движения, соответствующий интегральной кривой
𝑢0(𝑡).

Таким образом, если параметры задачи принимают значения из обла­
сти II, то при любой начальной скорости корпус за конечный промежу­
ток времени перейдет в 2𝜋-периодический режим, т.е. будет двигаться
с 2𝜋-периодически меняющейся скоростью, залипая только в нижней зоне
замедления и перемещаясь за период в положительном направлении. Вли­
яние вязкого трения на динамику системы выражается в том, что выход
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на периодический режим движения происходит за меньшее время, чем при
его отсутствии.

Рис. 9. Пространство решений уравнения (1) в подобласти III (𝑘 = 0.15, 𝜇 = 1.5, 𝛼 = 0.25).

На рис. 9 изображено пространство решений уравнения (1), построен­
ное для значений параметров из области III. На основе анализа поведения
интегральных кривых уравнения (1) были сделаны следующие выводы о дви­
жении корпуса на интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋].

1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(𝑡1) > 𝑢
(1)
+ (𝑡1), то

корпус на всем интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в поло­
жительном направлении, а его скорость на указанном интервале време­
ни уменьшится на константу, значение которой превосходит величину
2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). При выполнении неравенства 𝑢(𝑡1) 6 𝑢

(3)
− (𝑡1) корпус на

всем интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в отрицательном
направлении, а его скорость на указанном интервале времени умень­
шится по модулю на константу, значение которой превосходит величину
2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1).

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
+ (𝑡1), то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совер­

шит остановку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое
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до момента времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋. На рис. 9 такому движению соответ­
ствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢

(1)
− (𝑡) и 𝑢

(1)
+ (𝑡),

при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 эти интегральные кривые совпадают (𝑢(1)− (𝑡) ≡ 𝑢
(1)
+ (𝑡))

и данная область вырождается в одну интегральную кривую.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(3)
+ (𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение
в отрицательном направлении со скоростью 𝑢

(3)
− (𝑡). На рис. 9 такому

движению соответствует область, ограниченная интегральными кривы­
ми 𝑢

(3)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают

(𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡)) и данная область вырождается в одну интегральную

кривую.

4. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус будет двигаться без оста­

новки в нижней зоне замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 он
будет иметь ненулевую (отрицательную) скорость. На рис. 9 такому
движению соответствует область, ограниченная интегральными кривы­
ми 𝑢

(1)
− (𝑡) и 𝑢

(3)
+ (𝑡), она выделена серым цветом.

Из сформулированных выше утверждений следует, что за конечный про­
межуток времени значения скорости корпуса попадают в диапазон скоростей
от 𝑢

(3)
+ (𝑡1) до 𝑢

(1)
− (𝑡1). Это означает, что начиная с некоторого момента вре­

мени движение корпуса описывается интегральными кривыми из области,
ограниченной кривыми 𝑢

(3)
+ (𝑡) и 𝑢

(1)
− (𝑡). В диссертации было показано, что

последовательность значений 𝑢
(1)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛) убывает, а последовательность

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) возрастает при 𝑛 → ∞. Эти последовательности ограничены

снизу и сверху соответственно и, следовательно, имеют предел, которому со­
ответствует периодический режим движения корпуса без залипания. Также
было показано, что если такой периодический режим в области III существу­
ет, то он единственный. Следовательно, lim

𝑛→∞
𝑢
(1)
− (𝑡1+2𝜋𝑛) = lim

𝑛→∞
𝑢
(3)
+ (𝑡1+2𝜋𝑛).

Таким образом, из сказанного выше следует, что интегральные кривые 𝑢(1)− (𝑡)

и 𝑢
(3)
+ (𝑡) описывают движение корпуса асимптотически приближающееся к

движению без залипания. Поэтому асимптотически приближаться к указан­
ному периодическому режиму будут и движения, заданные интегральными
кривыми, лежащими в области, ограниченной 𝑢

(3)
+ (𝑡) и 𝑢

(1)
− (𝑡).

Из вышесказанного следует, что в области III всегда существует един­
ственный периодический режим движения без залипания. При любой на­
чальной скорости движение асимптотически приближается к данному пе­
риодическому режиму. Интегральная кривая, описывающая указанный пе­
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риодический режим обозначена через 𝑢*
Результаты, полученные в главе 3 опубликованы в [2, 4].
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