




ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность работы. В последние годы наблюдаются создание и ин-
тенсивное внедрение новых материалов в современное машинно- и прибо-
ростроение. Это в свою очередь вызвало быстрый рост интереса к изуче-
нию зависимости физико-механических свойств этих материалов от их внут-
ренней структуры. Как известно, синтез материалов с заданными физико-
механическими свойствами относится к разряду «вечных» проблем механики
материалов и материаловедения. Особенно актуальными эти задачи стали в
последние два десятилетия, когда появились возможности управления струк-
турой материала на уровне отдельных молекул и даже атомов.

Появление и широкое внедрение в различные отрасли техники новых мате-
риалов (композитных материалов слоистой и волокнистой структуры, нано-
материалов и, вообще говоря, материалов с внутренней структурой) вызвало
также необходимость в разработке новых методов расчета и проектирова-
ния тонких тел, изготовленных из этих материалов. Классическая теория,
которая безраздельно господствовала в прикладных методах расчета тон-
костенных конструкций, оказалась неспособной удовлетворительно описать
напряженно-деформированное состояние композитных тонких тел. Кроме то-
го, классическая теория упругости оказывается не в состоянии удовлетвори-
тельно объяснить закономерности некоторых явлений, которые можно на-
блюдать в реальных упругих телах. Например, на основании классической
теории упругости не удается объяснить и предсказать законы распростране-
ния коротких акустических волн в кристаллических твердых телах, поликри-
сталлических металлах и высоких полимерах.

Классическая теория также не дает достаточно удовлетворительной согла-
сованности ее результатов с экспериментальными данными для тел с ярко вы-
раженной поликристаллической структурой в условиях сложного напряжен-
ного состояния с большим градиентом напряжений. В частности, эта теория
не может дать какого-либо вразумительного объяснения влиянию градиента
напряжений на усталостные характеристики поликристаллических матери-
алов. Причину этой несогласованности теории и опыта, очевидно, надо ис-
кать в том, что сплошная упругая модель твердого тела, лежащая в основе
классической теории упругости, принципиально не в состоянии отобразить те
упругие свойства реальных тел, которые определяются их дискретной струк-
турой. Следовательно, для объяснения этих явлений нужно новая модель
твердого тела механики сплошной среды, в которой свойства, вытекающие
из дискретной структуры реальных тел, были бы явно отражены.

Дисперсия упругих поверхностных волн Рэлея, не могут быть объяснены
в рамках классической модели сплошной среды. В рамках же среды Коссе-
ра (или более обобщенной среды) этот эффект имеет объяснение. При этом
степень затухания амплитуды рэлеевской волны с глубиной, а также эллип-
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тичность волны зависят от материальных констант среды, в том числе и от
параметров, описывающих моментные свойства. Это обстоятельство позво-
ляет надеяться на эффективное применение такого типа волн в возможных
экспериментальных исследованиях, направленных на обнаружение микро-
континуального поведения материала и далее на определение материальных
параметров.

Предположения классической теории упругости приводят к некорректно-
стям в теориях трещин и дислокации, а также при рассмотрении тел с угловы-
ми точками. То же самое можно сказать о телах другой реологии. Конечно,
перечень явлений, для изучения которых классическая теория непригодна,
можно было продолжать, однако с целью сокращения письма ограничимся
вышесказанным.

Применение многослойных конструкций при их рациональном проекти-
ровании позволяет обеспечить достижение высокой удельной жесткости и
прочности, требуемых звуко- и теплоизоляционных свойств, демпфирующих
вибропоглащающих характеристик. В ряде случаев необходимость примене-
ния многослойных тонких тел вызывается конструктивными и эксплуатаци-
онными соображениями. Это очень важно при повышенных требованиях к
безопасности конструкций, особенно в самолето- и ракетостроении, тем более,
что прогресс вычислительной техники обеспечивает возможность проведения
все более и более сложных численных расчетов.

К настоящему времени развит целый ряд теорий тонкостенных конструк-
ций (стержней, пластин, оболочек и многослойных конструкций). Однако в
связи с широким использованием тонких тел (одно-, двух-, трех- и много-
слойных конструкций), изготовленных из новых материалов возникает по-
требность создания новых теорий и усовершенствованных методов их рас-
чета. Поэтому развитие метода ортогональных полиномов в механике тон-
ких микрополярных и классических упругих тел и на его основе построение
новых теорий тонких тел с внутренней структурой, а также создание эф-
фективных методов их расчета являются важными и актуальными задача-
ми. Следовательно, актуальным является получение аналитических решений
каких-нибудь задач механики тонких тел.

Цель работы. Развитие метода ортогональных полиномов в механике
тонких микрополярных и классических упругих тел и его применение при по-
строении различных вариантов теорий однослойных и многослойных упругих
тонких тел, а также аналитические и численные решения некоторых задач.

Настоящая диссертационная работа посвящена развитию метода ортого-
нальных полиномов в механике микрополярных и классических упругих тон-
ких тел и его применению при построении различных вариантов теорий де-
формируемых твердых тонких тел. Диссертация состоит из 6 глав, заключе-
ния и списка литературы, включающего 530 наименований. Она изложена на
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384 страницах. В ней для формул применяются тройная нумерация. Первая
цифра означает номер главы, а вторая и третья – номер раздела и соотноше-
ния соответственно.

Научная новизна диссертации заключается в следующем:

— предложены различные параметризации областей однослойного и мно-
гослойного тонких тел. Создан новый тензорный аппарат для описания пред-
ложенных параметризаций и введен аппарат дифференциальных операторов
для теорий тонких тел. Сформулированы фундаментальные теоремы для об-
ластей тонких тел при этих параметризациях;

— получены рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра и Че-
бышева, применяемые при построении различных вариантов теорий тонких
тел;

— построена теория моментов относительно систем полиномов Лежандра
и Чебышева. Даны представления уравнений движения и притока тепла и
ОС физического и теплового содержаний при рассматриваемых параметри-
зациях, а также в моментах для теории тонких тел. Выведены граничные и
начальные условия в моментах;

— на основании развитого метода ортогональных полиномов (Лежандра и
Чебышева) построены новые варианты теорий упругих тонких тел (однослой-
ных и многослойных тонких тел с одним малым размером, а также тонких тел
с двумя малыми размерами и тонких плоских областей с одним малым раз-
мером) при различных параметризациях областей этих тел, среди которых
новая параметризация более доступная к экспериментальному изучению;

— исходя из вариационных принципов Лагранжа и Кастильяно, а также
обобщенных вариационных принципов типа Рейсснера в рамках трехмерной
микрополярной теории, получены соответствующие вариационные принци-
пы для теории тонких тел, а из последних в свою очередь выведены соот-
ветствующие вариационные принципы для теории тонких тел в моментах
относительно систем полиномов Лежандра и Чебышева. При этом для мик-
рополярной теории многослойных тонких тел как при полном контакте, так и
при наличии зон ослабленной адгезии получены только обобщенные вариаци-
онные принципы типа Рейсснера, так как из них легко выводятся остальные
(Лагранжа, Кастильяно). Доказаны теоремы о минимуме стационарной точ-
ки лагранжиана и максимуме стационарной точки кастильяниана, а также
теорема о единственности обобщенного решения краевых задач;

— даны постановки связанной и несвязанной динамических задач в мо-
ментах для тонких тел. Построены корректирующие слагаемые, позволяю-
щие удовлетворять граничным условиям на лицевых поверхносрях. По спо-
собу В.В.Понятовского найдены различные выражения для компонент тен-
зора напряжений, которые удовлетворяют граничным условиям. Доказано,
что способ В.В.Понятовского эквивалентен способу разложения всех компо-

3



нент тензора напряжений в ряды по рассматриваемой системе ортогональных
полиномов;

— исходя из трехмерных уравнений микрополярного деформируемого твер-
дого тела, получены уравнения микрополярных и расширенных микропо-
лярных теорий оболочек, оболочек класса TS (тонких и пологих) и призма-
тических оболочек в контравариантных компонентах тензоров напряжений
и моментных напряжений. Выведены граничные условия. Даны сравнения
уравнений различных теорий. Сформулирована гипотеза о жесткости в по-
перечном направлении тонких тел;

— найдены обратные тензоры-операторы к тензору-оператору уравнений
движения теории упругости в перемещениях изотропного однородного мате-
риала и оператору напряжения, позволяющие расщеплять уравнения и гра-
ничные условия. Построен обратный матричный дифференциальный тензор-
оператор к матричному дифференциальному тензору-оператору уравнений
движения микрополярной теории упругости в перемещениях и вращениях
как для изотропных однородных материалов с центром симметрии, так и для
материалов, не обладающих центром симметрии. В этих случаях получены
уравнения по отдельности векторов перемещений и вращений. Расщеплен-
ные уравнения получены и для редуцированной среды. При этом в случае
отсутствия объемных нагрузок уравнения редуцированной среды не зави-
сят от свойств материала, что наводит на мысль, что эти уравнения могут
быть использованы для идентификации материальных констант этой сре-
ды. Построен также обратный оператор к матричному дифференциальному
тензору-оператору напряжения и моментного напряжения в случае редуци-
рованной среды с кусочно-гладкой плоской границей. Выявлены случаи, для
которых легко обратить оператор напряжения и моментного напряжения;

— из расщепленных уравнений классической и микрополярной теорий упру-
гости получены соответствующие расщепленные уравнения квазистатической
задачи теорий призматических тел постоянной толщины в перемещениях в
классическом случае и в перемещениях и вращениях в микрополярном слу-
чае. Из последних систем уравнений в свою очередь выведены уравнения
в моментах неизвестных векторов-функций относительно любых систем ор-
тогональных полиномов. Получены системы уравнений различных прибли-
жений (с нулевого по восьмого порядка) в моментах относительно систем
полиномов Лежандра и Чебышева второго рода. При этом эти уравнения вы-
ведены как без учета граничных условий на лицевых поверхностях, так и с
учетом этих условий. Начиная с первого приближения, системы уравнений
распадаются на две системы. Одна из них — система относительно момен-
тов четных порядков неизвестной векторной функции, а другая относитель-
но моментов нечетных порядков той же функций. На основании найденного
обратного оператора к оператору любой из этих систем для каждого момента
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неизвестной векторной функции получается уравнение эллиптического типа
высокого порядка (порядок системы зависит от порядка приближения), ха-
рактеристические корни которого легко находятся. Поэтому, используя метод
И.Н.Векуа для решения таких уравнений, можно получить их аналитическое
решение;

— получены расщепленные уравнения в моментах векторов перемещений и
вращений относительно произвольной системы полиномов для микрополяр-
ной теории призматических тонких тел с двумя малыми размерами, имею-
щих поперечное сечение в виде прямоугольника, а также для редуцированной
среды, содержащие уравнение классической теории;

— выведены расщепленные системы уравнений квазистатической задачи
микрополярной теории многослойных призматических тел постоянной тол-
щины в перемещениях и вращениях и в моментах векторов перемещений и
вращений, из которых, как частный случай, получаются аналогичные систе-
мы уравнений классической теории в перемещениях. Получены расщеплен-
ные системы уравнений восьмого приближения микрополярной теории мно-
гослойных призматических тел постоянной толщины в моментах векторов
перемещений и вращений. Используя метод Векуа, для этих систем, а также
для уравнений редуцированной среды можно выписать аналитические реше-
ния;

— приведены численные решения задач различных приближений о тонком
теле с двумя малыми размерами и прямоугольной тонкой плоской области
с защемленными краями при различных нагрузках, а также о двухслойной
двумерной области с защемленными краями.

Обоснованность и достоверность теоретических положений и выводов
диссертации подтверждена строгими математическими выводами, основан-
ными на положениях механики, линейной алгебры, функционального анали-
за, теории матриц, дифференциальной геометрии и тензорного исчисления и
которые согласуются с имеющимися экспериментальными данными.

Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты име-
ют важное теоретическое и прикладное значение и могут быть использованы
для решения многих важных практических задач в тех областях техники,
в которых применяются тонкие тела. В частности, могут быть использова-
ны в ЦАГИ, ЦИАМ, МГУ, ИТПМ СО РАН, ИПМ РАН, ЦНИИМаш, МАИ
и в других организациях, занимающихся разработкой и совершенствованием
образцов автомобильной, ракетной и авиационной техники.

На защиту выносится развитие метода ортогональных полиномов в ме-
ханике тонких микрополярных и классических упругих тел и его применение
при построении различных вариантов теорий однослойных и многослойных
упругих тонких тел, а также аналитические и численые решения некоторых
задач.
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Апробация работы. Основные результаты, полученные в диссертации,
докладывались и обсуждались на международной конференции, посвящен-
ной памяти заслуженного деятеля науки ТАССР проф. А.В. Саченкова (Ка-
зань. 1998 г.), на 16-ой межреспуб. конф. по численным методам решения
задач теории упругости и пластичности (Новосибирск. 1999 г.), на между-
нар. конф. «Dynamical Systems Modelling and Stability Investigation» (Ки-
ев. 1999 г.), на научно-исследовательских семинарах кафедры механики ком-
позитов мех.-мат. факультета МГУ им. М.В. Ломоносова под руководством
проф. Б.Е. Победри (1998-2013 г.г.), на научно-исследовательском семинаре
кафедры теории упругости мех.-мат. факультета МГУ им. М.В. Ломоносо-
ва под руководством д.ф.-м.н., проф. И.А. Кийко (2009-2013 г.г.), на научно-
исследовательском семинаре кафедры газовой и волновой динамики мех.-мат.
факультета МГУ им. М.В. Ломоносова под руководством д.ф.-м.н., акад. РАН
Р.И. Нигматулина, на научно-исследовательском семинаре кафедры теории
пластичности мех.-мат. факультета МГУ им. М.В. Ломоносова под руковод-
ством член-корр. РАН Е.В. Ломакина, акад. РАН И.Г. Горячевой и д.ф.-м.н.,
проф. В.М. Александрова, на научно-исследовательском семинаре «Актуаль-
ные проблемы геометрии и механики» мех.-мат. факультета МГУ им. М.В.
Ломоносова под руководством д.ф.-м.н. проф. Д.В. Георгиевского, д.ф.-м.н.,
М.В. Шамолина, д.ф.-м.н., проф., С.А. Агафонова (2007–2013 г.г.), на научно-
исследовательском семинаре «Проблемы механики сплошной среды» в ИП-
Мех им. А.Ю. Ишлинского РАН под руководством д.ф.-м.н. проф. С.В. Несте-
рова и д.ф.-м.н. проф. Д.В. Георгиевского, на научно-исследовательском се-
минаре МГТУ им. Н.Э.Баумана под руководством проф. В.С. Зарубина (2010
г.), на «Семинаре по МСС им. Л.А.Галина ИПМех РАН» под руководством
проф. В.М.Александрова, проф. В.Н.Кукуджанова и проф. А.В. Манжиро-
ва (2010 г.), на конференциях «Ломоносовские чтения» , секция механики,
МГУ им. М.В. Ломоносова (2003–2014 г.г.), на междисциплинарном семина-
ре с международным участием «Методы многомастабного моделирования и
их приложения» ВЦ РАН под руководством академика РАН Е.И.Моисеева,
проф. С.А.Лурье, проф. С.Я.Степанова (2014 г.), на научно-исследовательский
семинар кафедры № 902 МАИ «Сопротивление материалов. Динамика и проч-
ность машин» по механике под руководством д.ф.-м.н., проф. Д.В.Тарлаков-
ского, (2014 г.), на «Семинаре по механике прочности и разрушения ИПМех
РАН» под руководством член-корр. РАН Р.В. Гольдштейна (2014 г.).

Публикация результатов. Результаты диссертации достаточно полно
опубликованы в работах, список которых приведен в конце автореферата.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из 6 глав, заключе-
ния и списка литературы, включающего 530 наименований. Она изложена на
384 страницах. В ней для формул применяются тройная нумерация. Первая
цифра означает номер главы, а вторая и третья – номер раздела и соотноше-
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ния соответственно.
Личный вклад автора. Представленные в работе научные результаты

получены лично автором. Во всех случаях использования результатов других
исследований в работе приведены ссылки на источники информации.

Автор выражает искреннюю благодарность за постоянное внимание к ра-
боте и ценные советы научному консультанту, профессору Ю.И.Димитриенко,
а также профессорам: Б.Е.Победре, В.И.Горбачеву, С.В.Шешенину,
Д.В.Георгиевскому и сотрудникам кафедр «Механика композитов» Механико-
математического факультета МГУ им. М.В.Ломоносова и «Вычислительная
математика и математическая физика» МГТУ им. Н.Э.Баумана за сотруд-
ничество и взаимопонимание.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Во введении дан краткий обзор литературы (обзор, включающий 976 на-
именований, приведен в [50]), обоснована актуальность научных теоретиче-
ских исследований. Сформулированы: цель работы, ее научная новизна, тео-
ретическая и практическая значимость.

1 В первой главе «О параметризации области тонкого тела трех-
мерного евклидова пространства» рассмотрена эффективная парамет-
ризация области тонкого тела трехмерного евклидова пространства R3, за-
ключающаяся в использовании, в отличие от классических подходов, двух
базовых поверхностей, называемых условно внутренней и внешней базовыми
поверхностями. Дано векторное параметрическое уравнение области тонкого
тела. Разработан новый тензорный аппарат для описания введенных пара-
метризаций. Сформулирована фундаментальная теорема для области тонко-
го тела при ее новой параметризации [50,53,79,81,83].

1.1 Векторное параметрическое уравнение области тонкого тела. Ком-
поненты переноса и представление единичного тензора второго ранга (ЕТВР).
Фундаментальная теорема. Рассматривается область трехмерного евклидо-

ва пространства, ограниченную двумя лицевыми поверхностями
(−)

S и
(+)

S и бо-

ковой поверхностью
∑

. В дальнейшем условно лицевую поверхность
(−)

S будем

называть внутренней базовой поверхностью, а
(+)

S – внешней базовой поверх-

ностью. Кроме того, поверхность
(−)

S часто будем называть основной базовой
поверхностью.

Радиус-вектор произвольной точки области тонкого тела представляется
в виде

r(x′, x3) =
(−)

r (x′) + x3h(x′) = (1− x3)
(−)

r (x′) + x3(+)

r (x′), x′ = (x1, x2), ∀x3 ∈ [0, 1], (1.1)

где векторные соотношения
(−)

r =
(−)

r (x′),
(+)

r =
(+)

r (x′), x′ = (x1, x2) (1.2)
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являются векторными параметрическими уравнениями базовых поверхно-

стей
(−)

S и
(+)

S соответственно, x′ = (x1, x2) — произвольная точка на
(−)

S . Вектор

h(x′) =
(+)

r (x′)− (−)

r (x′), x′ = (x1, x2), (1.3)

топологически отображающий внутреннюю базовую поверхность
(−)

S на внеш-

нюю
(+)

S , вообще говоря, не является перпендикулярным к базовым поверхно-
стям.

Для производных по xP от соотношений (1.1) и (1.2) в точках
(∗)

M∈
(∗)

S , ∗∈
{−, ∅,+} введены соответственно1 обозначения rP ≡∂Pr=∂r/(∂xP ), r ∗

P
=∂P

(∗)
r ,

∗ ∈ {−,+}. Здесь
(−)

M — некоторая точка на внутренней базовой поверхно-

сти
(−)

S ,
(+)

M — ее образ на внешней базовой поверхности
(+)

S при отображении

h :
(−)

S →
(+)

S , а M — точка на эквидистантой поверхности S, определяемой (1.1)
при x3 = const. Следовательно, пары векторов r∗

1
, r∗

2
, ∗ ∈ {−, ∅,+}, опреде-

ленные в точках
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−, ∅,+}, образуют двумерные ковариантные
поверхностные базисы, с помощью которых обычным образом определяются
соответствующие контравариантные базисы r

∗
1, r

∗
2, ∗ ∈ {−, ∅,+} [84, 89].

Дифференцируя (1.1) сперва по xP , а потом по x3, получим

rP =r−
P
+ x3hP =(1− x3)r−

P
+ x3r+

P
, hP ≡∂Ph; r3≡∂3r≡

∂r

∂x3
= h(x′), ∀x3∈ [0, 1]. (1.4)

На основании третьего соотношения (1.4) можно принять, что

r−
3
= r3 = r+

3
≡ ∂3r = h(x′), ∀x3 ∈ [0, 1]. (1.5)

В силу (1.5) соотношения (1.4) можно объединить и представить в виде

rp(x
′, x3) = r−

p
(x′) + x3hp(x

′) = (1− x3)r−
p
(x′) + x3r+

p
(x′). (1.6)

Тройки векторов r⋆
1
, r⋆

2
, r⋆

3
, ∗ ∈ {−, ∅,+}, определенные в точках

(∗)

M ∈
(∗)

S ,
∗ ∈ {−, ∅,+} образуют трехмерные (пространственные) ковариантные бази-
сы. По этим базисам, можно построить соответствующие им контравариант-
ные базисы r

⋆
1, r

⋆
2, r

⋆
3, ∗ ∈ {−, ∅,+}. В самом деле, на основании их определе-

ния имеем [84,89]
1 Зависимость величин от x′ означает их зависимость от x1 и x2. Применяются обычные правила

тензорного исчисления [84, 86, 89]. Прописные и строчные латинские индексы пробегают значения 1,2 и

1,2,3 соответственно. ∅ — символ пустого множества. Запись
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−, ∅,+} означает, что если ∗ = −,

то
(−)

M ∈
(−)

S ; если, ∗ = ∅, то M ∈ S; если ∗ = +, то
(+)

M ∈
(+)

S . Запись rp̃ = gq̆p̃rq̆, ∼,` ∈ {−, ∅,+}, означает,

что если, например, ∼ = ∅, ` = −, то rp = g
−
q
p r−

q
, если ∼ = +, ` = −, то r+

p
= g

−
q
+
p
r−
q

и т.д. Перебирая все

значения, получим все соотношения. Эти соглашения применяются и в дальнейшем.
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rk̃ =
1

2
C k̃p̃q̃rp̃ × rq̃, ∼ ∈ {−, ∅,+}, (1.7)

где C k̃p̃q̃ =
(
rk̃ × rp̃

)
· rq̃, ∼ ∈ {−, ∅,+} — контравариантные компоненты

дискриминантных тензоров в точках
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−, ∅,+}, соответственно.
Введены в рассмотрение следующие матрицы:

gp̆q̃ = rp̆ · rq̃, gq̃p̆ = rp̆ · rq̃, gp̆q̃ = rp̆ · rq̃, gp̆q̃ = rp̆ · rq̃, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.8)

Тогда нетрудно доказать, что между базисными векторами и матрицами
(1.8) имеются сохраняющие силу при жонглировании индексами связи:

rp̆ = gq̃p̆rq̃ = gp̆q̃r
q̃, gq̆p̃ = g

∗
n
p̃ g

q̆
∗
n
, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.9)

На основании (1.6) из (1.8) получим

gpq̆ = rp · rq̆ = (1− x3)g−
pq̆

+ x3g+
pq̆
, gq̆p = rp · rq̆ = (1− x3)gq̆−

p
+ x3gq̆+

p
,

gpq = rp · rq = gpn̆g
n̆
q = (1− x3)2g−

p
−
q
+ x3(1− x3)

(
g−
p
+
q
+ g+

p
−
q

)
+ (x3)2g+

p
+
q
,

g+
p
+
q
= g+

p
−
m
g

−
m
+
q
, ` ∈ {−, +}.

(1.10)

Выражения для √
g = (r1 × r2) · r3 имеет вид

√
g=

√
(∼)

g det
(
gq̃p
)
,

(∼)

ϑ ≡
√

g
(∼)

g −1=det
(
gq̃p=det

(
gQ̃
P

)
=
1

2
ϵIJϵKLg

K̃
I
gL̃
J
, ∼ ∈ {−,+}, (1.11)

где ϵIJ , ϵKL — символы Леви-Чивиты, а√
(∼)

g =
(
r1̃ × r2̃) · r3̃, ∼ ∈ {−,+},

√
(−)

g =
√
g
∣∣∣
x3=0

,

√
(+)

g =
√
g
∣∣∣
x3=1

.

Нетрудно заметить, что имеет место более общие соотношения, чем (1.11)√
(∼)

g =

√
(`)

g det
(
gQ̆
P̃

)
,

(∼̀)

ϑ ≡det
(
gQ̆
P̃

)
=det

(
gq̆
p̃

)
=

√
(∼)

g
(`)

g −1=
1

2
ϵIJϵKLg

K̆
Ĩ
gL̆
J̃
,

(∼̀)

ϑ ≡
√

(∼)

g
(`)

g −1 =
(∼`)

ϑ −1,
(≈)

ϑ = 1, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}.

(1.12)

Учитывая (1.12), из второго соотношения (1.11) получим

(−)

ϑ =

√
g

(−)

g −1 = (1− x3)2
(=)

ϑ + x3(1− x3)tr
(
g

−
I
+
J

)
+ (x3)2

(∓)

ϑ ,

(+)

ϑ =

√
g

(+)

g −1 = (1− x3)2
(±)

ϑ + x3(1− x3)tr
(
g

+
I
−
J

)
+ (x3)2

(
+
+
)

ϑ .

(1.13)
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Нетрудно доказать, что для rk̆ (1.7) и матриц (1.8) имеем выражения

rk̆ =
1

2

(∼`)

ϑ −1ϵkpqϵlmng
m̃

p̆
gñ
q̆
rl̃, gk̆

l̃
= rk̆ · r

l̃
=

1

2

(∼`)

ϑ −1ϵkpqϵlmng
m̃

p̆
gñ
q̆
,

g l̃ k̆ = rk̆ · rl̃ = 1

2

(∼`)

ϑ −1ϵkpqϵsmng
m̃

p̆
gñ
q̆
gs̃l̃, ∼ ∈ {−,+}, ` ∈ {−, ∅,+}.

(1.14)

Из (1.14) при ` = ∅ получаем

gk
l̃
=
1

2

(∼)

ϑ −1ϵkpqϵlmng
m̃
p g

ñ
q , gkl̃=

1

2

(∼)

ϑ −1ϵkpqϵsmng
m̃
p g

ñ
q g

s̃l̃, ∼ ∈ {−,+}. (1.15)

Представление ЕТВР имеет вид
E˜ = gn̆m̃r

m̃rn̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, (1.16)

сохраняющий силу при жонглировании2 немыми индексами. Из (1.16) видно,
что матрицы (1.8) (см. также (1.14), (1.15)) являются компонентами ЕТВР.

Введены следующие определения:

Определение 1.1. Рассмотренная выше параметризация, характеризующа-
яся заданием радиус-вектора произвольной точки в виде (1.1), называется
новой параметризацией области тонкого тела (НПОТТ) трехмерного евкли-
дова пространства R3. При этом она называется регулярной, если внутренняя
(−)

S и внешняя
(+)

S поверхности — регулярные поверхности.
Определение 1.2. Компоненты gq̆p̃, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∼ ̸= ` и получаемые из
них жонглированием индексами их образы, называются компонентами пере-
носа ЕТВР при НПОТТ.
Определение 1.3. Компоненты gp̃q̃, gq̃p̃, gp̃q̃ ∼ = − (∼ = +), и компоненты
переноса gp̃q̆, gq̆p̃, ∼ = +, ` = − (∼ = −, ` = +), называются основными ком-
понентами ЕТВР при НПОТТ, если в качестве основной базовой применяется
внутренняя (внешняя) базовая поверхность.

Компоненты переноса и компоненты ЕТВР, зависящие от поперечной ко-
ординаты x3, представлены в виде рядов относительно этой координаты:

gP−
M
=

∞∑
k=0

A
(k)

−
P
+
M
(x3)k, g3−

M
=−g

−
3
+
P

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M
(x3)s+1, gPQ=

∞∑
s=0

(s+ 1)g
−
Q

−
MA

(s)

−
P
+
M
(x3)s,

gP3=−g
−
3
+
Q

∞∑
s=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
g

−
M

−
Q(x3)s+1, g33=g

−
3
−
3+g

−
3
+
P
g

−
3
+
Q

∞∑
s=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
g

−
M

−
Q(x3)s+2,

gP−
M
gQ−
N
=

∞∑
s=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
(x3)s, B

(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
=

s∑
r=0

A
(s−r)

−
P
+
M
A
(r)

−
Q
+
N
, A

(0)

−
P
+
M

= g
−
P
−
M
, A

(1)

−
P
+
M

= g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
,

A
(2)

−
P
+
M

=
(
g

−
P
−
N
− g

−
P
+
N

)(
g

−
N
−
M

− g
−
N
+
M

)
, . . . , A

(n)

−
P
+
M
=
(
g

−
P
−
N1

−g
−
P
+
N1

)(
g

−
N1
−
N2

−g
−
N1
+
N2

)
. . .
(
g

−
Nn−1

−
M

−g
−
Nn−1

+
M

)
.

(1.17)

Фундаментальная теорема для области тонкого тела при ее НПОТТ фор-
мулируется в виде.

2Под жонглированием немыми индексами понимается то, что, если один из индексов опускается, то
соответствующий ему индекс поднимается, и наоборот.
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Теорема 1.1. Наличие единичного тензора второго ранга, представленного
в виде (1.16), необходимо и достаточно для существования, и притом един-
ственной, с точностью до движения в R3 некоторой регулярной области
тонкого тела при ее новой параметризации. При этом число независимых
основных компонент ЕТВР зависит от типа семейства параметризации.

2 Во второй главе «Рекуррентные соотношения для полиномов
Лежандра и Чебышева. Моменты тензорных полей и дифференци-
альных операторов относительно этих систем полиномов» выписаны
основные рекуррентные формулы для полиномов Лежандра и Чебышева пер-
вого и второго родов, с помощью которых в свою очередь получены несколько
дополнительных соотношений, играющих важную роль при построении раз-
личных вариантов теорий тонких тел, как при классической, так и при новой
(неклассической) параметризации областей этих тел. Определены моменты
тензорных полей, их компонент и некоторых дифференциальных операто-
ров от них в криволинейных координатах. В частности, определены момен-
ты скалярных и тензорных функций, а также их производных и повторных
производных. Кроме того, получены представления и найдены моменты от-
носительно полиномов Чебышева лапласиана, градиента, ротора, повторного
градиента, дивергенции, повторной дивергенции тензора второго ранга, гра-
диента дивергенции. Выведены выражения для моментов k-го порядка про-
изведения двух функций на произвольную степень поперечной координаты.

2.1 Основные рекуррентные соотношения для смещенных полиномов Че-
бышева первого и второго родов. Полиномы Чебышева первого и второго ро-
дов на сегменте [-1,1] обозначаются через Tn(x) = cos(n arccos x) и Un(x) =
1/(n+1)T ′

n+1(x), а смещенные полиномы Чебышева первого и второго родов
на [0,1] – через T ∗

n(t) = Tn(2t−1) и Un(t)
∗ = Un(2t−1) соответственно, где

−1 ≤ x ≤ 1, x = 2t−1, 0 ≤ t ≤ 1, n ∈ N0, N0 — множество неотрицательных
целых чисел. Основные рекуррентные формулы для смещенных полиномов
Чебышева первого и второго родов на [0, 1] имеют вид

4tT ∗
n(t) = T ∗

n−1(t) + 2T ∗
n(t) + T ∗

n+1(t), n ≥ 1,

4tT ∗′
n(t) =

n

n− 1
T ∗
n−1(t) + 2T ∗′

n(t) +
n

n+ 1
T ∗
n+1(t), n > 1,

T ∗′
n(t) = 4nT ∗

n−1(t) +
n

n− 2
T ∗′

n−2(t), n > 2;

4tU∗
n(x) = U∗

n−1(t) + 2U∗
n(t) + U∗

n+1(t), n ≥ 1,

2tU∗′
n (x) = 2nU∗

n(t) + U∗′
n−1(t) + U∗′

n (t), n ≥ 1,

U∗′
n (x) = 4nU∗

n−1(t) + U∗′
n−2(t), n ≥ 2.

(2.1)

Ниже с целью сокращения письма дополнительные рекуррентные соотно-
шения выпишем только для смещенных полиномов Чебышева второго рода.

2.2 Дополнительные рекуррентные соотношения для смещенных поли-
номов Чебышева второго рода. Эти соотношения легко получаются из соот-
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ветствующих основных рекуррентных соотношений (2.1). Некоторые из них
имеют вид [43,50]

22stsU∗
k (t) =

2s∑
p=0

Cp
2sU

∗
k−s+p(t), k − s ≥ 0, k ∈ N0, (2.2)

22stsU∗
m(t)U

∗
n(t) =

m∑
p=0

2s∑
q=0

Cq
2sU

∗
n−m−s+2p+q(t), n−m− s ≥ 0, (2.3)

U∗′
n (t) = 4

[(n−1)/2]∑
k=0

(n− 2k)U∗
n−(2k+1)(t) = 4

[(n−1)/2]∑
k=0

(2k + 1 + a)U∗
2k+a(t), n ≥ 1, (2.4)

U∗′′
n (t) = 24

[(n−2)/2]∑
k=0

(k + 1)(n− k)[n− (2k + 1)]U∗
n−(2k+2)(t) =

= 22
[(n−2)/2]∑

k=0

(2k + 2− a)
[
(n+ 1)2 − (2k + 2− a)2

]
U∗
2k+1−a(t), n ≥ 2,

(2.5)

22stsU∗′
n (t) = 4

(n−s−2)/2∑
k=0

2s∑
p=0

(n− 2k)Cp
2sU

∗
p−u(t) + 4s

2s∑
p=1

Cp
2s U

∗
p−1(t)+

+4
[(n−1)/2]∑

k=(n−s+2)/2

(n− 2k)
[
−

u∑
q=2

Cq−2
2s U∗

u−q(t) +
2s∑
p=u

Cp
2sU

∗
p−u(t)

]
,

u = 2k + 1 + s− n, n− s = 2l, l ≥ 0, n ≥ 1, s ≥ 0,

(2.6)

22stsU∗′′
n (t) = 24

(n−s−2)/2∑
k=0

2s∑
p=0

(k + 1)(n− k)[n− (2k + 1)]Cp
2sU

∗
p−r(t)+

+24
[(n−2)/2]∑
k=(n−s)/2

(k + 1)(n− k)[n− (2k + 1)]
[
−

r∑
q=2

Cq−2
2s U∗

r−q(t) +
2s∑
p=r

Cp
2s U

∗
p−r(t)

]
r = 2k + 2 + s− n, n ≥ 2, n− s = 2l, l ≥ 0, s ≥ 0,

(2.7)

Здесь a = n− 1− 2
[
(n− 1)/2

]
, [x] — целая часть числа x, а Cn

m — биноми-
альные коэффициенты. Следует заметить, что все соотношения (2.2) – (2.7),
справедливые, за исключением (2.3), и для системы ортонормированных по-
линомов Чебышева второго рода {Û ∗

k}∞k=0, можно доказать методом матема-
тической индукции. Для системы ортонормированных полиномов (2.3) имеет
вид

22stsÛ∗
m(t)Û

∗
n(t) = Û∗

0

m∑
p=0

2s∑
q=0

Cq
2sÛ

∗
n−m−s+2p+q(t), n−m− s ≥ 0. (2.8)

Приведем еще соотношения, которые применяются при представлении в
моментах уравнений и ОС для неоднородного относительно x3 материала.
Они имеют вид [43,50]

(k)

M
[
22s(x3)sfg

]
= Û∗

0

∞∑
n=0

2s∑
q=0

k−s+q∑
p=0

Cq
2s

(n+p)

f
(n+k−s−p+q)

g , k − s ≥ 0, s ≥ 0,

(k)

M
[
22(k+1)(x3)k+1fg

]
= Û∗

0

∞∑
n=0

2(k+1)∑
q=1

q−1∑
p=0

Cq
2k+2

(n+p)

f
(n−p−1+q)

g , k ≥ 0,

(k)

M
[
22(k+s)(x3)k+sfg

]
=

= Û∗
0

∞∑
n=0

(
−

s∑
q=2

s−q∑
p=0

Cq−2
2(k+s)

(n+p)

f
(n+s−p−q)

g +
2(k+s)∑
q=s

q−s∑
p=0

Cq
2(k+s)

(n+p)

f
(n−s−p+q)

g
)
, s ≥ 2, k ≥ 0,

(p)

M′(fg) =
∞∑
n=0

k∑
q=0

((n+q)

f ′(n+k−q)

g +
(n+k−q)

f
(n+q)

g ′) = ∞∑
n=0

k∑
q=0

((n)

f ′(n+k−2q)

g +
(n+k−2q)

f
(n)

g ′).

(2.9)
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Здесь f(x′, x3), g(x′, x3) ∈ Cm(V ∪ ∂V ),m ≥ 1.
2.3 Моменты тензорного поля относительно смещенных полиномов Че-

бышева второго рода. Рассматривается некоторое тензорное поле F(x1, x2, x3),
которое зависит от координат x1, x2, x3 области тела при ее новой парамет-
ризации [1, 18]. С целью сокращения письма часто вместо F(x1, x2, x3) будем
писать F(x′, x3), где x′ = (x1, x2), а x3 ∈ [0, 1]. Кроме того, будем полагать,
что рассматриваемые тензорные поля в достаточной степени гладки. Напри-
мер, F(x′, x3) ∈ Cm(V ∪ ∂V ), m ≥ 1, где V – область, занимаемая тонким
телом, а ∂V – ее граница. Тогда тензорное поле F(x′, x3) относительно коор-

динаты x3 ∈ [0, 1] для каждой фиксированной точки x′ ∈
(−)

S можно разлагать
в ряд [92] по системе смещенных ортонормированных полиномов Чебышева
второго рода {Û ∗

k (x
3)}∞k=0

F(x′, x3) =
∞∑
k=0

(k)

F(x′)Û∗
k (x

3), x′ ∈
(−)

S , x3 ∈ [0, 1], (2.10)

где
(k)

F(x′) называется коэффициентом с номером k при разложении F(x′, x3)
в ряд по системе полиномов {Û∗

k (x
3)}∞k=0.

Введено определение момента k-го порядка произвольного поля F(x′, x3)
относительно системы смещенных ортонормированных полиномов Чебышева
второго рода (аналогично определяется момент k-го порядка любой величины
относительно произвольной системы полиномов).
Определение 2.1. Моментом k-го порядка какого-нибудь тензорного поля
F(x′, x3) относительно полиномов {Û ∗

k (x
3)}∞k=0, обозначаемым через MÛ∗

k
(F),

называется интеграл

MÛ∗
k
(F) =

1∫
0

F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3, k ∈ N0. (2.11)

Здесь h∗(x3) = 2
√
x3(1− x3) — весовая функция для системы полиномов

{Û ∗
k}∞k=0.
В дальнейшем, если специально не будет оговорено, речь пойдет в основ-

ном о моментах относительно системы смещенных ортонормированных поли-
номов Чебышева второго рода. Поэтому с целью сокращения письма вместо

MÛ∗
k
(F), будем пользоваться обозначением

(k)

M(F) (конечно, следовало обозна-

чение
(k)

M∗(F)).
Нетрудно доказать, что имеют место предложения.

Утверждение 2.1. (Свойство обобщенной линейности) Для любых тензор-
ных полей F(x′, x3) и G(x′, x3) и любых функций α(x′) и β(x′) справедливо
соотношение

(k)

M[α(x′)F+ β(x′)G] = α(x′)
(k)

M(F) + β(x′)
(k)

M(G). (2.12)
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Следствие 2.1. Оператор моментов
(k)

M, k ∈ N0 — линейный оператор.

Утверждение 2.2. Момент k-го порядка тензорного поля F(x′, x3) относи-
тельно системы полиномов {Û ∗

k (x
3)}∞k=0 равен коэффициенту с номером k

при разложении F (x′, x3) относительно x3 по этой системе полиномов, т.е.
(k)

M(F) =
1∫
0

F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =
(k)

F(x′), k∈N0. (2.13)

2.4 Моменты производных ∂iF(x′, x3), ∂i∂jF(x′, x3) и ∂p
i ∂

q
jF(x′, x3) отно-

сительно смещенных полиномов Чебышева второго рода. В силу определе-
ния (2.11), утверждения (2.13) и рекуррентного соотношения (2.4) доказыва-
ется справедливость теоремы

Теорема 2.2.

(k)

M(∂iF) =
1∫
0

∂iF(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

 ∂I
(k)

F(x′), i = I,
(k)

F ′(x′), i = 3,

(2.14)

где введено обозначение
(k)

F ′(x′) = 22(k + 1)
∞∑
p=0

(k+2p+1)

F (x′) = 2(k + 1)
∞∑
p=k

[1− (−1)k+p]
(p)

F(x′), k ∈ N0,

называемое в дальнейшем оператором «штрих».

Последнее соотношение можно записать в удобной форме

(k)

F ′(x′)=2(k + 1)

[
N∑
p=k

(
1− (−1)k+p

)(p)
F(x′) +

(+)

F ′(x′)− (−1)k
(−)

F ′(x′)

]
,

(+)

F ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(p)

F(x′),
(−)

F ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(−1)p
(p)

F(x′).

(2.15)

Нетрудно видеть, для оператора «штрих» имеет место утверждение.
Утверждение 2.3. (Свойство обобщенной линейности) Для любых тензорных
полей F(x′, x3) и G(x′, x3) и любых функций α(x′) и β(x′) имеем

(k)(
α(x′)F+ β(x′)G

)
′ = α(x′)

(k)

F ′ + β(x′)
(k)

G′.

Следствие 2.3. Оператор «штрих» — линейный оператор.

Теорема 2.4.
(k)

F (n) =
((k)
F (n−m)

)(m)
, n ≥ m, (2.16)

где
(k)

F(p) означает, что оператор «штрих» применяется p раз, а
(k)

F(0) =
(k)

F.

На основании определения (2.11), утверждения (2.13), теоремы (2.14) и
рекуррентного соотношения (2.5) доказывается теорема.
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Теорема 2.5.

(k)

M(∂i∂jF) =
1∫
0

∂i∂jF(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =


∂I∂J

(k)

F , i = I, j = J,

∂I
(k)

F ′, i = I, j = 3,
(k)

F ′′, i = j = 3,

(2.17)

где
(k)

F ′ определяется с помощью (2.14), а
(k)

F ′′ = 24(k + 1)
∞∑
p=0

(p+ 1)(k + p+ 2)
(k+2p+2)

F (x′) =

= 2(k + 1)
∞∑
p=k

[1 + (−1)k+p](p− k + 2)(k + p+ 4)
(p+2)

F (x′).

Заметим, что последняя формула аналогично (2.15) можно представить в
форме

(k)

F ′′(x′)=2(k + 1)

[
N∑
p=k

(p−k)(k+p+2)
(
1+(−1)k+p

)(p)
F(x′)+

(+)

F ′′(x′)+(−1)k
(−)

F ′′(x′)

]
,

(+)

F ′′(x′)=
∞∑

p=N+1

(p−k)(k +p+2)
(p)

F(x′),
(−)

F ′′(x′)=
∞∑

p=N+1

(−1)p(p−k)(k +p+2)
(p)

F(x′).

(2.18)

Применяя последовательно оператор «штрих», легко доказываются фор-
мулы

(k)

F ′′′
(x′) = 26(k + 1)

∞∑
p=0

C2
p+2(k + p+ 2)(k + p+ 3)

(k+2p+3)

F (x′),

(k)

F IV (x′) = 28(k + 1)
∞∑
p=0

C3
p+3(k + p+ 2)(k + p+ 3)(k + p+ 4)

(k+2p+4)

F (x′),

(2.19)

Здесь N — множество натуральных чисел, а Cm
n — биномиальные коэффи-

циенты. При необходимости аналогично (2.19) можно получить выражения
и для производных более высокого порядка [81–83].

Более общая теорема, чем (2.17) и (2.16) формулируется в виде

Теорема 2.6.

(k)

M(∂p
i ∂

q
jF) =

1∫
0

∂p
i ∂

q
jF(x′, x3)Û∗

k (x
3)h∗(x3)dx3 =


∂p
I∂

q
J

(k)

F(x′), i = I, j = J,

∂p
I

(k)

F (q)(x′), i = I, j = 3,
(k)

F (p+q)(x′), i = j = 3, p, q∈N0.

(2.20)

2.5 Моменты некоторых выражений относительно смещенных поли-
номов Чебышева второго рода. Найдены моменты k-го порядка выраже-
ний (x3)sF, (x3)s∂m

3 F, Ps(x
3)F и Ps(x

3)∂m
3 F, где Ps(x

3) — полином степени
s ∈ N0. С помощью рекуррентных соотношений (2.2) можно доказать, что
для Ps(x

3) =
∑s

n=0 cn(x
3)s имеют место теоремы:
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Теорема 2.7.
(k)

M
[
Ps(x

3)∂m
3 F
]
=

s∑
n=0

cn
(k)

M[(x3)n∂m
3 F] =

s∑
n=0

2n∑
p=0

2−2ncnC
p
2n

(k−n+p)

F (m), k ≥ s ≥ 0,

(k)

M
[
Ps(x

3)∂m
3 F
]
=

k∑
n=0

2n∑
p=0

2−2ncnC
p
2n

(k−n+p)

F (m) + ck+1

2(k+1)∑
p=1

2−2(k+1)Cp
2(k+1)

(p−1)

F (m)+

+
s∑

n=k+2

cn[−
n−k∑
q=2

2−2nCq−2
2n

(n−k−q)

F (m) +
2n∑

p=n−k

2−2nCp
2n

(k−n+p)

F (m)], s≥k + 2, k≥0,

(2.21)

Теорема 2.8.

(k)

M
[
Ps(x

3)∂p
i ∂

q
jF
]
=


∂p
I∂

q
J

(k)

M
[
Ps(x

3)F
]
, i = I, j = J,

∂p
I

{(k)

M
[
Ps(x

3)F
]}(q)

, i = I, j = 3,{(k)

M
[
Ps(x

3)F
]}(p+q)

, i = j = 3, k, s, p, q∈N0.

(2.22)

Конечно, в (2.22) вместо Ps(x
3) можно рассматривать любую функцию от x3.

Укажем еще, что для повторных ковариантных производных от компонент
тензора второго ранга справедлива теорема.

Теорема 2.9.

(k)

M
[
(x3)s∇m

t ∇n
l P

p̃·
·q̆
]
=



∇m
T ∇n

L

(k)

M
(
(x3)sP p̃·

·q̆
)
, t = T, l = L,

∇m
T

{ (k)

M
(
(x3)sP p̃·

·q̆
)}(n)

, t = T, l = 3,{ (k)

M
(
(x3)sP p̃·

·q̆
)}(m+n)

, t = l = 3,

∼ ` ∈ {−, ∅,+}, k, s, n, m ∈ N0.

(2.23)

Здесь ∇m
t = ∇t∇t . . .∇t︸ ︷︷ ︸

m

, а ∇0
tP

p̃·
·q̆ = P p̃·

·q̆ . Следовательно, теорема (2.23)

справедлива для любого тензора и его компонент.
2.6 Представления и момент k-го порядка градиента и повторного гра-

диента от тензора. В силу определения градиента (набла-оператора) от тен-
зора при НПОТТ имеем

(∼)

∇F = rp̃∂pF = rp̃∇pF, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (2.24)

Отсюда при ∼ = ∅, учитывая соотношения

rP = gP−
M
r

−
M , r3 = g3−

M
r

−
M + r

−
3 = r

−
3 − g

−
3
P
rP = r

−
3 − g

−
3
P
gP−
M
r

−
M ,

получаемые из первой формулы (1.14) и вводя дифференциальный оператор

Np = ∂p − g
−
3
p ∂3, N = rpNp = rPNP = r

−
MgP−

M
NP , N3 = 0

находим искомое представление градиента в виде [43,50]

gradF = ∇F = NF+ r
−
3∂3F = rPNPF+ r

−
3∂3F = r

−
MgP−

M
NPF+ r

−
3∂3F. (2.25)
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Применяя к (2.25) набла-оператор ∇, получим выражение для повторного
градиента тензора [43,50]

∇∇F = r
−
Mr

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQF+ r

−
Mr

−
3gP−

M
NP∂3F+ r

−
3r

−
NgQ−

N
∇3NQF+ r

−
3r

−
3∂2

3
F =

=r
−
Mr

−
NgP−

M
gQ−
N
[∇P∇Q − (g

−
3
P
∇3∇Q + g

−
3
Q
∇P∇3) + g

−
3
P
g

−
3
Q
∇3∇3]F+

+[r
−
Mr

−
3gP−

M
NP∇3 + r

−
3r

−
NgQ−

N
∇3NQ + r

−
3r

−
3∇3∇3]F.

(2.26)

Здесь g
−
3
P
=x3g

−
3
+

P
(см. вторую формулу (1.10), а g

−
3
+

P
=(1/h)∂Ph при h⊥

(−)

S , где
h — толщина тонкого тела. Для того, чтобы найти моменты k-го порядка от
(2.25) и (2.26) следует использовать представления компонент ЕТВР (1.17),
утверждения (2.12), теорему (2.23) и соотношения (2.21) при соответствую-
щих значениях s, m, n. Выпишем здесь, например, момент k-го порядка от
(2.25). Будем иметь [43,50]

(k)

M˜ (∇F) = r
−
M
{ k∑

s=0

2s∑
p=0

2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s∇P

(p−u)

F + A
(k+1)

−
P
+
M

2k+2∑
p=1

2−2(k+1)Cp
2k+2∇P

(p−1)

F +

+
∞∑

s=k+2

2−2sA
(s)

−
P
+
M

(
−

u∑
q=2

Cq−2
2s ∇P

(u−q)

F +
2s∑
p=u

Cp
2s∇P

(p−u)

F
)
−

−g
−
3
+
P

[ k−1∑
s=0

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M
Cp

2s+2

(p−v)

F′ + A
(k)

−
P
+
M

2k+2∑
p=1

2−2(k+1)Cp
2k+2

(p−1)

F′ +

+
∞∑

s=k+1

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M

(
−

v∑
q=2

Cq−2
2s+2

(v−q)

F′ +
2s+2∑
p=v

Cp
2s+2

(p−v)

F′ )]}+ r
−
3
(k)

F ′(x′),

u=s−k, v=u+1, k∈N0;

(2.27)

Заметим, что почти во всех соотношениях механики деформируемого твер-
дого тела (МДТТ) при НПОТТ участвует выражение вида gP−

M
NPF, момент

k-го порядка которого имеет форму
(k)

M(gP−
M
NPF) =

k∑
s=0

2s∑
p=0

2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s∇P

(p−u)

F + A
(k+1)

−
P
+
M

2k+2∑
p=1

2−2(k+1)Cp
2k+2∇P

(p−1)

F +

+
∞∑

s=k+2

2−2sA
(s)

−
P
+
M

(
−

u∑
q=2

Cq−2
2s ∇P

(u−q)

F +
2s∑
p=u

Cp
2s∇P

(p−u)

F
)
−

−g
−
3
+
P

[ k−1∑
s=0

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M
Cp

2s+2

(p−v)

F′ + A
(k)

−
P
+
M

2k+2∑
p=1

2−2(k+1)Cp
2k+2

(p−1)

F′ +

+
∞∑

s=k+1

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M

(
−

v∑
q=2

Cq−2
2s+2

(v−q)

F′ +
2s+2∑
p=v

Cp
2s+2

(p−v)

F′ )], u = s− k, v = u+ 1, k ∈ N0.

(2.28)

Нетрудно получить моменты k-го порядка и для выражений gP−
M
gQ−
N
NPNQF,

gQ−
N
∇3NQF и gP−

M
NP∂3F. Они даны в диссертации (см. еще [50]). Здесь с целью

сокращения письма их выписывать не будем.
Имея представления операторов градиента (2.25), повторного градиента

(2.26) и моментов k-го порядка от них (см., например, (2.27)), не доставляет
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труда из них получить соответствующие представления для дивергенции, ла-
пласиана, повторной дивергенции и других дифференциальных операторов,
упомянутых вначале этого раздела [50].

3 В третьей главе «Представления основных уравнений и опре-
деляющих соотношений для теории тонких тел. Граничные и на-
чальные условия. Постановки задач» приведены различные представ-
ления уравнений и определяющих соотношений (ОС) физического содержа-
ния МДТТ как для классической, так и для микрополярной (среды Коссе-
ра) теории тонких тел при новой параметризации области тонкого тела, а
также уравнения притока тепла и закона теплопроводности Фурье (ОС теп-
лового содержания). Получены трехмерные постановки задач при НПОТТ.
Даны постановки связанной и несвязанной динамических задач в моментах
приближения (r,N) для тел с одним малым размером микрополярной термо-
механики деформируемого твердого тонкого тела (ТМДТТТ), нестационар-
ной температурной задачи в моментах аналогичных приближений микропо-
лярной ТМДТТТ, а также классическая и новая постановки задач в тен-
зорах напряжений и моментных напряжений. Рассмотрены частные случаи
постановок задач. Построены корректирующие слагаемые, обеспечивающие
выполнение граничных условий на лицевых поверхностях при постановках
изотермических задач в перемещениях и вращениях, а также при постанов-
ках задач в тензорах напряжений и моментных напряжений.

3.1 Различные представления уравнений движения и притока тепла
механики деформируемого твердого тела при НПОТТ. Из уравнений дви-
жения трехмерной теории получены их представления в виде(

1/

√
(−)

g
)
∂P (

√
(−)

g
(−)

ϑPP ) + ∂3(
(−)

ϑP3) + ρ
(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ ∂2
t u,(

1/

√
(−)

g
)
∂P (

√
(−)

g
(−)

ϑµµµP ) + ∂3(
(−)

ϑµµµ3) +C
≃

2
⊗(

(−)

ϑP˜) + ρ
(−)

ϑm =
(−)

ϑ J˜·∂2
tφφφ;

(3.1)

gP−
M
NPP

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρ∂2

t u, gP−
M
NPµµµ

−
M + ∂3µµµ

−
3 +C

≃

2
⊗P˜ + ρm = J˜·∂2

tφφφ; (3.2)

AP
−
M
NPP

−
M +

(−)

ϑ ∂3P
−
3 + ρ

(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ ∂2
t u, AP

−
M
≡g

−
P
−
M

+ x3aP+
M
,

AP
−
M
NPµµµ

−
M +

(−)

ϑ ∂3µµµ
−
3 +C

≃

2
⊗(

(−)

ϑP˜) + ρ
(−)

ϑm =
(−)

ϑ J˜·∂2
tφφφ, aP+

M
≡(g

−
I
+
I
− 1)g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
.

(3.3)

Для уравнения притока тепла имеем представление

−gP−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρq − T

d

dt
(a˜ 2
⊗P˜ + d˜ 2

⊗µµµ˜) +W ∗ = ρcp∂tT. (3.4)

В (3.1) – (3.4) имеем следующие обозначения: P˜ ̸= P˜T — тензор напря-
жений, µµµ˜ ̸= µµµ˜T — тензор моментных напряжений, Pp̃ = rp̃ · P˜ , µµµp̃ = rp̃ · µµµ˜,∼ ∈ {−, ∅}, C

≃
— дискриминантный тензор, q — вектор внешнего потока

тепла, q
−
p = q · r

−
p, q — массовый приток тепла, T — температура, a˜, d˜
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— тензоры теплового расширения, W ∗ — функция рассеивания, ρ — плот-

ность среды, cp — теплоемкость при постоянном давлении,
2
⊗ — внутреннее

2-произведение [47,50,59,79,84].
Приведем и уравнения движения в перемещениях и вращениях[

M˜ −
M

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQ +M˜ −

M
−
3gP−

M
(NP∇3 +∇3NP ) +M˜−

3
−
3∇2

3

]
· u+

+2α
[
C

−
L

−
M
(
gP−
M
NPφ−

3
−∇3φ−

M

)
r−
L
+ C

−
M

−
NgP−

M
NPφ−

N
r−
3

]
−

−b
(
r

−
MgP−

M
NP + r

−
3∇3

)
ϑ+ ρF = ρ

∂2u

∂t2
,[

L˜ −
M

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQ + L˜ −

M
−
3gP−

M
(NP∇3 +∇3NP ) + L˜−

3
−
3∇2

3

]
·φφφ+

+2α
[
C

−
L

−
M
(
gP−
M
NPu−

3
−∇3u−

M

)
r−
L
+ C

−
M

−
NgP−

M
NPu−

N
r−
3

]
− 4αφφφ+ ρm = J˜ · ∂2φφφ

∂t2
,

(3.5)

где введены следующие обозначения: b = αt(3λ+ 2µ), C
−
M

−
N = C

−
M

−
N

−
3,

M˜̃ =
1

2
(λ+ µ− α)

(
C˜̃ II +C˜̃ III

)
+ (µ+ α)C˜̃ I , M˜−

m
−
n = M˜̃ 2

⊗r
−
mr

−
n,

L˜̃ =
1

2
(γ + δ − β)

(
C˜̃ II +C˜̃ III

)
+ (δ + β)C˜̃ I , L˜−

m
−
n = L˜̃ 2

⊗r
−
mr

−
n.

Здесь λ, µ, α, γ, δ и β — материальные константы упругого изотропного мик-
рополярного материала.

3.2 Представления законов Гука и теплопроводности Фурье при НПОТТ.
В линейной микрополярной теории упругости закон Гука при неизотермиче-
ских процессах в силу обобщенного принципа Дюгамеля–Неймана [87, 88, 90,
91] можно представить в виде

P˜ = C˜̃ 2
⊗(γγγ˜− a˜ϑ) +A˜̃ 2

⊗(κκκ˜ − a˜ϑ), µµµ˜ = B˜̃ 2
⊗(γγγ˜− a˜ϑ) +D˜̃ 2

⊗(κκκ˜ − d˜ϑ), (3.6)

где γγγ˜=∇u−C
≃
·φφφ — тензор деформаций вмикрополярной теории [87], κκκ˜=∇φφφ

— тензор кручения-изгиба, C˜̃ , A˜̃ , D˜̃ , B˜̃ — материальные тензоры четвертого
ранга, ϑ — перепад температуры.

Учитывая выражение для γγγ, (3.6), а также представление градиента (2.25),
из (3.6) и теплопроводности Фурье q = −ΛΛΛ˜ · ∇T (ΛΛΛ˜ — тензор теплопро-
водности) получены искомые представления закона Гука (ОС физическо-
го содержания) и закона теплопроводности Фурье (ОС теплового содержа-
ния) [43,50,81,83]

P˜=C
≃

−
M ··gP−

M
NPu+C

≃

−
3 ··∂3u+A

≃

−
M ··gP−

M
NPφφφ+A

≃

−
3 ··∂3φφφ−C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ϑ,

µµµ˜=B
≃

−
M ··gP−

M
NPu+B

≃

−
3 ··∂3u+D

≃

−
M ··gP−

M
NPφφφ+D

≃

−
3 ··∂3φφφ−B˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− βββ˜ϑ,

C
≃

−
m·=C˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ , A

≃

−
m·=A˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ , D

≃

−
m·=D˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ , B

≃

−
m·=B˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ ,

b˜ = C˜̃ 2
⊗a˜+A˜̃ 2

⊗d˜, βββ˜ = D˜̃ 2
⊗d˜ +B˜̃ 2

⊗a˜;
q=−ΛΛΛ

−
MgP−

M
NPT −ΛΛΛ

−
3∂3T, ΛΛΛ

−
m=ΛΛΛ˜ ·r−

m.

(3.7)
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На основании представления компонент переноса (1.17) ЕТВР заключаем,
что уравнения движения (3.2), уравнение притока тепла (3.4) и ОС физиче-
ского и теплового содержаний (3.7) содержат бесконечное множество слагае-
мых и ими пользоваться на практике не целесообразно. Следует рассматри-
вать приближенные соотношения. В этой связи введены определения.

Определение 3.1. Соотношения, которые получается из уравнения дви-
жения (3.2), уравнения притока тепла (3.4) и ОС физического и теплового
содержаний (3.7), если в разложении gP−

M
сохранены первые r + 1 членов,

называются соответственно уравнениями движения, уравнением притока
тепла и ОС физического и теплового содержаний приближения порядка r
(r∈N0).

Вводя обозначение g
(r)

P
−
M
=

r∑
k=0

A
(k)

−
P
+

M
(x3)k, из любого соотношения, содержаще-

го gP−
M

, соответствующее соотношение приближения порядка r получим, если

в нем gP−
M

заменить на g
(r)

P
−
M

, а в левых частях (3.7) P˜ , µµµ˜ и q˜ — на P˜ (r), µµµ˜(r) и
q˜(r) соответственно.

Далее уравнения и ОС представлены в моментах относительно систем по-
линомов Лежандра и Чебышева. Ниже обсуждается, как получить уравнения
движения и ОС в моментах приближения порядка r и приближения (r,N).
Однако с целью сокращения письма они выписаны в моментах относительно
системы полиномов Чебышева второго рода только для приближений (0,N)
и (1,N).

Следует заметить, что в автореферате с целью сокращения письма в ос-
новном речь идет о НПОТТ и полиномах Чебышева второго рода, в диссер-
тации же, конечно, рассмотрены полиномы Лежандра и Чебышева первого
рода, а также приведены некоторые соотношения при других параметриза-
циях [81–83].

Для получения искомых уравнений и ОС приближения порядка r (см. [43,
50,81–83]) можно использовать соотношение такого же приближения, которое
получается из (2.28) простыми выкладками, если в левой части gP−

M
заменить

на g
(r)

P
−
M

, а в правой части предел суммы ∞ заменить на r. Если при этом

учесть (2.15), то будем иметь
(k)

M( g
(r)

P
−
M
NPF)=

k+1∑
m=0

2m∑
p=0

A
(m)

−
P
+
M
2−2mCp

2m
∂P

(k−m+p)

F +

+
r∑

m=k+2

A
(m)

−
P
+
M

(
−
m−k∑
p=2

2−2mCp−2

2m
∂P

(m−k−p)

F +
2m∑

p=m−k

2−2mCp

2m
∂P

(k−m+p)

F

)
−

−g
−
3
+
P

{
k∑

m=0

A
(m)

−
P
+
M

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

(
1+(−1)l+q

)(q)

F(x′) +
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+
r∑

m=k+1

A
(m)

−
P
+
M

[
−
m−k−1∑
p=0

N∑
q=p

2−(2m+1)Cm−k−1−p
2m+2 (p+ 1)

(
1−(−1)p+q

)(q)

F(x′)+ (3.8)

+
m+k+1∑

p=m+1−k

N∑
q=p

2−(2m+1)Cm+1−k+p
2m+2 (p+ 1)

(
1− (−1)p+q

)(q)

F(x′)

]}
−

−g
−
3
+
P

{(
r∑

m=k+1

A
(m)

−
P
+
M
a(m,k)

)
(−)

F ′ +

[
k∑

m=0

(2k −m+ 1)A
(m)

−
P
+
M

+
r∑

m=k+1

A
(m)

−
P
+
M
b(m,k)

]
(+)

F ′
}
,

l ≡ k −m+ p, N ≥ r + k + 1, k ≥ 0, r ≥ 0;

a(m,k)=2−(2m+1)
[
−

m−k−1∑
p=0

Cm−k−1−p
2m+2 (p+ 1)(−1)p+1+

m+k+1∑
p=m+1−k

Cm+1−k+p
2m+2 (p+ 1)(−1)p+1

]
,

b(m,k) = 2−(2m+1)
[
−

m−k−1∑
p=0

Cm−k−1−p
2m+2 (p+ 1) +

m+k+1∑
p=m+1−k

Cm+1−k+p
2m+2 (p+ 1)

]
, m≥k + 1.

Подобно (3.8) можно получить моменты k-го порядка для выражений
g
(r)

P
−
M
g
(r)

Q
−
N
NPNQF, g

(r)

Q
−
N
∇3NQF и g

(r)

P
−
M
NP∂3F [50]. В силу (2.15) видно, что, так

как k∈N0, то число соотношений (3.8) бесконечно и каждое соотношение при
фиксированном k содержит бесконечное множество слагаемых. Следователь-
но, получаемые с помощью (3.8) искомые соотношения также будут обладать
аналогичными свойствами. Такими соотношениями на практике пользовать-
ся не целесообразно, поэтому следует их редуцировать к конечным соотно-
шениям с конечным числом слагаемых. Существует в основном три схемы
редукции: упрощенная, неупрощенная [85], а также частично упрощенная
схема в случае тонких тел с двумя малыми размерами. Они заключаются
в следующем: наряду с r (у Векуа И.Н. r = 0) фиксируем и N ∈ N0 и при
неупрощенной схеме редукции из бесконечных систем соотношений (уравне-
ний, ОС и др.) с нормированными моментами выбираем совокупность первых
N + 1 соотношений при h = const, а если h ̸= const, то выбираем совокуп-
ность первых N + 1 соотношений и кроме того, в каждом из них моментами
искомых величин, порядок которых превосходит N , пренебрегаем. При упро-
щенной схеме редукции из бесконечных систем соотношений (уравнений, ОС
и др.) с ненормированными моментами рассматриваем первые N +1 соотно-
шений и кроме того, в каждом из них моментами искомых величин, порядок
которых превосходит N , пренебрегаем. При частично упрощенной схеме в
случае тонких тел с двумя малыми размерами по одной координате приме-
няется неупрощенная схема, а по другой упрощенная.

Из (3.8) при r = 0 и r = 1 будем иметь

(k)

M( g
(0)

J
−
I
NJF)=

(k)

M(NIF)=∇I

(k)

F − g
−
3
+
I

[
k

(k)

F + 2(k + 1)

(
N∑
p=k

(p)

F −
(k)

F +
(+)

F ′

)]
, k ≥ 0,

(k)

M( g
(1)

J
−
I
NJF)=

(k)

M[(g
−
J
−
I
+ x3A

−
J
+
I
)NPF]=∇I

(k)

F +
1

4
A

−
J
+
I
∇J

((k−1)

F + 2
(k)

F +
(k+1)

F
)
−

−g
−
3
+
J

{
g

−
J
−
I

[
k

(k)

F + 2(k + 1)
( N∑

p=k

(p)

F −
(k)

F +
(+)

F ′
)]

+
(3.9)

21



+
1

4
A

−
J
+
I

[
(k − 1)

(k−1)

F − 4(k + 2)
(k)

F − (k + 3)
(k+1)

F + 8(k + 1)
( N∑

p=k

(p)

F +
(+)

F ′
)]}

, k ≥ 0.

3.3 Уравнения движения микрополярной теории тонких тел в момен-
тах относительно системы полиномов Чебышева второго рода приближе-
ний (0,N) и (1,N). На основании первого и второго соотношений (3.9) и тео-
ремы (2.14) из уравнений нулевого и первого приближений, получаемых из
(3.2) при замене gP−

M
на g

(0)

P
−
M

и g
(1)

P
−
M

соответственно, найдем системы уравнений
движения нулевого и первого приближений в моментах относительно системы
полиномов Чебышева второго рода, откуда в свою очередь пренебрежением
моментами искомых величин, порядок которых больше N , получим систему
уравнений микрополярной теории тонких тел приближений (0, N) и (1, N){

∇I

(k)

P
−
I−g

−
3
+
P

[
k

(k)

P
−
I+2(k+1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
I−

(k)

P
−
I
)]

+2(k+1)
N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

](p)
P

−
3
}
+ρ

(k)

F=ρ∂2
t

(k)

u ,{
P ⇒ µµµ

}
+C

≃

2
⊗

(k)

P˜ + ρ
(k)

m = J˜·∂2
t

(k)

φφφ, k=0, N ;

(3.10)

∇I

(k)

P
−
I +

1

4

(
g

−
J
−
I
− g

−
J
+
I

)
∇J

((k−1)

P
−
I + 2

(k)

P
−
I +

(k+1)

P
−
I
)
−

−g
−
3
+
I

{
g

−
I
−
J

[
k

(k)

P
−
J + 2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
J −

(k)

P
−
J
)]

+
1

4

(
g

−
I
−
J
− g

−
I
+
J

)[
(k − 1)

(k−1)

P
−
J−

−4(k + 2)
(k)

P
−
J − (k + 3)

(k+1)

P
−
J + 8(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
J
)]}

+

+2(k + 1)
[ N∑
p=k

(1− (−1)k+p)
(p)

P
−
3
]
+ ρ

(k)

F = ρ ∂2
t

(k)

u ,{
P ⇒ µµµ

}
+Cw

2
⊗

(k)

P˜ + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2
t

(k)

φφφ, k=0, N.

(3.11)

Здесь запись вида
{
P ⇒ µµµ

}
означает, что выражения в этих фигурных

скобках получается из выражения в фигурных скобках предыдущего соотно-
шения, если букву P заменить на букву µµµ. Аналогичная запись применяется
и в дальнейшем.

Аналогично (3.10) и (3.11) системы уравнений притока тепла микрополяр-
ной теории тонких тел в моментах приближений (0, N) и (1, N) представля-
ются соответственно в форме

−∇I

(k)

q
−
I+ g

−
3
+
I

[
k

(k)

q
−
I+ 2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

q
−
I− (k)

q
−
I
)]

− 2(k + 1)
N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

q
−
3+

+ρ
(k)

q − T0

d

dt

(
a˜ 2
⊗

(k)

P˜+d˜ 2
⊗

(k)

µµµ˜
)
+

(k)

W ∗=ρcp∂t
(k)

T , k=0, N ;

−∇I

(k)

q
−
I − 1

4
A

−
J
+
I
NJ

((k−1)

q
−
I +2

(k)

q
−
I +

(k+1)

q
−
I
)
+g

−
3
+
I

{
g

−
I
−
J

[
k

(k)

q
−
J+2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

q
−
J−(k)

q
−
J
)]
+

+
1

4
A

−
I
+
J

[
(k − 1)

(k−1)

q
−
J−4(k + 2)

(k)

q
−
J−(k + 3)

(k+1)

q
−
J + 8(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

q
−
J
)]}

−

−2(k + 1)
N∑
p=k

[
1−(−1)k+p

](p)
q

−
3+ρ

(k)

q −T0
d

dt

(
a˜ 2
⊗

(k)

P˜ (1) + d˜ 2
⊗

(k)

µµµ˜ (1)

)
+

(k)

W ∗=ρcp
d

(k)

T

dt
, k=0, N.
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Следовательно, с помощью (3.8) и теоремы (2.14) из уравнений движения
и притока тепла приближения порядка r, получим системы уравнений движе-
ния и притока тепла в моментах приближения порядка r, из которых прене-
брежением моментами искомых величин, порядок которых больше N , найдем
соответствующие системы уравнений приближения (r,N) микрополярной тео-
рии тонких тел. В дальнейшем, считая эти системы известными [50], будем
на них ссылаться при рассмотрении постановок задач.

3.4 Определяющие соотношения микрополярной теории упругости в мо-
ментах относительно системы ортонормированных полиномов Чебышева
второго рода. Подобно системам уравнений движения и притока тепла в мо-
ментах приближения порядка r и приближения (r,N) ОС в моментах тех же
приближений получены из (3.7) с помощью (3.8) и теоремы (2.14) как для
однородного относительно x3, так и для неоднородного материала [50]. При
этом рассмотрены различные случаи в зависимости от значений порядков
приближения r и операторов моментов k. Следует отметить, что формы за-
писей ОС во всех рассмотренных случаях одинаковы [50]. ОС в моментах
выведены также из их других представлений, в зависимости от представле-
ний соответствующих уравнений. Ниже выписаны только системы законов
Гука и теплопроводности Фурье микрополярной теории тонких тел в момен-
тах нулевого и первого приближений.

3.4.1 Системы законов Гука микрополярной теории тонких тел в мо-
ментах нулевого и первого приближений. В силу первого соотношения (3.9)
и теоремы (2.14) из ОС нулевого приближения, получаемых из первых двух
формул (3.7), если в них gP−

M
заменить на g

(0)

P
−
M

, находим следующую систему
законов Гука в моментах нулевого приближения:

(k)

P˜ (0) =
(k)

P˜ (0,N) +C
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

u ′ +C
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

u ′ +A
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

φφφ ′ +A
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

φφφ ′,
(k)

µµµ˜ (0) =
(k)

µµµ˜ (0,N) +B
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

u ′ +B
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

u ′ +D
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

φφφ ′ +D
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

φφφ ′, k∈N0;
(3.12)

(k)

P˜ (0,N) = C
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

u(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

u(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u(x′)− (k)

u(x′)
)]}

+

+2(k + 1)C
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

u(x′)+

+A
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

φφφ(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

φφφ(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

φφφ(x′)−
(k)

φφφ(x′)
)]}

+

+2(k + 1)A
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

φφφ(x′)−C˜̃ 2
⊗C

≃
·
(k)

φφφ(x′)− b˜(k)

ϑ,

(k)

µµµ˜ (0,N) = D
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

φφφ(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

φφφ(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

φφφ(x′)−
(k)

φφφ(x′)
)]}

+

+2(k + 1)D
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

φφφ(x′)+

+B
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

u(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

u(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u(x′)− (k)

u(x′)
)]}

+

(3.13)
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+2(k + 1)B
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

u(x′)−B˜̃ 2
⊗C

≃
·
(k)

φφφ(x′)− βββ˜
(k)

ϑ (x′), k∈N0.

Здесь введены обозначения

C
≃

−
3 ·
(0,k) = 2(k + 1)C˜̃ 2

⊗(r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M)E˜ , C

≃

−
3 ·
(k) = 2(k + 1)(−1)k+1C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ , k∈N0. (3.14)

Подобные соотношения для A
≃

−
3·
(0,k)

, A
≃

−
3
(k)

, B
≃

−
3·
(0,k)

, B
≃

−
3·
(k)

, и D
≃

−
3·
(0,k)

, D
≃

−
3·
(k)

получим из
(3.14), если C заменить на A, B и D соответственно. Кроме того, аналогично
последним двум формулам (2.15) имеем

(+)

u ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(p)

u(x′),
(−)

u ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(−1)p
(p)

u(x′),
(+)

φφφ ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(p)

φφφ(x′),
(−)

φφφ ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(−1)p
(p)

φφφ(x′).

Аналогично (3.12) и (3.13) получается система законов Гука микрополяр-
ной теории тонких тел в моментах первого приближения [50,81,83]. С целью
сокрашения письма их выписывать не будем.

3.4.2 Системы законов теплопроводности Фурье микрополярной тео-
рии тонких тел в моментах нулевого и первого приближений. Нетрудно
получить системы законов теплопроводности Фурье в моментах нулевого и
первого приближений. В самом деле, аналогично (3.12) из закона теплопро-
водности нулевого приближения (см. (3.7)), теоремы (2.15) и первого соот-
ношения (3.9) находим систему законов теплопроводности Фурье в моментах
нулевого приближения

(k)

q (0)=
(k)

q (0,N)+ΛΛΛ
−
3
(0,k)

(+)

T ′+ΛΛΛ
−
3
(k)

(−)

T ′; (3.15)

(k)

q (0,N)=−ΛΛΛ
−
M
{
∂M

(k)

T −g
−
3
+
M

[
k

(k)

T +2(k+1)
( N∑
p=k

(p)

T −
(k)

T
)]}

−2(k+1)ΛΛΛ
−
3

N∑
p=k

[
1−(−1)k+p

](p)
T , (3.16)

ΛΛΛ
−
3
(0,k)=−2(k + 1)ΛΛΛ˜ ·(r−

3− g
−
3
+
M
r

−
M), ΛΛΛ

−
3
(k)=2(k + 1)(−1)kΛΛΛ˜ ·r−

3 ,

(+)

T ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(p)

T (x′),
(−)

T ′(x′)=
∞∑

p=N+1

(−1)p
(p)

T (x′).

Далее из закона теплопроводности Фурье первого приближения получим
систему законов теплопроводности Фурье в моментах первого приближения
в форме

(k)

q (1)=
(k)

q (1,N)+ΛΛΛ
−
3
(1,k)

(+)

T ′+ΛΛΛ
−
3
(k)

(−)

T ′; (3.17)

(k)

q (1,N)=−ΛΛΛ
−
M
{
∂M

(k)

T +
1

4
A

−
P
+
M
∂P

((k−1)

T +2
(k)

T +
(k+1)

T
)
−g

−
3
+
P

[
g

−
P
−
M

(
k

(k)

T +2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

T −
(k)

T
))

+

+
1

4
A

−
P
+
M

(
(k − 1)

(k−1)

T −4(k + 2)
(k)

T −(k + 3)
(k+1)

T +8(k + 1)
N∑
p=k

(p)

T
)]}

−

−2(k + 1)ΛΛΛ
−
3

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

](p)
T , ΛΛΛ

−
3
(1,k)=−2(k + 1)ΛΛΛ˜ ·[r−

3−g
−
3
+
P
(g

−
P
−
M
+A

−
P
+
M
)r

−
M
]
, k∈N0.

(3.18)
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Следует отметить, что, фиксируя N , из (3.12), (3.13), (3.15) – (3.18) рас-
сматриваются первые N + 1 соотношений, т.е. выбираются конечные систе-
мы соотношений. При этом конечные системы соотношений, получающиеся
из (3.12), (3.15) и (3.17), используются при неупрощенной схеме редукции. В
этом случае векторы-функции

(−)

u ′,
(+)

u ′,
(−)

φφφ ′ и
(+)

φφφ ′ определяются из граничных
условий физического содержания на лицевых поверхностях [43, 50]. Анало-

гично функции
(−)

T ′ и
(+)

T ′ находятся с помощью граничных условий теплового
содержания второго или третьего рода. Ниже выписаны системы уравнений
для нахождения этих функций. Конечные системы соотношений, получающи-
еся из (3.13), (3.16) и (3.18), используются при упрощенной схеме редукции.

3.5 Представления граничных и начальных условий при НПОТТ.
3.5.1 Граничные и начальные условия на лицевых поверхностях. a) Ки-

нематические граничные условия на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S . Эти
условия задаются в виде

u(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=0

=
(−)

u (x′, t), φφφ(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=0

=
(−)

φφφ (x′, t),

u(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=1

=
(+)

u (x′, t), φφφ(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=1

=
(+)

φφφ (x′, t), x′ ∈
(−)

S .

Здесь
(−)

u (x′, t) и
(−)

φφφ(x′, t)
((+)

u (x′, t) и
(+)

φφφ(x′, t)
)

— заданные на
(−)

S (
(+)

S ) функции.
b) Граничные условия физического содержания на лицевых поверхностях

(−)

S и
(+)

S . Пусть
(+)

P и
(−)

P — заданные векторы напряжений на лицевых поверхно-

стях
(+)

S и
(−)

S соответственно. Обозначим через
(+)

n и
(−)

n орты внешних нормалей

к
(+)

S и
(−)

S соответственно. Тогда для
(+)

n и
(−)

n при новой параметризации имеем

(−)

n = −(1/

√
g

−
3
−
3)r

−
3 ,

(+)

n = (1/

√
g

+
3
+
3)r

+
3 = (1/

√
g

+
3
+
3)
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)

и искомые граничные условия представляются в виде

r
−
3 ·

(−)

P˜ = −
√

g
−
3
−
3

(−)

P ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
·
(+)

P˜ =

√
g

+
3
+
3

(+)

P ,

r
−
3 ·

(−)

µµµ˜ = −
√

g
−
3
−
3

(−)

µµµ ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
·
(+)

µµµ˜ =

√
g

+
3
+
3

(+)

µµµ , x′ ∈
(−)

S ,

(3.19)

(−)

P˜ = P˜
∣∣∣
x3=0

,
(+)

P˜ = P˜
∣∣∣
x3=1

,
(−)

µµµ˜ = µµµ˜
∣∣∣
x3=0

,
(+)

µµµ˜ = µµµ˜
∣∣∣
x3=1

.

с) Начальные условия кинематического содержания на лицевых поверх-

ностях
(−)

S и
(+)

S . Эти условия имеют форму

u(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=0, t=0

=
(−)

u 0(x
′),

∂u(x′, x3, t)

∂t

∣∣∣
x3=0, t=0

=
(−)

v 0(x
′),

φφφ(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=0, t=0

=
(−)

φφφ 0(x
′),

φφφ(x′, x3, t)

∂t

∣∣∣
x3=0, t=0

=
(−)

ωωω 0(x
′),
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u(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=1, t=0

=
(+)

u 0(x
′),

∂u(x′, x3, t)

∂t

∣∣∣
x3=1, t=0

=
(+)

v 0(x
′),

φφφ(x′, x3, t)
∣∣∣
x3=1, t=0

=
(+)

φφφ 0(x
′),

φφφ(x′, x3, t)

∂t

∣∣∣
x3=1, t=0

=
(−)

ωωω 0(x
′), x′ ∈

(−)

S .

d) Граничные условия теплового содержания первого рода (условия типа

Дирихле) на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S . В этом случае на поверхностях
задается температура

T (x′, x3, t)
∣∣∣
x3=0

=
(−)

T (x′, t), T (x′, x3, t)
∣∣∣
x3=1

=
(+)

T (x′, t), x′ ∈
(−)

S .

e) Граничные условия теплового содержания второго рода (условия типа

Неймана) на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S . При неизотермических процес-
сах на лицевых поверхностях могут быть заданы нормальные составляющие
(+)

q и
(−)

q вектора потока тепла q. В этом случае имеем граничные условия

r
−
3 · (−)

q =−
√
g

−
3
−
3

(−)

q ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
· (+)

q =

√
g

+
3
+
3
(+)

q ;
(−)

q =q
∣∣∣
x3=0

,
(+)

q = q
∣∣∣
x3=1

. (3.20)

f) Граничные условия теплового содержания третьего рода (теплообмен

с окружающей средой по закону Ньютона) на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S . В этом случае граничные условия можно записать следующим образом:

r
−
3 · (−)

q = −
√

g
−
3
−
3
(−)

β
((−)

Tc −
(−)

T
)
,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
· (+)

q =

√
g

+
3
+
3
(+)

β
((+)

Tc −
(+)

T
)
, x′ ∈

(−)

S , (3.21)

где Tc — заданная температура окружающей среды, β — коэффициент тепло-
отдачи,

(−)

β =β
∣∣∣
x3=0

,
(+)

β =β
∣∣∣
x3=1

,
(−)

T =T
∣∣∣
x3=0

,
(+)

T =T
∣∣∣
x3=1

(−)

Tc=Tc

∣∣∣
x3=0

,
(+)

Tc=Tc

∣∣∣
x3=1

.

g) Начальные условия теплового содержания на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S . В случае нестационарной задачи нужно задать и начальные условия:

T (x′, x3, t)
∣∣∣
x3=0, t=0

=
(−)

T 0(x
′), T (x′, x3, t)

∣∣∣
x3=1, t=0

=
(+)

T 0(x
′), x′ ∈

(−)

S .

3.5.2 Граничные и начальные условия на боковой грани Σ. Для коррект-
ной постановки задач в теории тонких тел к любой системе уравнений, кроме
приведенных выше граничных и начальных условий на лицевых поверхно-

стях, следует присоединить те же самые на контуре ∂
(−)

S основной базовой

поверхности
(−)

S .
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Итак, на боковой грани Σ могут быть заданы условия кинематического со-
держания (векторы перемещения и вращения) или физического содержания
(векторы напряжения и моментного напряжения), или на одной ее части Σ1

могут быть заданы условия кинематического содержания, а на другой части
Σ2 — физического содержания; Σ1 ∪Σ2 = Σ, Σ1 ∩Σ2 = ∅. При неизотермиче-
ских процессах на некоторой части боковой грани еще задаются граничные
условия теплового содержания первого рода (типа Дирихле) или второго ро-
да (типа Неймана), или же третьего рода (теплообмен с окружающей сре-
дой по закону Ньютона). При этом на одной части боковой грани можно
задать один тип из этих условий, на другой — другой, а на третьей — третий.
При рассмотрении нестационарной задачи нужно задать и начальные условия
кинематического и теплового содержаний. Ниже, предполагая, что боковая
грань Σ состоит из линейчатых поверхностей, рассмотрены эти граничные
условия. При этом, фиксируя некоторые неотрицательные целые числа r и
N , получены соответствующие граничные условия в моментах на граничном
контуре основной базовой поверхности. Задание числа N , как было сказа-
но выше, означает, что из каждой получаемой ниже бесконечной системы
уравнений рассматривается только совокупность первых N + 1 уравнений.

Тогда, очевидно, неизвестными будут моменты
(m)

P˜ ,
(m)

µµµ˜ ,
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

T , m = 0, N ,
и, например, для микрополярной теории тонких тел при неизотермических
процессах задача будет корректно поставлена, если на граничном контуре

∂
(−)

S базовой поверхности
(−)

S заданы 2N + 2 векторных граничных условий

кинематического содержания, а на его части ∂
(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S N + 1 граничных

условий теплового содержания (в случае первой краевой задачи), или на ∂
(−)

S

заданы 2N +2 векторных граничных условий физического содержания, а на

∂
(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S N +1 граничных условий теплового содержания (в случае второй

краевой задачи), или на одной его части ∂
(−)

S 1 могут быть заданы 2N +2 век-
торных граничных условий кинематического содержания, на остальной части

∂
(−)

S 2 (∂
(−)

S 1 ∪ ∂
(−)

S 2 = ∂
(−)

S , ∂
(−)

S 1 ∩ ∂
(−)

S 2 = ∅) — 2N + 2 векторных граничных

условий физического содержания, а на ∂
(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S N + 1 граничных условий
теплового содержания (в случае смешанной краевой задачи). Заметим, что в
случае нестационарных задач к граничным условиям следует присоединять
начальные условия в моментах, о которых речь пойдет ниже.

3.5.3 Кинематические граничные условия в моментах. Пусть на боко-
вой грани Σ заданы кинематические граничные условия

u(x′, x3, t)
∣∣∣
Σ
= f(x′, x3, t), φφφ(x′, x3, t)

∣∣∣
Σ
= g(x′, x3, t).

Тогда кинематические граничные условия в моментах относительно ортонор-
мированных смещенных полиномов Чебышева второго рода представляются
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в виде

(k)

u(x′, t) =
1∫
0

u(x′, x3, t)Û∗
k(x

3)h∗(x3)dx3 =
(k)

f (x′, t),

(k)

φφφ(x′, t) =
1∫
0

φφφ(x′, x3, t)Û∗
k(x

3)h∗(x3)dx3 =
(k)

g (x′, t), x′ ∈ ∂
(−)

S ,

(3.22)

Здесь
(k)

f (x′, t) и
(k)

g(x′, t), k = 0, N — известные векторные поля на ∂
(−)

S как
моменты известных векторных полей f(x′, x3, t) и g(x′, x3, t) соответственно.

3.5.4 Граничные условия физического содержания в моментах. До по-
лучия этих условий, выведены некоторые геометрические соотношения на

боковой грани при НПОТТ. Введены следующие обозначения: ∂
(−)

S , ∂S и ∂
(+)

S

— граничные контуры поверхностей
(−)

S , S и
(+)

S соответственно;
(∼)

m,
(∼)

s и
(∼)

l ,
∼ ∈ {−, ∅,+} — единичный вектор нормали к боковой грани, единичный

вектор касательной к контуру ∂
(∼)

S и единичный вектор тангенциальной нор-

мали к контуру ∂
(∼)

S в точке
(∼)

M , ∼ ∈ {−, ∅,+}; dΣ — элементарная площад-
ка одной вершиной в точке M с координатами (x1, x2, x3) и со сторонами

dr = dss = rIdx
I и hdx3 = r3dx

3; d
(+)

Σ — элементарная площадка с одной

вершиной в точке
(+)

M с координатами (x1, x2, 1) и со сторонами d
(+)

r = r+

I
dxI

и hdx3 = r3dx
3; d

(−)

Σ — элементарная площадка с одной вершиной в точке
(−)

M с координатами (x1, x2, 0) и со сторонами d
(−)

r = r−
I
dxI и hdx3 = r3dx

3;
(−)

n = |h|−1h — единичный вектор нормали к поверхности
(−)

S в точке
(−)

M . Име-
ют место доказуемые легко соотношения

dΣmI =
(+)

ϑ d
(+)

Σ
(+)

m+
I
=

(−)

ϑ d
(−)

Σ
(−)

m−
I
, a(x′, x3) ≡ b(x′, x3)

(−)

ϑ −1,

b(x′, x3) ≡ dΣ/d
(−)

Σ =

√
g

−
M

−
NϵMKϵNLg

−
K
I
g

−
L
J
dxIdxJ

/√
g

−
K

−
LϵKIϵLJdx

IdxJ .

(3.23)

Следовательно, a(x′, x3) можно представить в виде ряда относительно x3

a(x′, x3) =
∞∑
s=0

As(x
′)(x3)s, As(x

′) =
1

s!

( ∂sa

∂(x3)s

)
x3=0

. (3.24)

Пусть на боковой грани Σ заданы векторы напряжения P(x′, x3, t) и мо-
ментного напряжения µµµ(x′, x3, t). Тогда граничные условия в силу формул
Коши на боковой грани представляются в виде

mIP
I(x′, x3, t) = P(x′, x3, t), mIµµµ

I(x′, x3, t) = µµµ(x′, x3, t) на Σ. (3.25)

Умножая каждое соотношение из (3.25) на dΣ и учитывая (3.23), находим

(−)

m−
I

((−)

ϑPI
)
= b(x′, x3)P(x′, x3, t),

(−)

m−
I

((−)

ϑµµµI
)
= b(x′, x3)µµµ(x′, x3, t) на Σ. (3.26)
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Вводя обозначения PI =
(−)

ϑPI , µµµI =
(−)

ϑµµµI , соотношения (3.26) представятся
в виде

(−)

m−
I
PI = b(x′, x3)P(x′, x3, .t),

(−)

m−
I
µµµI = b(x′, x3)µµµ(x′, x3, t), на Σ. (3.27)

Найдя моменты от обеих частей соотношений (3.27) относительно системы
полиномов Чебышева второго рода, получим искомые граничные условия в
моментах в следующей форме:

(−)

m−
I

(k)

P
−
I = P(k)(x′, t),

(−)

m−
I

(k)

µµµ
−
I = µµµ(k)(x′, t), k = 0, N, x′∈∂

(−)

S , (3.28)

(k)

P
−
I =

1∫
0

PIÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3,
(k)

µµµ
−
I =

1∫
0

µµµIÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3,

P(k) =
1∫
0

PbÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3, µµµ(k) =
1∫
0

µµµbÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3, k = 0, N.

Граничные условия (3.28) применяются при применении уравнений (3.1) и
(3.3).

Получим теперь граничные условия физического содержания в моментах в
другой форме. Умножая каждое соотношение (3.25) на dΣ и учитывая (3.23),
находим

(−)

m−
I
gI−
J
P

−
J = a(x′, x3)P(x′, x3, t),

(−)

m−
I
gI−
J
µµµ

−
J = a(x′, x3)µµµ(x′, x3, t), x′ ∈ ∂

(−)

S . (3.29)

В силу (3.24) и первого соотношения (1.17), из (3.29) получим граничные
условия приближения порядка r

(−)

m−
I
g
(r)

I
−
J
P

−
J = a(r)(x

′, x3)P,
(−)

m−
I
g
(r)

I
−
J
µµµ

−
J = a(r)(x

′, x3)µµµ, r ∈ N0, x′ ∈ ∂
(−)

S , (3.30)

a(r)(x
′, x3) =

r∑
s=0

As(x
′)(x3)s, r ∈ N0.

Учитывая первые соотношения (1.17) и (3.24) и, приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях x3 в правых и левых частях, из (3.29) будем иметь

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J
P

−
J = A(s)(x

′, x3)P,
(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J
µµµ

−
J = A(s)(x

′, x3)µµµ, s ∈ N0, x′ ∈ ∂
(−)

S . (3.31)

Соотношения (3.29) и (3.31) эквивалентны, а соотношения (3.30) эквивалент-
ны первым r+1 равенствам (3.31). Применяя оператор моментов k-го порядка
к (3.30), в силу (2.12) находим
(−)

m−
I

(k)

M( g
(r)

I
−
J
P

−
J ) =

(k)

M(a(r)P),
(−)

m−
I

(k)

M( g
(r)

I
−
J
µµµ

−
J ) =

(k)

M(a(r)µµµ), r ∈ N0, k = 0, N, x′ ∈ ∂
(−)

S . (3.32)

Учитывая (3.31), из (3.32) придем к соотношениям

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

P
−
J = A(s)

(k)

P,
(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

µµµ
−
J = A(s)

(k)

µµµ, s = 0, r, k = 0, N, x′ ∈ ∂
(−)

S , (3.33)

которые можно еще получить, применяя оператор моментов k-го порядка к
(3.31).
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Заметим, что на основании (3.31) из (3.32) можно исключить моменты
искомых и известных величин, порядок которых превосходит N . Тогда по-
лучим соотношения, которые назовем статическими граничными условиями
(граничными условиями физического содержания) в моментах приближения
(r,N). Они эквивалентны (3.33), поэтому в качестве статических граничных
условий в моментах приближения (r,N) целесообразно рассматривать соот-
ношения (3.33).

3.6 Граничные условия теплового содержания в моментах. Рассмотре-
ны граничные условия первого (типа Дирихле), второго (типа Неймана) и
третьего (теплообмена с окружающей средой по закону Ньютона) родов3 [90]
и из них получены соответствующие граничные условия в моментах.

3.6.1 Граничные условия первого рода в моментах. В этом случае на
части Σq ⊆ Σ боковой грани Σ задается температура

T (x′, x3, t)
∣∣∣
Σq

= T0(x
′, x3, t).

Отсюда аналогично (3.22) искомые граничные условия первого рода в мо-
ментах будут иметь вид

(k)

T (x′, t) =
(k)

T 0(x
′, t), k = 0, N, на ∂

(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S , (3.34)

где
(k)

T 0(x
′, t), k = 0, N , — известные моменты на ∂

(−)

S q известной функции
T0(x

′, x3, t).
3.6.2 Граничные условия второго рода в моментах. Нетрудно получить

эти условия. В самом деле, в рассматриваемом случае на части Σq ⊆ Σ боко-
вой грани Σ выполняется условие

m · q(x′, x3, t)
∣∣∣
Σq

= q0(x
′, x3, t).

Отсюда, не останавливаясь на выводе, аналогично (3.28) получим граничные
условия в форме

(−)

m−
I

(k)

q
−
I (x′, t) = q

(k)
0 (x′, t), k = 0, N, на ∂

(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S , (3.35)

(k)

q
−
I (x′, t)=

1∫
0

qIÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3, q
(k)
0 (x′, t)=

1∫
0

q0b(x
′, x3)Û∗

k(x
3)h∗(x3)dx3, k=0, N, qI=

(−)

ϑ qI .

В другой форме подобно (3.33) будем иметь

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

q
−
J (x′, t)=A(s)

(k)

q0(x
′, t), s = 0, r, k = 0, N, x′ ∈ ∂

(−)

Sq⊆∂
(−)

S . (3.36)

Соотношения (3.36) назовем граничными условиями теплового содержания
второго рода в моментах приближения (r,N).
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3.6.3 Граничные условия третьего рода в моментах. В рассматривае-
мом случае граничные условия представляются в виде

m · q(x′, x3, t)
∣∣∣
Σq

= β(Tc − T
∣∣∣
Σq

). (3.37)

Тогда искомые граничные условия аналогично (3.35) имеют вид
(−)

m−
I

(k)

q
−
I (x′, t) = β

(
T

(k)
c − T (k)), k = 0, N, на ∂

(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S , (3.38)

T
(k)
c (x′, t) =

1∫
0

Tcb(x
′, x3)Û∗

k(x
3)dx3, T (k)(x′, t) =

1∫
0

T (x′, x3)b(x′, x3)Û∗
k(x

3)dx3, k = 0, N.

Аналогично (3.33) и (3.36) и в этом случае граничные условия можно за-
писать в форме

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

q
−
J (x′, t)=A(s)β(

(k)

T c −
(k)

T ), s = 0, r, k = 0, N, x′ ∈ ∂
(−)

Sq⊆∂
(−)

S . (3.39)

Соотношения (3.39) назовем граничными условиями теплового содержания
третьего рода в моментах приближения (r,N).

Заметим, что при получении (3.38) и (3.39) предполагалось, что коэффи-
циент теплоотдачи β не зависит от x3. Если β зависит от x3, то для нахож-
дения момента k-го порядка правой части (3.37) надо использовать первое
соотношение (2.9) при s = 0.

3.7 Начальные условия в моментах. При рассмотрении нестационарных
задач в некоторый момент времени t = t0 должны быть заданы начальные
условия. Пусть для нестационарной (динамической) задачи микрополярной
МДТТ начальные условия представлены в виде

u(x′, x3, t)
∣∣∣
t=t0

= u0(x
′, x3),

∂u

∂t

∣∣∣
t=t0

= v(x′, x3),

φφφ(x′, x3, t)
∣∣∣
t=t0

= φφφ0(x
′, x3),

∂φφφ

∂t

∣∣∣
t=t0

= ωωω(x′, x3),

(3.40)

а для нестационарной задачи теплопроводности начальное условие представ-
лено в форме

T (x′, x3, t)
∣∣∣
t=t0

= T 0(x′, x3). (3.41)

В силу (3.40) для искомых начальных условий в моментах будем иметь

(k)

u(x′, t)
∣∣∣
t=t0

=
(k)

u0(x
′),

∂
(k)

u

∂t

∣∣∣
t=t0

=
(k)

v (x′),

(k)

φφφ(x′, t)
∣∣∣
t=t0

=
(k)

φφφ0(x
′),

∂
(k)

φφφ

∂t

∣∣∣
t=t0

=
(k)

ωωω (x′), k = 0, N, на
(−)

S .

(3.42)

Из (3.41) для нестационарной задачи теплопроводности получим начальные
условия в моментах

(k)

T (x′, t)
∣∣∣
t=t0

=
(k)

T 0(x′) k = 0, N, на
(−)

S . (3.43)
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3.8 Определение векторов-функций
(−)

u ′,
(+)

u ′,
(−)

φφφ ′,
(+)

φφφ ′ и функций
(−)

T ′,
(+)

T ′.
Пусть тензоры напряжений и моментных напряжений (приближенной за-

дачи, о которой речь пойдет ниже) представляются соответственно форму-
лами

P˜ (0)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

P˜ (0)(x
′)Û∗

k
(x3), µµµ˜(0)(x

′, x3) =
N∑
k=0

(k)

µµµ˜ (0)(x
′)Û∗

k
(x3) (3.44)

Тогда граничные условия физического содержания на лицевых поверхно-
стях (3.19) в силу (3.44) можно записать в форме

r
−
3 ·

(−)

P˜ (0)=−
√
g

−
3
−
3
(−)

P , (r
−
3− g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M)·

(+)

P˜ (0)=

√
g

+
3
+
3
(+)

P ,

r
−
3 ·

(−)

µµµ˜ (0)=−
√
g

−
3
−
3
(−)

µµµ , (r
−
3− g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M)·

(+)

µµµ˜ (0)=

√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ , x′ ∈
(−)

S .

(3.45)

Учитывая значения на концах сегмента [0,1] полиномов Чебышева второго
рода Û ∗

k (0) = (−1)k(2/
√
π)(k + 1), Û ∗

k (0) = (2/
√
π)(k + 1) из (3.44) получим

(−)

P˜ (0)=P˜ (0)

∣∣∣
x3=0

=
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

P˜ (0),
(+)

P˜ (0)=P˜ (0)

∣∣∣
x3=1

=
2√
π

N∑
k=0

(k + 1)
(k)

P˜ (0),

(−)

µµµ˜ (0)=µµµ˜(0)

∣∣∣
x3=0

=
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

µµµ˜ (0),
(+)

µµµ˜ (0)=µµµ˜(0)

∣∣∣
x3=1

=
2√
π

N∑
k=0

(k + 1)
(k)

µµµ˜ (0).

С помощью (3.12), (3.14), (3.45) и последних формул простыми выкладка-
ми приходим к искомым уравнениям [43,50]

(+)

C˜ ′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

C˜ ′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

A˜ ′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

A˜ ′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(−)

A(0,N),

(+)

C˜ ′′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

C˜ ′′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

A˜ ′′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

A˜ ′′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(+)

A(0,N),

(+)

B˜ ′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

B˜ ′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

D˜ ′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

D˜ ′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(−)

B (0,N),

(+)

B˜ ′′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

B˜ ′′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

D˜ ′′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

D˜ ′′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(+)

B (0,N).

(3.46)

Здесь введены следующие обозначения:
(+)

C˜ ′
(0,N)=b(N)

(
C˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜−

3 ·
−
M ·
)
,

(−)

C˜ ′
(0,N)=−a(N)C˜−

3 ·
−
3 ·,

(+)

C˜ ′′
(0,N)=a(N)

[(
C˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜−

3 ·
−
M ·
)
−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(
C˜ −

K·
−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜ −

K·
−
M ·
)]

,

(−)

C˜ ′′
(0,N)=−b(N)

(
C˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K
C˜ −

K·
−
3 ·
)
,

(k)

P
−
m·
(0,N)=r

−
m ·

(k)

P˜(0,N),
(k)

µµµ
−
m·
(0,N)=r

−
m ·

(k)

µµµ˜(0,N),

(−)

A(0,N)=−
[√π

2

√
g

−
3
−
3
(−)

P+
N∑
k=0

(−1)k(k+1)
(k)

P
−
3 ·

(0,N)

]
, A˜ −

m·−n· = r
−
m ·A˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,

(+)

A(0,N)=

√
π

2

√
g

+
3
+
3
(+)

P−
N∑
k=0

(k+1)
((k)

P
−
3 ·

(0,N)−g
−
3
+
P
g

+
P
−
K

(k)

P
−
K·
(0,N)

)
, B˜ −

m·−n· = r
−
m ·D˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,

(+)

A(0,N)=

√
π

2

√
g

+
3
+
3
(+)

P−
N∑
k=0

(k+1)
((k)

P
−
3 ·

(0,N)−g
−
3
+
P
g

+
P
−
K

(k)

P
−
K·
(0,N)

)
, B˜ −

m·−n· = r
−
m ·D˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,

(−)

B (0,N)=−
[√π

2

√
g

−
3
−
3
(−)

µµµ+
N∑
k=0

(−1)k(k+1)
(k)

µµµ
−
3 ·

(0,N)

]
, C˜ −

m·−n· = r
−
m ·C˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,
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(+)

B (0,N)=

√
π

2

√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ−
N∑
k=0

(k+1)
(

(k)

µµµ
−
3 ·

(0,N)−g
−
3
+
P
g

+
P
−
K

(k)

µµµ
−
K·
(0,N)

)
, D˜ −

m·−n· = r
−
m ·D˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,

a(N)=2
N∑
k=0

(k + 1)2=
1

3
(N+1)(N+2)(2N+3), b(N)=2

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)2.

Выражения для
(+)

A˜ ′
(0,N)

,
(−)

A˜ ′
(0,N)

,
(+)

A˜ ′′
(0,N)

,
(−)

A˜ ′′
(0,N)

(
(+)

B˜ ′
(0,N)

,
(−)

B˜ ′
(0,N)

,
(+)

B˜ ′′
(0,N)

,
(−)

B˜ ′′
(0,N)

) и
(+)

D˜ ′
(0,N)

,
(−)

D˜ ′
(0,N)

,
(+)

D˜ ′′
(0,N)

,
(−)

D˜ ′′
(0,N)

получаются из выражений для
(+)

C˜ ′
(0,N)

,
(−)

C˜ ′
(0,N)

,
(+)

C˜ ′′
(0,N)

,
(−)

C˜ ′′
(0,N)

заменой буквы C на буквы A (B) и D соответственно.
Соотношения (3.46) — алгебраическая система из двенадцати уравнений

относительно двенадцати неизвестных
(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′ (четырех векторов).
Разрешая эту систему, получим векторы

(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′, выраженные при

помощи моментов
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ , ∂I
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N и граничных условий физи-
ческого содержания на лицевых поверхностях. Если учесть полученные вы-
ражения для искомых векторов в первых N +1 соотношениях (3.12), найдем
ОС (систему законов Гука) в моментах для нулевого приближения тензо-
ров напряжений и моментных напряжений (аналогично получаются ОС для

любого приближения этих тензоров). При этом
(k)

P˜(0) и
(k)

µµµ˜(0) представляют ли-

нейные формы относительно
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ , ∂I
(m)

φφφ и
(m)

ϑ , m = 0, N . Подставляя
(k)

P˜(0)

и
(k)

µµµ˜(0) в (3.44), получим приближенные выражения для тензоров напряжений
и моментных напряжений, удовлетворяющие граничным условиям на лице-

вых поверхностях для любых векторных полей
(m)

u ,
(m)

φφφ и скалярных полей
(m)

ϑ ;
m = 0, N , являющихся моментами искомых векторных полей u, φφφ и скаляр-

ного поля ϑ. Следуя И.Н.Векуа, выражения для
(k)

P˜(0) и
(k)

µµµ˜(0), согласованные с
краевыми условиями на лицевых поверхностях, назовем нормированными мо-
ментами k-го порядка полей тензоров напряжений и моментных напряжений
нулевого приближения (аналогично определяются нормированные моменты
k-го порядка полей тензоров напряжений и моментных напряжений любого
приближения).

Аналогично (3.46) получаются уравнения для определения функций
(+)

T ′ и
(−)

T ′ [81, 83]. С целью сокращения письма их выписывать не будем.
Следует заметить, что при упрощенной схеме редукции к конечной систе-

ме уравнений, как и выше, в качестве системы уравнений (движения, прито-
ка тепла) рассматривается система уравнений (движения, притока тепла) в
моментах приближения (r,N), где r и N — некоторые фиксированные неот-
рицательные целые числа, а затем в законах Гука и теплопроводности Фурье
в моментах приближения порядка r полагается, что

(k)

u = 0,
(k)

φφφ = 0,
(k)

ϑ = 0 и
(k)

T = 0, если k > N.
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Далее отметим, что при упрощенной схеме редукции для каждого прибли-
женного решения краевой задачи, аналогично тому как это делается в [85] для
классического варианта теории с применением полиномов Лежандра, строит-
ся корректирующее слагаемое, обеспечивающее выполнение граничных усло-
вий на лицевых поверхностях [50,81–83].

Из изложенного выше видно, что трехмерные законы Гука и теплопровод-
ности Фурье в теории тонких тел заменяются соответствующими бесконечны-
ми системами законов в моментах. При этом каждый закон содержит беско-
нечное число слагаемых. Поэтому аналогично системам уравнений движения
и притока тепла в моментах следует их редуцировать к конечным системам
законов в моментах, каждый закон которых будет содержать конечное число
слагаемых. Редукция производится следующим образом: фиксируем некото-
рые (в частности, те же самые числа, что при редукции систем уравнений)
неотрицательные целые числа r и N , а затем из бесконечной системы зако-
нов в моментах приближения r выбираем совокупность первых N+1 законов
и получаем систему ОС в нормированных моментах тензоров напряжений и
моментных напряжений приближения порядка r. При упрощенной схеме ре-
дукции из бесконечной системы законов в моментах приближения порядка
r выбираем совокупность первых N + 1 законов, в каждом законе которой
пренебрегаем моментами искомых величин, порядок которых больше N . В
этой связи целесообразно вводить определения.

Определение 3.2. Совокупность законов Гука (теплопроводности Фурье) в
моментах, которая состоит из первых N + 1 законов соответствующей бес-
конечной системы законов Гука (теплопроводности Фурье) в нормированных
моментах тензоров напряжений и моментных напряжений порядка r, назовем
системой законов Гука (теплопроводности Фурье) в нормированных момен-
тах тензоров напряжений и моментных напряжений (вектора потока тепла)
приближения (r,N).

Определение 3.3. Совокупность законов Гука (теплопроводности Фурье) в
моментах, которая состоит из первых N +1 законов соответствующей беско-
нечной системы законов Гука (теплопроводности Фурье) в моментах порядка
r и каждый закон которой не содержит моментов искомых величин, порядок
которых больше N , назовем системой законов Гука (теплопроводности Фу-
рье) в моментах приближения (r,N).

3.9 Классификация и постановка задач в теории тонких тел. Клас-
сификация и постановка задач как в микрополярной, так и в классической
теории тонких тел осуществляются так же, как в МДТТ [90].

В отличие от МДТТ в рассматриваемом случае как для однородного, так и
для неоднородного тела рассматриваются приближенные ОС, системы урав-
нений движения и уравнений теплопроводности в моментах. При этом и гра-
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ничные условия ставятся на части граничного контура базовой поверхности
в моментах.

Для граничных условий и соответствующих краевых задач в микрополяр-
ной теории принимается такая классификация.

Определение 3.4. Если на граничном контуре ∂
(−)

S заданы только момен-
ты векторов перемещения и вращения (кинематические граничные условия)
(3.22), то такие условия называются граничными условиями первого рода, а
задача МДТТТ, использующая эти условия — первой краевой задачей.

Определение 3.5. Если на граничном контуре ∂
(−)

S заданы только гранич-
ные условия физического содержания в моментах (3.33), то такие граничные
условия называются граничными условиями второго рода, а соответствую-
щая задача МДТТТ — второй краевой задачей.

Определение 3.6. Если на одной части граничного контура ∂
(−)

S 1 заданы

кинематические граничные условия (3.22), а на остальной его части ∂
(−)

S 2

— граничные условия физического содержания (3.33), ∂
(−)

S 1 ∪ ∂
(−)

S 2 = ∂
(−)

S ,

∂
(−)

S 1∩∂
(−)

S 2 = ∅, то такие граничные условия называются смешанными гранич-
ными условиями, а задача МДТТТ, использующая их — смешанной краевой
задачей.

Следует заметить, что в случае динамических задач в некоторый момент
времени t = t0 должны быть заданы и начальные условия в моментах (3.42).
Если тонкое тело не ограничено, то должны быть заданы условия на беско-
нечности в моментах. Заметим также, что исключая из приведенных выше
определений характеристики микрополярной теории, получим соответствую-
щие определения для классической МДТТТ.

3.9.1 Постановки задач микрополярной теории термо-упругости тон-
ких тел в моментах. Рассматриваются постановки связанной и несвязан-
ной динамических задач в моментах приближения (r,N) микрополярной тео-
рии термо-упругости тонких тел (ТУТТ), а также нестационарной темпера-
турной задачи в моментах приближения (r,N) и обсуждаются вопросы по-
лучения из них некоторых других частных случаев постановок задач.

Постановка связанной динамической задачи в моментах приближения (r,N)
микрополярной теории ТУТТ включает в себя:

1) систему уравнений движения в моментах приближения (r,N) микропо-
лярной МДТТТ;

2) систему уравнений притока тепла в моментах приближения (r,N)
микрополярной ТМДТТТ;

3) систему ОС в нормированных моментах тензоров напряжений и мо-
ментных напряжений приближения (r,N) микрополярной теории ТУТТ или
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систему ОС в моментах приближения (r,N) микрополярной теории ТУТТ
при упрощенной схеме редукции;

4) систему законов теплопроводности Фурье в нормированных моментах
вектора потока тепла приближения (r,N) или систему законов теплопровод-
ности Фурье в моментах приближения (r,N) при упрощенной схеме редук-
ции;

5) в зависимости от типа краевых задач одну из следующих систем гра-
ничных условий в моментах:

5a) систему кинематических граничных условий в моментах приближения
N (3.22) для первой краевой задачи и какую-нибудь систему из трех родов
систем граничных условий теплового содержания в моментах (3.34), (3.36)
или (3.39);

5b) систему статических граничных условий в моментах приближения (r,N)
микрополярной МДТТТ (3.33) для второй краевой задачи и какую-нибудь
систему из трех родов систем граничных условий теплового содержания в
моментах (3.34), (3.36) или (3.39);

5c) систему кинематических граничных условий в моментах приближения
N (3.22) на одной части граничного контура и систему статических гранич-
ных условий в моментах приближения (r,N) микрополярной МДТТТ (3.33)
на другой (остальной) части граничного контура для смешанной краевой за-
дачи и какую-нибудь систему из трех родов систем граничных условий теп-
лового содержания в моментах (3.34), (3.36) или (3.39);

6) системы начальных условий кинематического (3.42) и теплового (3.43)
содержаний в моментах приближения N .

Если в систему уравнений притока тепла в моментах приближения (r,N)

не входят механические характеристики (моменты тензоров напряжений
(k)

P˜ и
моментных напряжений

(k)

µµµ˜), то динамическая задача в моментах приближе-
ния (r,N) микрополярной теории ТУТТ разделяется на две задачи: нестацио-
нарную температурную задачу в моментах приближения (r,N), решением ко-
торой определяется температурное поле, в дальнейшем считающееся извест-
ным и динамическую задачу в моментах приближения (r,N) микрополярной
теории ТУТТ при неизотермических процессах с известным температурным
полем. Постанивки этих задач приведены в диссертации, а также в [50,81–83]
при различных параметризациях для различных тонких тел. Здесь с целью
сокращения письма их не приводим.

Задачи при неизотермических процессах, которые разделяются на тем-
пературную задачу и задачу ТМДТТ с известным температурным полем,
называются несвязанными задачами ТМДТТ [90].

Таким образом, даны формулировки постановок связанной и несвязанной
динамических задач в моментах приближения (r,N) микрополярной теории
ТУТТ, а также нестационарной температурной задачи в моментах приближе-
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ния (r,N). Из этих постановок задач нетрудно получить постановки соответ-
ствующих статических и квазистатических задач, а также, придавая различ-
ные значения r и N , постановки задач в моментах желаемых приближений.
Кроме того, можно получить постановки задач при изотермических процес-
сах. Наконец, если во всех приведенных и упомянутых выше постановках
задач пренебречь моментами моментных напряжений и вектора внутреннего
вращения, то получатся соответствующие постановки задач в моментах при-
ближения (r,N) классических теорий ТУТТ и УТТ. Постановки задач мик-
рополярной теории для произвольного анизотропного материала при класси-
ческой параметризации и параметризации посредством произвольной базо-
вой поверхности области тонкого тела с применением полиномов Лежандра
рассмотрены также в [34] и [53] соответственно (см. также [81–83]).

В четвертой главе «Применение метода ортогональных полиномов в
теории многослойных тонких конструкций» рассмотрена эффективная пара-
метризация многослойной трехмерной тонкой области, заключающаяся в ис-
пользовании в отличие от классических подходов нескольких базовых поверх-
ностей. Здесь дополнительно введены в рассмотрение компоненты контакта
единичного тензора второго ранга. Получены различные варианты системы
уравнений движения в моментах относительно систем полиномов Лежандра
и Чебышева. Выписаны межслойные условия при различных связях сосед-
них слоев многослойного тела. Даны постановки задач. Далее аналогично
многослойной трехмерной тонкой области [66] и работе [5, 7] рассматривает-
ся параметризация многослойной плоской криволинейной области на основе
нескольких базовых кривых [51]. Далее получены системы уравнений, ОС,
статические граничные условия приближения (0,N) для классического упру-
гого материала, а также кинематические граничные условия и начальные
условия приближения N . Выписаны межслойные контактные условия.

В пятой главе «Вариационные принципы микрополярной теории тонких
тел при применении метода ортогональных полиномов» выведены необхо-
димые интегральные соотношения для формулировок вариационных прин-
ципов, приведены вариационные принципы виртуальной работы и дополни-
тельной виртуальной работы как для непрерывных, так и для разрывных по-
лей. Сформулированы вариационные принципы Лагранжа и Кастильяно, а
также обобщенные вариационные принципы типа Рейсснера для трехмерной
микрополярной теории, из которых получены соответствующие вариацион-
ные принципы для теории тонких тел, а из последних выведены аналогичные
вариационные принципы для теории тонких тел в моментах относительно по-
линомов Лежандра и Чебышева. Для микрополярной теории многослойных
тонких тел как при полном контакте, так и при наличии зон ослабленной ад-
гезии получены только обобщенные вариационные принципы типа Рейсснера,
так как из них легко выводятся остальные (Лагранжа, Кастильяно).
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В шестой главе «Варианты уравнений микрополярных теорий оболочек
и пластин, аналитические решения в теориях тонких тел, примеры решения
задач» из трехмерных уравнений микрополярного твердого тела получены
уравнения микрополярных и расширенных микрополярных теорий оболочек,
оболочек класса TS и призматических оболочек в контравариантных компо-
нентах тензоров напряжений и моментных напряжений. Выведены гранич-
ные условия. Приведены уравнения классической моментной теории оболо-
чек и некоторые уравнения тонких тел. Даны сравнения уравнений различ-
ных теорий. Сформулирована гипотеза о жесткости в поперечном направле-
нии тонких тел. Найдены обратные операторы к тензору-оператору уравне-
ний движения теории упругости в перемещениях изотропного однородного
материала и оператору напряжения, позволяющие расщеплять уравнения и
граничные условия. Построен обратный оператор к матричному дифферен-
циальному тензору-оператору уравнений движения микрополярной теории
упругости в перемещениях и вращениях как для изотропных однородных
материалов с центром симметрии, так и для материалов, не обладающих
центром симметрии и получены уравнения по отдельности векторов пере-
мещений и вращений. Например, в случае квазистатики эти уравнения для
материалов, обладающих центром симметрии, имеют вид

Q∗
1(Q

∗
2Q

∗
4 + 4α2∆)u+ S∗ = 0, Q∗

3(Q
∗
2Q

∗
4 + 4α2∆)φφφ+H∗ = 0; Q∗

1=(b+ d)∆,

Q∗
2=b∆, Q∗

4=g∆− l, S∗=2αQ∗
1(C≃ ·∇)·(ρm) + [E˜Q∗

1Q
∗
4−(dQ∗

4−4α2)∇∇]·(ρF),

Q∗
3=(g +m)∆− l, H∗=2αQ∗

3(C≃ ·∇)·(ρF)+[E˜Q∗
2Q

∗
3−(mQ∗

2−4α2)∇∇]·(ρm),

∆=∇·∇, d = λ+ µ− α, l = 4α, b = µ+ α, m = γ + δ − β, g = δ + β.

(3.47)

Расщепленные уравнения, содержащие уравнения классической теории,
получены и для редуцированной среды (при отсутствии объемных нагру-
зок уравнения редуцированной среды не зависят от свойств материала, что
наводит на мысль, что эти уравнения могут быть использованы для иден-
тификации материальных констант этой среды). Построен также обратный
оператор к матричному дифференциальному тензору-оператору напряжения
и моментного напряжения в случае редуцированной среды. Выявлены слу-
чаи, при которых можно легко обратить оператор напряжения и моментного
напряжения.

Из расщепленных уравнений классической и микрополярной теорий упру-
гости получены соответствующие расщепленные уравнения квазистатической
задачи теории призматических тел постоянной толщины в перемещениях в
классическом случае, а в перемещениях и вращениях в микрополярном. На-
пример, уравнения квазистатической задач микрополярной теории призма-
тических тел постоянной толщины 2h в перемещениях и вращениях при клас-
сической параметризации в силу (3.47) представлены в виде
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[∆̄3 + A∆̄2 + h−2(3∆̄ + 2A)∆̄∂2
3 + h−4(3∆̄ + A)∂4

3 + h−6∂6
3 ]u+ S∗∗ = 0,

[∆̄3 +(B∆̄+A)∆̄+h−2[(3∆̄+2B)∆̄+C]∂2
3 + h−4(3∆̄+B)∂4

3+ h−6∂6
3 ]φφφ+H∗∗ =0,

(3.48)

S∗∗=
S∗

(λ+ 2µ)(µ+ α)(δ + β)
, H∗∗=

H∗

(γ + 2δ)(µ+ α)(δ + β)
, A=− 4αµ

(µ+ α)(δ + β)
,

B = −4α[µ(γ + 2δ) + (µ+ α)(δ + β)]

(γ + 2δ)(µ+ α)(δ + β)
, C =

16α2µ

(γ + 2δ)(µ+ α)(δ + β)
, ∆̄ = gPQ∇P∇Q.

Применяя к уравнениям (3.48) оператор моментов k-го порядка какой-
нибудь системы ортогональных полиномов (Лежандра, Чебышева), получим
для микрополярной теории призматических тел постоянной толщины следу-
юшие уравнения в моментах векторов перемещений и вращений:

[∆̄3+(B∆̄+A)∆̄]
(k)

φφφ+h−2[(3∆̄+2B)∆̄+C]
(k)

φφφ ′′+h−4(3∆̄+B)
(k)

φφφIV +h−6(k)φφφV I+
(k)

H∗∗=0,

[∆̄3+A∆̄2]
(k)

u+h−2(3∆̄+2A)∆̄
(k)

u ′′+h−4(3∆̄+A)
(k)

u IV +h−6(k)uV I+
(k)

S∗∗=0, k∈N0.

(3.49)

Далее получены системы уравнений различных приближений (с нулевого
по восьмого порядка) в моментах относительно систем полиномов Лежандра
и Чебышева второго рода. При этом эти уравнения выведены как без учета
граничных условий на лицевых поверхностях, так и с их учетом. Начиная с
первого приближения системы уравнений распадаются на две системы. Одна
из них — система относительно моментов четных порядков неизвестной век-
торной функции, а другая относительно моментов нечетных порядков той же
функций. На основании найденного обратного оператора к оператору любой
из этих систем для каждого момента неизвестной векторной функции полу-
чается уравнение эллиптического типа высокого порядка (порядок системы
зависит от порядка приближения), характеристические корни которого легко
находятся. Используя метод И.Н.Векуа для решения таких уравнений, можно
получить их аналитическое решение.

Выведены расщепленные системы уравнений квазистатической задачи мик-
рополярной теории многослойных призматических тел постоянной толщины
в перемещениях и вращениях и в моментах векторов перемещений и враще-
ний (для этого достаточно входящие в (3.48) и (3.49) буквы снабжать снизу
индексом s, обозначающим номер слоя и менять его от 1 до K, где K — число
слоев), из которых, как частный случай, получаются аналогичные системы
уравнений классической теории. Получены расщепленные системы уравне-
ний восьмого приближения микрополярной теории многослойных призмати-
ческих тел постоянной толщины в моментах векторов перемещений и вра-
щений. Используя метод Векуа, для этих систем, а также для уравнений
редуцированной среды можно выписать аналитические решения.

Приведены численные решения задач различных приближений о тонком
теле с двумя малыми размерами и прямоугольной тонкой плоской области
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с защемленными краями при различных нагрузках, а также о двухслойной
двумерной области с защемленными краями.

В заключении сформулированы основные результаты диссертации.

РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ

1. Предложены различные параметризации областей однослойного и мно-
гослойного тонких тел. Создан новый тензорный аппарат для полного опи-
сания предложенных параметризаций и введен аппарат дифференциальных
операторов для теорий тонких тел. Сформулированы фундаментальные тео-
ремы для областей тонких тел при рассмотренных параметризациях;

2. Получены некоторые рекуррентные соотношения для полиномов Ле-
жандра и Чебышева, применяемые при моделировании деформирования тон-
ких тел;

3. Построена теория моментов относительно систем полиномов Лежандра
и Чебышева. Даны представления уравнений движения и притока тепла и
ОС физического и теплового содержаний при рассматриваемых параметри-
зациях, а также в моментах для теории тонких тел. Выведены граничные и
начальные условия в моментах;

4. На основании развитого метода ортогональных полиномов (Лежандра и
Чебышева) построены новые варианты теорий упругих тонких тел при раз-
личных параметризациях областей этих тел, среди которых новая парамет-
ризация более доступная к экспериментальному изучению;

5. Из вариационных принципов Лагранжа и Кастильяно, а также обоб-
щенных вариационных принципов типа Рейсснера в рамках трехмерной мик-
рополярной теории получены соответствующие вариационные принципы для
теории тонких тел, а из последних выведены соответствующие вариационные
принципы для теории тонких тел в моментах относительно систем полиномов
Лежандра и Чебышева. При этом для микрополярной теории многослойных
тонких тел, как при полном контакте, так и при наличии зон ослабленной
адгезии, получены только обобщенные вариационные принципы типа Рейс-
снера, так как из них легко выводятся остальные (Лагранжа, Кастильяно).
Доказаны теоремы о минимуме стационарной точки лагранжиана и макси-
муме стационарной точки кастильяниана, а также теорема о единственности
обобщенного решения краевых задач;

6. Даны постановки связанной и несвязанной динамических задач в мо-
ментах для тонких тел. Построены корректирующие слагаемые, позволяю-
щие удовлетворять граничным условиям на лицевых поверхностях. По спо-
собу В.В. Понятовского найдены различные выражения для компонент тен-
зора напряжений, которые удовлетворяют граничным условиям. Доказано,
что способ В.В. Понятовского эквивалентен способу разложения всех компо-
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нент тензора напряжений в ряды по рассматриваемой системе ортогональных
полиномов;

7. Исходя из трехмерных уравнений микрополярного деформируемого твер-
дого тела, получены уравнения микрополярных и расширенных микропо-
лярных теорий оболочек, оболочек класса TS и призматических оболочек
в контравариантных компонентах тензоров напряжений и моментных напря-
жений. Выведены граничные условия. Даны сравнения уравнений некоторых
теорий. Сформулирована кинематическая гипотеза для теории тонких тел;

8. Найдены обратные тензоры-операторы к тензору-оператору уравнений
движения теории упругости в перемещениях изотропного однородного ма-
териала и оператору напряжения, позволяющие расщеплять уравнения и
граничные условия. Построен обратный оператор к матричному дифферен-
циальному тензору-оператору уравнений движения микрополярной теории
упругости в перемещениях и вращениях как для изотропных однородных ма-
териалов с центром симметрии, так и для материалов, не обладающих цен-
тром симметрии. В этих случаях получены уравнения по отдельности век-
торов перемещений и вращений. Расщепленные уравнения получены и для
редуцированной среды. При отсутствии объемных нагрузок уравнения реду-
цированной среды не зависят от свойств материала, что наводит на мысль,
что эти уравнения могут быть использованы для идентификации материаль-
ных констант этой среды. Построен также обратный оператор к матричному
дифференциальному тензору-оператору напряжения и моментного напряже-
ния в случае редуцированной среды с кусочно-гладкой плоской границей.
Выявлены случаи, для которых легко обратить оператор напряжения и мо-
ментного напряжения;

9. Из расщепленных уравнений классической и микрополярной теорий
упругости получены соответствующие расщепленные уравнения квазистати-
ческой задачи теорий призматических тел постоянной толщины в перемеще-
ниях в классическом случае, а в перемещениях и вращениях в микрополяр-
ном. Из последних уравнений в свою очередь выведены уравнения в моментах
неизвестных вектор-функций относительно любых систем ортогональных по-
линомов. Получены системы уравнений различных приближений (с нулевого
по восьмого порядка) в моментах относительно систем полиномов Лежандра
и Чебышева. Начиная с первого приближения, системы уравнений распада-
ются на две системы. Одна из них — система относительно моментов четных
порядков неизвестной векторной функции, а другая относительно моментов
нечетных порядков той же функций. На основании найденного обратного
оператора к оператору любой из этих систем для каждого момента неизвест-
ной векторной функции получается уравнение эллиптического типа высокого
порядка (порядок системы зависит от порядка приближения), характеристи-
ческие корни которого легко находятся. Используя метод И.Н.Векуа для ре-
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шения таких уравнений, можно получить их аналитическое решение;
10. Получены расщепленные уравнения в моментах векторов перемещений

и вращений относительно произвольной системы полиномов для микрополяр-
ной теории призматических тонких тел с двумя малыми размерами, имею-
щих поперечное сечение в виде прямоугольника, а также для редуцированной
среды, содержащие уравнение классической теории;

11. Выведены расщепленные системы уравнений квазистатической задачи
микрополярной теории многослойных призматических тел постоянной тол-
щины в перемещениях и вращениях и в моментах векторов перемещений и
вращений. Получены расщепленные системы уравнений восьмого приближе-
ния микрополярной теории многослойных призматических тел постоянной
толщины в моментах векторов перемещений и вращений;

12. Приведены численные решения задач различных приближений о тон-
ком теле с двумя малыми размерами и прямоугольной тонкой плоской обла-
сти с защемленными краями при различных нагрузках, а также о двухслой-
ной двумерной области с защемленными краями.
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