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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность темы. Данная работа посвящена исследованию

ряда конечномерных динамических систем, возникающих при описа-
нии движения особенностей потока жидкости в двумерной постановке,
а также движения твердых тел в их присутствии. Актуальность реша-
емых задач связана как с необходимостью общего развития теории
динамических систем, так и с обобщением известных результатов на
новые задачи теоретической механики и гидродинамики.

В теоретической гидродинамике отдельную область составляют мо-
дели, описывающие движение точечных особенностей потока (точеч-
ные вихри, источники, диполи, мультиполи и другие) и их влияние на
движение твердых тел. Модель точечного вихря берет свое начало с ос-
новополагающей работы Гельмгольца по динамике вихрей1. Позднее
в своих лекциях Кирхгофф указал общие уравнения, описывающие
движение N точечных вихрей на плоскости2. В дальнейшем модель
точечных вихрей была обобщена на случай их движения в ограничен-
ных областях3 и по криволинейным поверхностям4.

Часть диссертационного исследования посвящена исследованию за-
дач о движении точечных вихрей на так называемых «плоских» ци-
линдре и торе. Данные задачи возникают при описании динамики пе-
риодических вихревых структур на плоскости после редукции по со-
ответствующей дискретной группе симметрий. При этом бесконечная
последовательность вихрей заменяется на один вихрь, и добавляются
периодические граничные условия. Исследования движения вихрей на
«плоском» неограниченном цилиндре и торе проводились, например,
в работах5,6. В силу сложности уравнений, описывающих движение
вихрей на торе, данная задача до сих пор остается до конца неиссле-

1Helmholtz H. Über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche den
Wirbelbewegungen entsprechen. – 1858.

2Kirchhoff G. Vorlesungen uber mathematische Physik. – Teubner, 1891.
3Greenhill A. G. Plane vortex motion // Quart. J. Pure Appl. Math. – 1877/78. –

Vol. 15, no. 58. – Pp. 10–27.
4Dritschel D. G., Boatto S. The motion of point vortices on closed surfaces //

Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences.
– 2015. – Vol. 471, no. 2176. – Pp. 20140890.

5Stremler M.A., Aref H. On the motion of three point vortices in a periodic strip //
J. Fluid Mech. – 1996. – Vol. 314. – Pp. 1-25.

6O’Neil K.A. On the Hamiltonian dynamics of vortex lattices // J. Math. Phys. –
1989. – Vol.30, no. 6. – Pp. 1373–1372.
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дованной. Исследование движения вихрей на ограниченном «плоском»
цилиндре на данный момент также остается открытой задачей. Таким
образом, актуальным является построение и анализ математических
моделей, описывающих движение вихрей в указанных областях с пе-
риодическими граничными условиями.

Модель точечного вихря также оказывается удобной для построе-
ния конечномерных уравнений совместного движения вихревых струк-
тур и твердого тела. Впервые уравнения движения уравновешенного
кругового цилиндра в присутствии точечных вихрей были получены в
работах7,8. Наряду с точечными вихрями рассматривается движение
других точечных особенностей в жидкости, таких как источники, вих-
реисточники, диполи9. Исследований, посвященных изучению влия-
ния точечных особенностей отличных от вихрей на движение твердого
тела в жидкости, достаточно мало, даже в случае стационарных осо-
бенностей. Это связано со сложностями построения математических
моделей. Поэтому изучение такого рода систем на настоящий момент
остается открытой задачей.

Целью данной работы является исследование движения кругового
профиля (уравновешенного и неуравновешенного) в поле неподвижной
точечной особенности и движения периодических вихревых структур
в идеальной несжимаемой жидкости на основе общих подходов, при-
меняемых для анализа конечномерных математических моделей тео-
ретической механики и гидродинамики.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить сле-
дующие задачи:

1. Исследовать движение уравновешенного кругового профиля без
собственной циркуляции в поле неподвижной точечной особен-
ности.

2. Исследовать управляемое движение уравновешенного кругового
профиля без собственной циркуляции за счет изменения интен-

7Ramodanov S. M. Motion of a circular cylinder and a vortex in an ideal fluid //
Regular and chaotic dynamics. – 2001. – Vol. 6, no. 1. – Pp. 33-38.

8Shashikanth B. N. et al. The Hamiltonian structure of a two-dimensional rigid
circular cylinder interacting dynamically with N point vortices // Physics of Fluids. –
2002. – Vol. 14, no. 3. – Pp. 1214-1227.

9Smith S. G. L. How do singularities move in potential flow? // Physica D: Nonlinear
Phenomena. – 2011. – Vol. 240, no. 20. – Pp. 1644-1651.
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сивности неподвижного точечного источника.

3. Исследовать влияние собственной циркуляции кругового профи-
ля на его движение в поле неподвижной точечной особенности.

4. Исследовать движение неуравновешенного кругового профиля в
поле неподвижной точечной особенности.

5. Исследовать движение двух и трех вихрей на «плоском» торе в
зависимости от их интенсивности.

6. Исследовать движение четырех вихрей на центрально-симмет-
ричном инвариантном многообразии на «плоском» торе.

7. Исследовать движение двух вихрей на «плоском» цилиндре ко-
нечной длины в зависимости от начальных условий и параметров
системы (длины образующей цилиндра и интенсивности вихрей).

Научная новизна:

1. Построена двумерная математическая модель, описывающая дви-
жение кругового профиля (в общем случае, со смещенным цен-
тром масс и собственной циркуляцией) в присуствии неподвиж-
ной точечной особенности.

2. Доказано, что при отсутствии у кругового профиля собственной
циркуляции тип неподвижной точечной особенности качествен-
но не влияет на динамику системы, а также что такая система
является интегрируемой.

3. Впервые показано, что с помощью изменения интенсивности то-
чечного источника можно стабилизировать периодическое дви-
жение уравновешенного кругового профиля (без собственной цир-
куляции) вокруг точечной особенности.

4. Доказано, что задача о движении уравновешенного кругового
профиля с собственной циркуляцией в поле неподвижного то-
чечного вихря является интегрируемой. Для задачи о движении
профиля в поле неподвижного точечного источника указаны воз-
можные типы движений.
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5. Доказано, что система двух вихрей на торе является интегри-
руемой, а вид фазового портрета не зависит от интенсивности
вихрей (за исключением случая вихревой пары). В случае сум-
марной ненулевой интенсивности задача о движении трех вихрей
на торе, в отличие от движения вихрей на плоскости, неинтегри-
руема.

6. Впервые показано, что система четырех вихрей на торе допуска-
ет центрально-симметричное инвариантное многообразие. Дока-
зано, что задача о движении вихрей на этом инвариантном мно-
гообразии является неинтегрируемой, в отличие от аналогичной
задачи для вихрей на плоскости.

7. Построена модель, описывающая движение вихрей на «плоском»
цилиндре конечной длины. Показано, что эта задача соответству-
ет задаче о движении вихрей на торе на инвариантном многооб-
разии. Для случая двух вихрей на конечном «плоском» цилиндре
проведен полный бифуркационный анализ.

Научная и практическая значимость. Работа носит теорети-
ческий характер. Ее методы и результаты могут быть использованы
в теоретической механике и математической физике, а также в теоре-
тической гидродинамике. Результаты диссертации, описанные в гла-
ве 1, могут быть использованы для разработки методов управления
движением твердых частиц в жидкости. Результаты диссертации, по-
лученные в главах 2 и 3, могут быть использованы для дальнейшего
изучения динамики и устойчивости периодических структур в жидко-
сти.

Методология и методы исследования. В диссертационной ра-
боте применяются классические для конечномерных динамических си-
стем и теоретической механики методы, такие как поиск неподвижных
точек и анализ их устойчивости, нахождение эффективного потенциа-
ла, построение бифуркационных диаграмм и фазовых портретов. Так-
же использовались методы численного анализа динамических систем:
отображение Пуанкаре, построение карт зависимости типа траекторий
от начальных условий или параметров системы. Помимо этого приме-
нялся математический аппарат работы с бесконечными рядами.

Достоверность полученных результатов обеспечивается: 1) ис-
пользованием математического аппарата теоретической механики и
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теории динамических систем, 2) применением классических аналити-
ческих и численных методов исследования, 3) использованием вери-
фицированных символьных и численных методов, реализованных в
Maple, MatLAB, Mathematica.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной ра-
боты докладывались и обсуждались на следующих научных конферен-
циях и научных семинарах: 1) Семинаре «Уральского математическо-
го центра» (Ижевск, УдГУ, 2023, 2024), 2) Семинаре «Динамические
системы и механика» (Москва, МАИ, 2024), 3) Международной конфе-
ренции «Регулярная и хаотическая динамика» (Сочи, Сириус, 2023),
4) Международной конференции «Динамические системы. Теория и
приложения» (Нижний Новгород, 2022), 5) Международной конферен-
ции «Scientific Heritage of Sergey A. Chaplygin: nonholonomic mechanics,
vortex structures and hydrodynamics» (Чебоксары, 2019), 6) VII Меж-
дународной конференции «Geometry, Dynamics, Integrable Systems -
GDIS 2018» (Москва, Долгопрудный, 2018), 7) XIII Всероссийской кон-
ференции молодых ученых «Наноэлектроника, нанофотоника и нели-
нейная физика» (Саратов, 2018 г.).

Личный вклад. В совместных работах [1,2, 4–6] постановка за-
дач, обсуждение и интерпретация результатов проводились совместно
с научным руководителем и соавторами работ. Автору принадлежат
формулировки и доказательства основных теоретических результатов,
представленных в диссертационной работе. Также автором реализова-
ны вычислительные и аналитические программы в системах компью-
терной алгебры и численного анализа Maple, MatLAB, Mathematica.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложе-
ны в 12 печатных работах, 6 из которых изданы в журналах, рекомен-
дованных ВАК и индексируемых в WoS и Scopus [1–6], 6 — в тезисах
докладов.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
трех глав и заключения. Полный объём диссертации составляет 108
страниц, включая 38 рисунков. Список литературы содержит 80 на-
именований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении обосновывается актуальность исследований, прово-

димых в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор
научной литературы по изучаемой проблеме, сформулирована цель,
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описаны задачи, излагается научная новизна и практическая значи-
мость представляемой работы.

Первая глава посвящена исследованию плоскопараллельного дви-
жения кругового цилиндра (в общем случае неуравновешенного и с
собственной циркуляцией) радиуса R в идеальной несжимаемой жид-
кости в присутствии неподвижной точечной особенности (рассмотрены
случаи: вихря, источника и вихреисточника).

Относительно рассматриваемой системы принимаются следующие
допущения: 1◦ Движение жидкости потенциальное, 2◦ Циркуляция по
любому замкнутому контуру, охватывающему профиль, постоянна.

В первой части главы рассмотрен случай уравновешенного про-
филя без собственной циркуляции. Показано, что в этом случае вид
точечной особенности качественно не влияет на движение цилиндра,
поэтому далее в качестве особенности рассматривается источник.

Рисунок 1 – Круговой профиль и источник в жидкости

Для описания движения системы вводится неподвижная (инерци-
альная) система координат Oxy, в которой жидкость покоится на бес-
конечности (см. рис. 1). Координатам (x, y) ставится в соответствие
комплексная переменная z = x+ iy. Положение центра масс профиля
задается как zc = xc + iyc, а положение источника как zq = xq + iyq.

Для построения уравнений движения кругового профиля необхо-
димо определить силу, действующую на него со стороны жидкости.
Для рассматриваемой системы эта сила может быть вычислена по ме-
тоду, предложенному Седовым

Fx + iFy =
iρ

2

∫
C

(
dW

dz

)2

dz +
d

dt

(
ρ
dSzc
dt

+ iρ

∫
C

z
dW

dt
dz

)
, (1)
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где W — комплексный потенциал, описывающий движение жидкости,
ρ — плотность жидкости, S = πR2 — площадь профиля, Fx, Fy — про-
екции силы на оси Ox, Oy соответственно, а интегрирование выпол-
няется по контуру профиля C. В силу допущения 2◦ в выражении (1)
пропадают слагаемые связанные с циркуляцией.

Система, описывающая движение кругового профиля имеет вид

ẋc =
px
µ
, ṗx =

ρR2

2πσ2|zs|4

(
2πqσ2Re

[
żqz

2
s

]
− 2σ2|zs|2q̇πxs − q2|zs|2xs

)
,

ẏc =
py
µ
, ṗy =

ρR2

2πσ2|zs|4

(
2πqσ2Im

[
żqz

2
s

]
− 2σ2|zs|2q̇πys − q2|zs|2ys

)
,

где µ = m + ρπR2 — эффективная масса, m — масса единицы длины
цилиндра, zs = zq − zc = xs + iys, σ2 = R2 − |zs|2.

Рассмотрено движение цилиндра в поле неподвижного источника
постоянной интенсивности (żq = 0, q̇ = 0). В силу произвольности вы-
бора начала системы координат Oxy считается, что источник располо-
жен в точке zq = 0. В этом случае положение профиля относительно
источника удобнее описывать полярными координатами

r = |zc| =
√
x2c + y2c , ϕ = arg zc, r ∈ (R, +∞), ϕ ∈ [−π, π). (2)

При этом соответствующие координатам r, ϕ обобщенные импульсы
определяются как

pr = µṙ, pϕ = µr2ϕ̇. (3)

Рассматриваемая система допускает интеграл момента импульса

K = pϕ. (4)

На фиксированном уровне K = k интеграла (4) уравнения движения
редуцируются к гамильтоновой системе с одной степенью свободы

ṙ =
∂H

∂pr
=
pr
µ
, ṗr = −∂H

∂r
=

k2

µr3
− ρR2q2

2πr(r2 −R2)
, (5)

где H — гамильтониан на фиксированном уровне интеграла K = k,
который может быть представлен в виде

H =
1

2µ
p2r + U(r), U(r) =

1

2µ

k2

r2
+
ρq2

4π
ln

(
1− R2

r2

)
, (6)
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В диссертационной работе исследованы бифуркации системы (5)
в зависимости от значений первого интеграла K. Соответствующая
бифуркационная диаграмма и возможные типы фазовых портретов
приведены на рис. 2.

Рисунок 2 – Характерный вид a) потенциала (6) при k < kcr, b) потен-
циала (6) при k > kcr, c) фазового портрета системы при k < kcr, d)
фазового портрета системы при k > kcr, e) бифуркационная диаграм-
ма. Значения параметров m = 1, R = 1, q = 1, ρ = 1.

Далее в работе проведен анализ возможности стабилизации непо-
движной точки системы (5) (соответствующей круговому движению
профиля при k > kcr) с помощью управления интенсивностью источ-
ника через обратную связь, то есть считая, что интенсивность источ-
ника зависит от фазовых переменных системы (5) q̇ = u(r, pr).

Уравнения управляемой системы можно представить в виде

ṙ =
P
µr
, Ṗ =

P2 + k2

µr2
− ρR2q2

2π(r2 −R2)
+ ρR2u, q̇ = u, (7)

где u — управляющее воздействие, а P = rpr. Система (7) задана в
расширенном трехмерном фазовом пространстве Q = {(r, P, q) | r >
R}.

С помощью линеаризации уравнений (7) было построено управле-
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ние в виде обратной связи

u =
g2
2α

(r − r0) +
g2

2
√
αβ
P +

(
g1
β

+
g2γ

2αβ

)
(q − q0), (8)

где r0 — значение r, соответствующее неподвижной точке при q = q0,
а g1, g2, α, β — константы, зависящие от параметров системы. Управ-
ление (8) при заданном q0 гарантирует стабилизацию неподвижной
точки лишь при малых отклонениях от нее. Тем не менее, численные
эксперименты показывают, что обратная связь (8) позволяет стаби-
лизировать круговое движение профиля и в некоторых случаях даже
при существенных отклонениях.

Во второй части первой главы рассмотрен вопрос о влиянии соб-
ственной циркуляции Γ0 на движение кругового профиля. Комплекс-
ное представление силы F в этом случае имеет вид

F = Fx + iFy = −ρπR2z̈c + iρΓ0żc+

ρ(q2 + Γ2)R2

2π

zq − zc
|zq − zc|2

(
|zq − zc|2 −R2

) + ρ(q + iΓ)R2 (zq − zc)2

|zq − zc|4
żq−

ρq̇R2 zq − zc
|zq − zc|2

− ρΓ0(Γ− iq)
2π

zq − zc
|zq − zc|2

. (9)

Здесь сила записана для случая вихреисточника, с характеристикой
q + iΓ.

В случае неподвижного точечного вихря (żq = 0, q = 0) задача о
движении кругового профиля интегрируема. В работе найдены устой-
чивая и неустойчивая неподвижные точки, построены бифуркацион-
ная диаграмма и фазовые портреты (см. рис. 3). Указано, что в отли-
чие от профиля без собственной циркуляции в системе не существует
траекторий, уходящих на бесконечность, а также существует устойчи-
вое периодическое движение кругового профиля вокруг особенности
(вихря).

В случае неподвижного источника (żq = 0, Γ = 0) показано, что си-
стема уравнений, описывающая движение профиля, сводится к систе-
ме двух неавтономных дифференциальных уравнений. Указано, что
все траектории кругового профиля либо притягиваются к особенно-
сти, либо уходят на бесконечность. На рис. 4 приведена диаграмма
времени падения на источник в зависимости от начальных условий.

9



Рисунок 3 – Примеры фазовых портретов при ρ = 1, R = 1, Γ0 = 2,
Γ = 0, µ = 5 и различных значения k.

Рисунок 4 – Диаграмма времени падения на источник в зависимости
от начальных условий.

В третьей части главы рассмотрено плоскопараллельное движе-
ние неуравновешенного (центр масс смещен на расстояние d от гео-
метрического центра) кругового профиля в присутствии точечного ис-
точника в неограниченном объеме идеальной несжимаемой жидкости
(рис. 5).

Положение профиля относительно неподвижной системы коорди-
нат зададим радиус-вектором его геометрического центраRc = (Xc, Yc),
а ориентацию профиля — углом ϑ между положительными направле-
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Рисунок 5 – Схематическое изображение неуравновешенного кругово-
го профиля и точечного источника.

ниями осей OX и Cx′.
Уравнения движения кругового профиля имеют вид:

Ẋc =
∂H

∂Πx
, Ẏc =

∂H

∂Πy
, ϑ̇ =

∂H

∂Πϑ

Π̇x = − ∂H
∂Xc

, Π̇y = −∂H
∂Yc

, Π̇ϑ = −∂H
∂ϑ

(10)

где гамильтониан H задается следующим выражением

H =
1

2

(
P ,Q−1P

)
− ρq2

4π

(
ln
(
X2
c + Y 2

c

)
− ln

(
X2
c + Y 2

c −R2
))
, (11)

P =

Πx +Ax
Πy +Ay

Πϑ

 , Q =

 µ 0 −md sinϑ
0 µ md cosϑ

−md sinϑ md cosϑ Ic +md2

 .

Здесь Πx, Πy, Πϑ — обобщенные импульсы, m — масса профиля, Ic —
центральный момент инерции профиля, Ax = ρqR2Xc

X2
c+Y

2
c
, Ay = ρqR2Yc

X2
c+Y

2
c
.

Для рассматриваемой системы была предложена процедура редук-
ции на фиксированный уровень первого интеграла K = Πϑ + ΠyXc −
ΠxYc и построен эффективный потенциал. Для этого была выполнена
следующая замена переменных

x = Xc cosϑ+ Yc sinϑ, y = −Xc sinϑ+ Yc cosϑ. (12)
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После которой эффективный потенциал принимает вид:

U(x, y) =
k2

2 (µ(x2 + y2) + 2mdx+ Ic +md2)
+
ρq2

4π
ln

(
1− R2

x2 + y2

)
,

(13)

где k — уровень интеграла углового момента K.
Анализ выражения (13) показал, что критические точки эффек-

тивного потенциала могут располагаться только в плоскости y = 0
и оказалось, что в зависимости от значения k можно выделить пять
качественно различных ситуаций. Например, при kcr < |k| потенци-
ал (13) имеет точку максимума на отрицательной части оси Ox и сед-
ловую на положительной части оси (см. рис. 6). Численный анализ
показывает, что седловая точка уходит на плюс бесконечность при
|k| → kcr + 0.

Рисунок 6 – Характерная форма (a) поверхности потенциала и (b) про-
филя функции U(x, 0) при |k| > kcr ≈ 0.81188. Значения параметров:
m = 1, d = 0.1, R = 1, ρ = 1, q = 1, k ≈ 0.86872. Координаты седла
xs ≈ 3.62443 и точки максимума xmax ≈ −3.11904

Во второй главе исследовано движение вихревых решеток в иде-
альной несжимаемой жидкости. Под вихревой решеткой понимается
набор точечных вихрей одинаковых интенсивностей Γ (рис. 7). Дан-
ная задача эквивалента движению точечных вихрей на «плоском» то-
ре, то есть в прямоугольной области с периодическими граничными
условиями.
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Рисунок 7 – Схематическое изображение квадратной вихревой решет-
ки

Уравнения движения рассматриваемой системы N вихрей на торе
(или N вихревых решеток) могут быть записаны в следующем виде:

ẋk =
1

Γk

∂H

∂yk
, ẏk = − 1

Γk

∂H

∂xk
, (14)

H = − 1

4π

N∑′

k,n=1

ΓkΓnh(xk − xn, yk − yn), (15)

h(x, y) =
∞∑

m=−∞
ln

(
ch(x− 2πm)− cos y

ch(2πm)

)
− x2

2π
,

где Γi – интенсивность i-ого вихря. Уравнения (14) помимо интеграла
энергии (15), допускают еще два первых интеграла

Q =
∑
k

Γkxk, P =
∑
k

Γkyk. (16)

В случае двух вихрей задача является интегрируемой. При этом
вид фазового портрета не зависит от интенсивностей вихрей. Показа-
но, что рассматриваемая система обладает тремя неподвижными точ-
ками: две неустойчивые с координатами (0, π), (π, 0) (соответствую-
щие им конфигурации вихревых решеток приведены на рис. 8), одна
устойчивая с координатами (π, π) (конфигурация вихревых решеток,
соответствующая этой неподвижной точке, приведена на рис. 9).
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Рисунок 8 – Схематическое изображение неустойчивых конфигураций

Рисунок 9 – Схематическое изображение устойчивой конфигурации

Для трех вихрей N = 3 с суммарной ненулевой интенсивностью
Γ1 + Γ2 + Γ3 6= 0 приведена процедура редукции на уровни первых
интегралов. Для этого вводятся следующие переменные

Q = Γ1x1 + Γ2x2 + Γ3x3, ξ1 = x1 − x2, ξ2 = x2 − x3,
P = Γ1y1 + Γ2y2 + Γ3y3, η1 = y1 − y2, η2 = y2 − y3.

(17)

В новых переменных уравнения движения на фиксированном уровне
первых интегралов Q, P , могут быть представлены в гамильтоновом
виде

ξ̇1 = {ξ1, H}, ξ̇2 = {ξ2, H}, (18)
η̇1 = {η1, H}, η̇2 = {η2, H},
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гдеH — гамильтониан (15), записанный в переменных (17), и скобками
Пуассона, определяемыми соотношениями

{ξi, ξj} = 0, {ηi, ηj} = 0,

{ξ1, η2} = {ξ2, η1} = − 1

Γ2
, {ξ1, η1} =

1

Γ1
+

1

Γ2
, {ξ2, η2} =

1

Γ2
+

1

Γ3
.

Для исследования построено отображение Пуанкаре при различ-
ных значениях энергии E = H(ξ1, ξ2, η1, η2). В качестве секущей вы-
брана плоскость η1 = 0. На рис. 10 приведены отображения Пуанкаре
(сверху) и соответствующие поверхности сечений уровня энергии вы-
бранной плоскостью (снизу).

x1

x2
h2

(a)

x1

x2

h2

(d)

x1

x2

h2

(b)

x1

x2

h2

(e)

x1

x2

h2

(c)

x1

x2

h2

(f)

Рисунок 10 – Отображения (a – c) и поверхности равной энергии (d –
f), при a, d) E = −0.25, Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1, b, e) E = −0.15, Γ1 = Γ2 =
Γ3 = 1, c, f) E = 0, Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1

На отображениях Пуанкаре (см. рис 10a–c) хорошо видны хаоти-
ческие слои, что подтверждает неинтегрируемость задачи о движении
трех вихрей на торе в случае ненулевой суммарной интенсивности.
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Для четырех вихрей N = 4 доказано, что уравнения движения
вихрей на торе при Γ1 = Γ3 и Γ2 = Γ4 допускают инвариантное мно-
гообразие, задаваемое соотношениями

x1 − x4 = x2 − x3, y1 − y4 = y2 − y3. (19)

Геометрический смысл соотношений (19) заключается в том, что кон-
фигурация вихрей обладает центральной симметрией, т.е. в каждый
момент времени представляет собой параллелограмм (см. рис. 11).

G
2

G
2

G
1

G
1

43

2 1

Рисунок 11 – Схематическое изображение начального положения вих-
рей

Выполнена редукция уравнений движения на уровень первых инте-
гралов Q, P . Редуцирующие переменные, удобные для описания дви-
жения на инвариантном многообразии:

ξ1 =
1

2
((x1 − x3)− (x2 − x4)), ξ2 = −1

2
((x1 − x3) + (x2 − x4)),

ξ3 =
1

2
((x1 + x3)− (x2 + x4)), ξ4 =

1

2
(x1 + x2 + x3 + x4),

η1 =
1

2
((y1 − y3)− (y2 − y4)), η2 = −1

2
((y1 − y3) + (y2 − y4)),

η3 =
1

2
((y1 + y3)− (y2 + y4)), η4 =

1

2
(y1 + y2 + y3 + y4).

В новых переменных инвариантное многообразие (19) задается равен-
ствами ξ3 = 0, η3 = 0.

Редуцированные уравнения на инвариантном многообразии можно
представить в гамильтоновой форме

ξ̇i = {ξi, H(ξ1, ξ2, η1, η2)}, η̇i = {ηi, H(ξ1, ξ2, η1, η2)}, i = 1, 2, (20)
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где H− ограничение гамильтониана (15) на инвариантное многообра-
зие (19) и уровень первых интегралов, а скобка Пуассона определяется
соотношениями

{ξi, ξj} = 0, {ηi, ηj} = 0, {ξi, ηj} =
1

2

(
1

Γ2
+

2δij − 1

Γ1

)
.

Для исследования системы построено отображение Пуанкаре при
различных значениях энергии E = H(ξ1, ξ2, η1, η2) и различных зна-
чениях параметра Γ2. В качестве секущей выбрана плоскость η1 = 0.
Отображение Пуанкаре лучше рассматривать на сечении уровня энер-
гии выбранной плоскостью E = H(ξ1, ξ2, η1 = 0, η2) вложенной в трех-
мерное пространство (ξ1, ξ2, η1). На рис. 12 изображены отображения
Пуанкаре (сверху) и соответствующие поверхности сечений уровня
энергии выбранной плоскостью (снизу).

x1

x2

h2

(a)

x1

x2

h2

(d)

x1

x2

h2

(b)

x1

x2

h2

(e)

x1

x2

h2

(c)

x1

x2

h2

(f)
Рисунок 12 – Отображения (a – c) и поверхности равной энергии (d – f),
при a, d) E = −0.35, Γ2 = 1, b, e) E = −0.21, Γ2 = 1, c, f) E = 0, Γ2 = 1

Из рисунка 12 видно, что поверхности имеют сложную форму и
их тип изменяется в зависимости от значений параметров E и Γ2. На-
пример, поверхность, изображенная на рис. 12b, является сферой с
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пятью ручками. На представленных отображениях Пуанкаре (рис. 12)
хорошо видны хаотические слои, что говорит о неинтегрируемости си-
стемы (20).

В третьей главе исследована задача о движении двух точечных
вихрей в идеальной несжимаемой жидкости на конечном «плоском»
цилиндре (см. рис. 13). Показано, что задача о движении вихрей на
«плоском» цилиндре эквивалентна задаче о движению вихрей на неко-
тором инвариантном многообразии на «плоском» торе.

Рисунок 13 – Схематичное изображение вихрей на конечном цилиндре

Пусть координаты первого и второго вихрей обозначены как (x1, y1)
и (x2, y2) соотвественно. Тогда уравнения движения вихрей на плоском
цилиндре для двух вихрей могут быть представлены в гамильтоновой
форме

ẋ1 =
1

Γ1

∂H

∂y1
, ẏ1 = − 1

Γ1

∂H

∂x1
, ẋ2 =

1

Γ2

∂H

∂y2
, ẏ2 = − 1

Γ2

∂H

∂x2
с гамильтонианом

H =
Γ1Γ2

4π

+∞∑
n=−∞

ln
cosh(x1 − x2 − nR)− cos(y1 + y2)

cosh(x1 − x2 − nR)− cos(y1 − y2)
+

Γ2
1

8π

+∞∑
n=−∞

ln
cosh(nR)− cos(2y1)

cosh(nR)
+

Γ2
2

8π

+∞∑
n=−∞

ln
cosh(nR)− cos(2y2)

cosh(nR)
.

(21)

Дополнительный первый интеграл P для системы двух вихрей запи-
шем в виде

P =
Γ1y1 + Γ2y2

2
. (22)
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В работе проведена редукция рассматриваемой системы на фикси-
рованный уровень интеграла P . Для этого выполнен переход от пере-
менных (x1, y1, x2, y2) к переменным (ξ, η, ζ, P ) следующим образом

ξ = x1 − x2, η =
y1 − γy2

2
, ζ = x1 + x2, p =

y1 + γy2
2

, (23)

где γ = Γ2/Γ1 ∈ [−1, 1]/{0}.
Далее в работе выполнен полный бифуркационный анализ редуци-

рованной системы. Показано, что при фиксированном значении пара-
метров γ, R система уравнений{

h = H0(p, η,R, γ) = H
∣∣
ξ=0

,
∂H0
∂η = 0,

(24)

задает на плоскости первых интегралов (p, h) бифуркационные кри-
вые, соответствующие неподвижным точкам приведенной системы, ле-
жащим на прямой ξ = 0. Аналогичная система{

h = HR/2(p, η,R, γ) = H
∣∣
ξ=R/2

,
∂HR/2

∂η = 0,
(25)

задает кривые, соответствующие неподвижным точкам лежащим на
прямой ξ = R/2. Здесь H — гамильтониан (21), записанный в новых
переменных (23). Бифуркационная диаграмма при R = 3, γ = −0.8
приведена на рис. 14.

Рисунок 14 – Бифуркационная диаграмма при R = 3, γ = −0.8
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На рис. 14 кривые обозначенные s1, s2 соответствуют неподвиж-
ным точкам при ξ = 0, кривая e — при ξ = R/2. Красными прямыми
обозначены значения интеграла p, при которых в системе возникает
(исчезает) особенность. Серым цветом обозначена область невозмож-
ных движений.

Также исследована зависимость вида бифуркационной диаграммы
от параметров системы γ, R. Показано, что на плоскости параметров
системы (γ,R) области с разными типами диаграмм разделяются кри-
выми, которым соответствует рождение (исчезновение) особых точек
бифуркационных кривых. Данные кривые определяются двумя систе-
мами уравнений

σ0 :
∂H0

∂η
= 0,

∂2H0

∂η2
= 0,

∂3H0

∂η3
= 0, (26)

σR/2 :
∂HR/2
∂η

= 0,
∂2HR/2
∂η2

= 0,
∂3HR/2
∂η3

= 0. (27)

Рисунок 15 – Области, соответствующие разным количествам непо-
движных точек приведенной системы, на плоскости параметров (γ,R)

С помощью численного решения системы (27) построена диаграм-
ма, приведенная рис. 15. На этом же рисунке разной штриховкой обо-
значены области с различным числом особых точек либо различными
асимптотиками:
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1. Область с перекрестной штриховкой (обозначена цифрой I на
рис. 15) — на бифуркационных кривых существует две особые
точки (точки возврата) (то есть существует от одной до трех
неподвижных точек при ξ = R/2), а также существует одна или
две неподвижные точки при ξ = 0.

2. Область с левой штриховкой (обозначена цифрой II на рис. 15)
— особых точек нет, при этом в системе всегда существует одна
неподвижная точка при ξ = R/2, а также существует одна или
две неподвижные точки при ξ = 0.

3. Область с правой штриховкой (обозначена цифрой III на рис. 15)
— особых точек нет, в системе всегда существует одна неподвиж-
ная точка при ξ = R/2, при этом неподвижных точек при ξ = 0
не существует. Также в III области происходит смена асимптоти-
ки гамильтониана (по сравнению с областями I и II).

Для каждой из указанных областей в работе построена соответ-
ствующая бифуркационная диаграмма и все возможные типы фазо-
вых портретов.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Исследована динамика уравновешенного профиля без собствен-
ной циркуляции в присутствии неподвижной точечной особенно-
сти. Показано, что данная задача является интегрируемой. Ука-
заны неподвижные точки, проведен бифуркационный анализ и
построены фазовые портреты.

2. Построено управление за счет изменения интенсивности источ-
ника с помощью обратной связи, которое позволяет стабилизи-
ровать периодическое движение уравновешенного кругового про-
филя (без собственной циркуляции) вокруг особенности.

3. Исследовано влияние собственной циркуляции кругового про-
филя на его движение в поле неподвижной точечной особенно-
сти. Указано, что задача о движении кругового профиля в при-
сутствии неподвижного точечного вихря интегрируема. Выпол-
нен бифуркационный анализ, приведены фазовые портреты. Для
движения профиля в присутствии неподвижного точечного ис-
точника указаны возможные типы движения профиля.
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4. Исследована задача о движении неуравновешенного кругового
профиля в поле неподвижной точечной особенности. Указаны
возможные типы движения профиля, построен и проанализиро-
ван эффективный потенциал.

5. Показано, что задача о движении двух вихрей произвольных ин-
тенсивностей на «плоском» торе является интегрируемой, а вид
фазового портрета не зависит от интенсивности рассматривае-
мых вихрей (за исключением случая вихревой пары). Показано,
что задача о движении трех вихрей на «плоском» торе при сум-
марной ненулевой интенсивности является неинтегрируемой.

6. Построены уравнения движения четырех вихрей на центрально-
симметричном инвариантном многообразии на «плоском» торе.
Численно показана неинтегрируемость такой задачи.

7. Построены уравнения движения точечных вихрей на ограничен-
ном «плоском» цилиндре. Указан первый интеграл, предложена
процедура редукции. Для случая двух вихрей проведен полный
бифуркационный анализ.
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