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Представлен алгоритм решения нестационарной задачи о распространении динамичес-
ких термоупругодиффузионных возмущений в многокомпонентном изотропном слое. 
Одномерные физико-механические процессы в среде описываются локально-равновесной 
моделью, включающей уравнения движения упругой среды, теплопереноса и массопере-
носа. Искомые функции ищутся в интегральной форме, представляющей собой свертку 
по времени функций Грина с функциями, задающими поверхностные термоупругодиф-
фузионные возмущения. Учитываются эффекты перекрестной диффузии и ненулевые 
времена релаксации. Для нахождения функций Грина используются преобразование 
Лапласа по времени и разложения в ряды Фурье. Проведен анализ полученных функций 
Грина. Выполнен тестовый расчет. 
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Введение 
Создание материалов с заранее запрограм-

мированными свойствами и модификация уже 
имеющихся материалов под новые стандарты 
качества – одно из актуальных направлений 
разработок в области технологии обработки 
конструкционных материалов. Разработка ма-
тематических моделей воздействия различных 
факторов на обрабатываемый материал и ана-
лиз получаемых результатов позволяют рас-
смотреть бóльшее число расчетных схем при 
минимизации финансовых затрат на исследова-
ние сложных высокотехнологических процес-
сов. 

Существует ряд подходов для изучения фи-
зико-механических явлений, протекающих в 
динамических системах. Одним из перспектив-

ных методов, дающим возможность наиболее 
точно аналитически описать рассматриваемые 
процессы, является построение моделей свя-
занных полей. Примером такой связанности яв-
ляется модель термомеханодиффузии. В ней 
определено взаимодействие полей температу-
ры, перемещения и концентраций [1–3]. 

Актуальность направления исследования 
связанных термоупругодиффузионных процес-
сов подтверждается наличием множества работ 
различных ученых со всего мира. Большинство 
имеющихся на сегодняшний день работ посвя-
щено решению статических [4, 5], квазистати-
ческих [6–8] и стационарных [9–11] задач тер-
момеханодиффузии. Также в работах [12, 13] 
рассмотрены задачи о гармонических колеба-
ниях преднапряженного термоупругого слоя и 
исследованы соответствующие функции Грина. 
Однако наибольшие как интерес, так и труд-
ность представляют нестационарные связанные 

_______________ 

* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ 
(проект № 18-31-00437). 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2020. Т. 12. №3 

 

 

126 THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 
 

одномерные [14–16] и двумерные [17–21] зада-
чи термомеханодиффузии. В этих работах ре-
шение сводится к применению преобразования 
Лапласа по времени, обращение которого со-
пряжено с большими математическими труднос-
тями. В связи с этим чаще всего в вышепере-
численных работах для перехода к оригиналам 
применяются численные алгоритмы и готовые 
пакеты вычислительной математики и механи-
ки [22–24]. Также стоит отметить ряд работ, в 
которых авторы предлагают алгоритм решения, 
основанный на разделении переменных мето-
дом Фурье [25–32]. Достаточно подробный об-
зор, посвященный различным вопросам моде-
лирования термомеханодиффузионных процес-
сов за XX век, представлен в работе [33]. 

В данной работе рассматривается одномер-
ная нестационарная задача термоупругой диф-
фузии для однородного многокомпонентного 
слоя. Для описания возмущений, распростра-
няющихся с конечной скоростью, используется 
линейная локально-равновесная модель связан-
ной термоупругой диффузии. Начальные усло-
вия приняты нулевыми. По причине линейности 
данная модель применима лишь в случае малых 
деформаций и приращений. Однако ее решение 
можно успешно применять для верификации бо-
лее сложных и/или численных алгоритмов ре-
шения аналогичных задач, так как представлен-
ный алгоритм содержит в себе лишь хорошо из-
вестные и апробированные методы. 

Решение задачи, аналогично представлен-
ным в [25–32], ищется в интегральной форме, 
представляющей собой свертку по времени 
функций Грина с функциями, стоящими в пра-
вых частях граничных условий. Для нахожде-
ния функций Грина используются преобразова-
ние Лапласа по времени и разложение в ряды 
Фурье по пространственной координате. В ре-
зультате преобразований трансформанты гармо-
ник искомых функций выражаются через рацио-
нальные функции параметра преобразования 
Лапласа. Их оригиналы находятся с помощью 
известных теорем и таблиц операционного ис-
числения. Такой подход позволяет свести к ми-
нимуму использование численных алгоритмов и 
провести анализ полученных функций Грина. 

Одним из технологических процессов, кото-
рый может быть наиболее полно описан пред-
ставленной математической моделью, является 
процесс ионной имплантации. Эта технология 

позволяет получать модифицированные покры-
тия, обладающие исключительными характе-
ристиками, и создавать практически любые 
твердые растворы [32, 34, 35]. Также термоме-
ханодиффузионные процессы имеют место при 
диффузионной пайке, цементации сталей, на-
ращивании различных пленок и др. [34].  

Постановка задачи 

Рассматривается однородный N-компонент-
ный слой. Для описания возмущений, распро-
страняющихся с конечной скоростью, исполь-
зуется линейная безразмерная локально-рав-
новесная модель связанной термоупругой диф-
фузии [2, 16, 20, 26, 30–32] с учетом перекрест-
ных эффектов. В нее включены уравнение дви-
жения упругой среды, уравнение теплопереноса 
и N уравнений массопереноса (штрихи обозна-
чают производные по безразмерной простран-
ственной переменной x, а точки – производные 
по безразмерному времени τ): 
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На границе слоя задаются напряжения, а так-
же приращения температуры и концентраций: 
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Начальные условия приняты нулевыми: 
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В (1)–(3) и далее используются безразмер-
ные величины (при одинаковом начертании 
размерные аналоги обозначены звездочкой): 
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где t – время; u1 – компонента вектора переме-
щений; L – толщина слоя; q – номер компонен-
ты вещества в составе N-компонентной среды; 
( )
0
qn  и ( )qn  – начальная и актуальная концен-

трации (массовые доли); tT – время релаксации 
тепловых потоков; ( )qtη  – время релаксации 
диффузионных потоков; C1111 – упругая посто-
янная; ρ – плотность среды; b11 – температур-
ный коэффициент, характеризующий тепловые 
деформации; ( )

11
qα  – коэффициент, характери-

зующий объемное изменение среды за счет 
диффузии; ( )

11
qpD  – коэффициент диффузии; 

( )qm  – молярная масса; R – универсальная газо-
вая постоянная; T и 0T  – актуальная и началь-
ная температуры; 11κ  – коэффициент теплопро-
водности; ( )qγ  – коэффициент активации; 0c  – 
удельная теплоемкость при постоянных кон-
центрации и деформации. 

Интегральное представление решения 

Решение задачи (1)–(3) представляем в виде 
сверток по времени [25–32]: 
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где ( ),ikG x τ  ( ), = 1, 2i k N +  – функции Грина 
задачи (1)–(3). Они являются решениями задач, 
включающих в себя уравнения (1), начальные 
условия (3) и следующие граничные условия: 

   

( )

( ) ( )

1 2 2, 1
1 0

2 2 2, 2,0 0

1 2 2,
1 1

2 2,1 1

,

, ,

0,

0, 0,

N

k u k p p k k
p x

k k q k q kx x

N

k u k p p k
p x

k q kx x

G b G G

G G

G b G G

G G

+
= =

+ += =

+
= =

+= =

 
′ − − α = δ δ τ

 
 

= δ δ τ = δ δ τ

 
′ − − α =

 
 

= =

∑

∑
 (6) 

где δ(τ) – дельта-функция Дирака, klδ  – символ 
Кронекера. 

Алгоритм решения 

Применяем к (1) и (6) преобразование Лап-
ласа по времени с учетом (3) и (5) (s – параметр 
преобразования, индекс «L» обозначает транс-
форманту Лапласа): 
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где ( ) ( )1 , 1 .T q qs s s sω = + τ χ = + τ  
Далее представляем решение в виде рядов 
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Для отыскания коэффициентов разложения 
(10) умножаем первое уравнение в (7) на 
cos nxλ , а остальные – на sin nxλ . Затем проин-
тегрируем все по x в интервале от 0 до 1, учи-
тывая (8). В результате получаем систему ли-
нейных алгебраических уравнений относитель-
но L ( )iknG s  [25–32]: 
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Решение системы (11) имеет вид: 
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– определитель однородной системы (11), ikP  – 
определители, полученные через P путем заме-
ны i-го столбца столбцом правой части системы 
(11) по правилу Крамера.  

Определение оригиналов 
функций Грина 

Пусть jns ∈ ( )1, 2 4j N= +  – простые нули 
многочлена ( ),nP sλ . Тогда, опираясь на из-
вестные теоремы о вычетах, оригиналы функ-
ций Грина записываются так:  
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где (штрих означает производную по парамет-
ру s ) 
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Теперь для получения решения задачи (1)–(3) 
найденные таким образом функции Грина под-
ставляются в свертки (8). 

Расчетный пример 

Для примера рассмотрим двухкомпонентную 
задачу о динамическом нагружении подложки 
дюралюминия – твердого раствора из алюми-
ния (Al, q = 1) и меди (Cu, q = 2) при начальной 
температуре T0 = 700 K. В начальный момент 
времени алюминий и медь имеют однородно 
распределенные массовые доли – 0.95 и 0.05 
соответственно. Толщина слоя L = 1 мм. Тогда 
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среде будут соответствовать следующие без-
размерные величины, полученные с помощью 
формул (5) [16, 35–39]: 
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6.90 10 , 2.57 10 ,

2.70 10 , 2.16 10 ,

3.14 10 , 2.04 10 ,

6.44 10 , 6.28 10 ,

4.41 10 , 9.28 10 ,

9.65 10 , 1.61 10 , 1.01,

1.27 10 , 6.37 10

u T

T

M M

D D

D D

b b

− −

− −

− −

− −

− −

− −

= − ⋅ = − ⋅

Λ = ⋅ Λ = ⋅

= ⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅

α = ⋅ α = ⋅

κ = ⋅ = ⋅ =

τ = ⋅ τ = ⋅ 8
2

5 6
1 2

, 6.37 10 ,

7.11 10 , 6.98 10 .− −

τ = ⋅

β = − ⋅ β = − ⋅

 

Для построения расчетного примера зададим 
напряжения на границах слоя: 
 ( ) ( )11 12 ( )f f Hτ = τ ≡ ϕ⋅ τ ,  (14) 
где 31 10−ϕ = ⋅ , что соответствует примерно 
100 МПа. Все остальные граничные условия 
примем нулевыми – слой теплоизолированный, 
массообмен с окружающей средой отсутствует. 
За единицу безразмерного времени принимает-
ся время прохождения волны растяжения–
сжатия от одной границы слоя к другой, что 
примерно соответствует 1.57·10–7секунд. 

Здесь и далее представлены графики распре-
деления термоупругодиффузионных возмуще-
ний среды, полученные после вычисления 
свертки (5) для функций Грина (12) и гранич-
ных условий (14). На рис. 1–4 отражены трех-

 

 

 
Рис. 1. Распределение перемещений внутри слоя u(x, τ)  Рис. 2. Распределение приращений концентрации алюминия  

( )1 ,xη τ   

 

 

 
Рис. 3. Распределение приращений температуры внутри 
слоя ( ),xϑ τ  

 Рис. 4. Распределение приращений концентрации меди 
( )2 ,xη τ  
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мерные графики распределения перемещений, а 
также приращений температуры и концентра-
ций по времени τ и глубине слоя x (ось Ox 
направлена вглубь слоя). Для их построения 
использовалось 25×25 характерных точек с фик-
сированным шагом по координате и времени.  

На трехмерных графиках при значительных 
временах можно наблюдать процессы затуха-
ния возмущений, которые вызваны только лишь 
приложением динамической нагрузки и связан-
ностью физических полей. Полученные процес-
сы затухания характерны для задач с ненуле-

вым временем релаксации. На рис. 1 можно за-
метить, что при времени τ ≥ 1014 наблюдается 
выход на решение аналогичной статической за-
дачи упругости. На рис. 5 и 6 изображены поля 
перемещений и приращений температуры на 
интервале времени порядка времени прохожде-
ния волны растяжения‒сжатия через весь слой 
и обратно. 

Также для наглядности на рис. 7 приведены 
графики перемещений и приращений темпера-
туры на верхней половине слоя (x = 0...0.5) при 
фиксированных значениях времени τ = 107 + Δ τ. 

 

 

 
Рис. 5. Распределение перемещений ( ),u x τ  при 

7 710 .. 10 2τ = +  
 Рис. 6. Распределение приращений температуры ( ),xϑ τ  

при 7 710 .. 10 2τ = +   
 

 

 

 
а   б  

Рис. 7. Распределение перемещений ( )7, 10u x + ∆τ  (а) и приращений температуры ( )7, 10xϑ + ∆τ  (б) по координате x  
при фиксированном времени τ . Линии: сплошная – 9.9∆τ = ,  пунктирная – 10.1∆τ = , штриховая – 10.3∆τ =  
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Рис. 8. Распределение приращений концентрации алюминия 
( )1 ,xη τ  при фиксированных x . Линии: сплошная – x = 0.01, 

пунктирная – 0.25, штриховая – 0.5 

Из рис. 5–7 видно, что фронт волны растя-
жения–сжатия вызывает резкие скачки прира-
щения температуры в среде. Однако для при-
ращений концентрации алюминия и меди таких 
скачков не наблюдается на различных времен-
ных масштабах (рис. 8). Это может быть объяс-
нено высокой инерционностью диффузионных 
процессов. 

Рассмотрим учет влияния связанности на 
решение задачи теории упругости. На рис. 9 
изображены перемещения для связанной задачи 
термоупругой диффузии и несвязанной (чисто 
упругой) задачи. Видно, что со временем 
(τ ≥ 108) увеличивается запаздывание волны 
растяжения–сжатия в связанной задаче по от-
ношение к несвязанной. Однако амплитуды ко-
лебаний при небольших временах (τ ≤ 1012) 
практически совпадают. 

Все расчеты проведены всего для 30 членов 
ряда Фурье. При дальнейшем увеличении их 
числа результаты для перемещений и концен-
траций практически полностью совпадают, а 
для температуры изменения носят незначитель-
ный характер, как, например, изображено на 
рис. 10. 

Полученные результаты коррелируются с 
результатами, полученными ранее для анало-
гичных задач упругой диффузии без учета теп-
ловых эффектов. 

 
а 

 
б 

Рис. 9. Распределение перемещений ( ),u x τ  при 0.2x =  в 
интервале времени 8 810 ..10 2τ = +  (а) и в интервал времени 

9 910 ..10 2τ = +  (б). Линии: связанная задача – сплошные, 
несвязанная задача – пунктирные 

Заключение 

Предложен алгоритм решения одномерной 
нестационарной задачи термоупругой диффу-
зии для многокомпонентного слоя под действи-
ем нестационарных динамических нагрузок. 
Основным достоинством данного подхода яв-
ляется возможность аналитически найти ориги-
налы функций Грина и провести их анализ. 
Эффективность метода продемонстрирована на 
конкретном расчетном примере. Показано вли-
яние учета связанности полей на решение упру-
гой задачи. 
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Рис. 10. Распределение приращений температуры ( ),xϑ τ  
при 0.2x =  на промежутке 9 910 ..10 1τ = + . Линии: сплош-
ная  – 30 членов ряда, пунктирная – 300 членов ряда  
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Stress-strain state modeling of a thermoelastic diffusion layer 
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The materials creation with pre-programmed properties and their modification to new quali-
ty standards is one of the actual development areas in the field of processing technology for 
structural materials. The development of mathematical models of the impact of various factors 
on the processed material and the analysis of the results obtained allow us to consider a larger 
number of exposure options while minimizing financial costs in complex high-tech processes. 
There are a number of approaches to the creation of mathematical models, and one of the pro-
mising ones, which makes it possible to most accurately analytically describe the process under 
consideration, is the construction of coupled field models, an example of which is thermome-
chanical diffusion. The thermomechanical diffusion model is a description of the interaction of 
the fields of temperature, displacement, and concentrations. We consider an algorithm for sol-
ving the unsteady dynamic problem of thermoelastic diffusion perturbations propagation in a 
multicomponent isotropic layer. One-dimensional physical and mechanical processes in the me-
dium are described by the locally-equilibrium model, which includes the equations of elastic 
medium motion, heat transfer, and mass transfer. The unknown functions are sought in the inte-
gral form, which is a convolution in time of the Green's functions and the boundary conditions. 
The effects of cross diffusion and nonzero relaxation times are taken into account. To find the 
Green's functions, the Laplace transform in time and Fourier series expansion in spatial coordi-
nate are used. The analysis of the obtained Green functions is done. Test calculation is conducted. 
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