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Аннотация. Рассмотрена задача нахождения напряженности температурного поля на границе 
включения в матричном композите со стороны матрицы. Получено выражение для оператора 
концентрации напряженности температурного поля на поверхности анизотропных включений 
в форме сильно сжатых сфероидов в матричном композите в зависимости от положения точки 
на поверхности включения, от объемной доли включений в материале, от ориентации включе-
ния. Данные операторы связывают поля на поверхности включения со стороны матрицы со 
средней величиной напряженности температурного поля в образце композита. На основе полу-
ченных выражений проведены модельные расчеты для композита с матрицей из Al2O3 и вклю-
чениями из многослойного графена. Вычислялись значения компонент и модуля напряженности 
температурного поля в точках на ребре включений со стороны матрицы при фиксированной ве-
личине напряженности приложенного температурного поля при различных аспектных отноше-
ниях сфероидов, моделирующих форму графеновых включений, а также при различных углах 
между направлением напряженности приложенного поля и плоскостью вращения сфероидов. 
Показано, что в случае графеновых многослойных включений в точках на их ребрах величина 
напряженности поля со стороны керамической матрицы может в несколько десятков раз превы-
шать напряженность приложенного поля. 
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Abstract. The article considers the problem of finding the temperature field strength at the inclusion 
boundary in the matrix composite from the matrix side. The authors obtained an expression for operator 
of the temperature field intensity concentration on the surface of anisotropic inclusions in the form of 
strongly compressed spheroids in matrix composite depending on a point position on the inclusion sur-
face, inclusions volume fraction in the material, and orientation of the inclusion. These operators asso-
ciated the fields on the inclusion surface on the matrix side to the average value of the temperature field 
strength in the composite sample. Based on the obtained expressions, model computations were per-
formed for a composite with the Al2O3 matrix and inclusions from multilayer graphene. The values of 
the components and the temperature field strength modulus at the points on the edge of the inclusions 
on the matrix side were being computed at a fixed value of the applied temperature field strength at var-
ious aspect ratios of spheroids, modeling the shape of graphene inclusions, as well as at various angles 
between the direction of the applied field strength and the plane of rotation of spheroids. The article 
demonstrates that in the case of graphene multilayer inclusions at the points on their ribs, the field 
strength from the side of the ceramic matrix can be several tens fold higher than the applied field 
strength. 
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Введение 
Композиты с керамической матрицей и гра-

феновыми включениями последние полтора де-
сятилетия вызывают повышенный интерес у ис-
следователей как перспективный материал для 
применения в различных областях науки и тех-
ники [1–7]. Небольшие добавки графена, об-
ладающего электро-, теплофизическими и ме-
ханическими свойствами [7–13], в керамику 
приводят к существенному улучшению ее со-
ответствующих свойств. Например, даже малые 
добавки графена в матрицу приводят к суще-
ственному увеличению ее теплопроводности, что 
имеет большое значение для улучшения эксплу-
атационных свойств материала в целом, в част-
ности для устранения неравномерного нагрева 
слоев материала при интенсивных внешних воз-

действиях различного физического характера, ко-
торый может приводить к активизации диффузи-
онных и сегрегационных процессов в материале. 

В то же время в композиционном материале 
значительная величина градиента температурно-
го поля может возникать на микро- и наноуровне, 
у границ раздела компонентов материала, су-
щественно отличающихся по теплопроводящим 
свойствам. Это может приводить к изменению 
свойств частиц компонентов композита, ослаб-
лению связи между включениями и матрицей, 
что в итоге снизит эксплуатационные характе-
ристики композита.  

В связи с этим представляется актуальной за-
дача прогнозирования локальных температурных 
полей на границе между включениями и матри-
цей в матричном композите. 
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В работе [14] были получены аналитиче-
ские выражения для оценки распределения 
напряженности электрического поля на грани-
це включения в матричном композите. По-
скольку в стационарном случае задачи нахож-
дения распределения электростатического по-
тенциала и температурного поля математически 
эквивалентны [15], данные результаты могут 
быть использованы для решения задачи о рас-
пределении напряженности температурного по-
ля на границе включений в матричном компо-
зите. В настоящей работе рассматривается мат-
ричный композит с керамической матрицей 
Al2O3 и графеновыми многослойными включе-
ниями в виде тонких чешуек, форма которых 
аппроксимируется сильно сжатыми эллипсоида-
ми вращения. Вычисляются компоненты напря-
женности температурного поля в точках вдоль 
острого ребра включения со стороны матрицы 
в зависимости от угла между радиус-вектором 
точки и вектором напряженности температур-
ного поля. Исследуется влияние аспектного от-
ношения включений на величину напряженно-
сти температурного поля на границе включения. 

Постановка задачи. 
Оператор концентрации напряженности 
температурного поля на поверхности 
включения в матричном композите 

Пусть имеется образец объемом V статисти-
чески однородного матричного композита с эл-
липсоидальными включениями одного типа. 
Матрица считается изотропной с теплопровод-
ностью km, включения – анизотропными с тен-
зором теплопроводности pk , объемная доля 
включений считается известной и равной f. 
Форму всех включений будем считать одинако-
вой, главные оси тензоров теплопроводности – 
совпадающими с осями соответствующих эл-
липсоидов, все включения – случайным обра-
зом распределенными по объему образца, а их 
ориентации – распределенными по некоторому 
вероятностному закону. Предполагается также 
отсутствие внутренних источников тепла в ма-
териале. 

Температурное поле в образце в зависимости 
от радиус-вектора точки и времени обозначим 
T(r,t), как в классических монографиях по тео-
рии теплопроводности, например в [16, 17]. Что 
касается напряженности температурного поля, 

то в ряде работ это понятие, обозначающее 
векторную величину, противоположную гради-
енту температурного поля, не вводится, то есть 
в математических формулировках используется 
непосредственно градиент температурного поля, 
в частности в [16–19]. В то же время во многих 
работах, посвященных теплофизическим свой-
ствам неоднородных сред, для удобства вводится 
специальное обозначение для вектора напряжен-
ности температурного поля: ( , ) ( , )t T t= −∇H r r , 
например в [20–22]. В некоторых работах ис-
пользуется специальное обозначение для модуля 
градиента температурного поля, то есть факти-
чески для модуля напряженности температурно-
го поля [23, 24]. 

Пусть к границе S данного образца приложе-
но постоянное во времени однородное темпера-
турное поле T0(r) с напряженностью H0. Тогда 
в образце установится некоторое не зависящее 
от времени температурное поле T(r) с напря-
женностью H(r). Ставится задача найти распре-
деление напряженности температурного поля на 
границе Sp произвольного включения со сторо-
ны матрицы в данном образце композиционного 
материала. 

В работе [14] была рассмотрена аналогичная 
задача для нахождения напряженности электри-
ческого поля на границе включения в компо-
зите. В силу полной математической аналогии 
задач нахождения электростатического и тем-
пературного полей в стационарном случае вы-
ражение для напряженности температурного по-
ля в точке r поверхности Sp эллипсоидального 
включения со стороны матрицы можно записать 
с использованием полного оператора концен-
трации напряженности температурного поля на 
поверхности включения ( )HK r : 

( ) ( ) , ,m H
pS= ∈H r K r H r  (1) 

где H  – средняя напряженность температур-
ного поля в образце, которая при данных гра-
ничных условиях задачи равна напряженности 
приложенного поля [25]: 0.=H H  

В свою очередь ( )HK r  можно представить 
в виде произведения [14]: 

( ) ( ) , ,H sH vH
pS= ∈K r K r K r  (2) 
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где ( )sHK r  – оператор поверхностной концен-
трации поля, связывающий напряженность тем-
пературного поля в данной точке поверхности 
включения со стороны матрицы и среднюю 
напряженность температурного поля в матрице, 

vHK  – оператор объемной концентрации поля, 
связывающий среднюю напряженность поля в 
матрице и среднюю напряженность поля в образ-
це. Данные операторы в обобщенном сингуляр-
ном приближении [26, 27] при выборе матрицы 
в качестве среды сравнения имеют вид [14]: 

( )
1

( ) ( )( )

( ) , ,

sH p m

p m
p

k

k S
−

= + − ×

 × − − ∈ 

K r I A r k I

I g k I r
 (3) 

 

[
11

(1 )

( ( )) ,

vH

p m

f

f k
−−

== − +

+ − − 

K I

I g k I
 (4) 

где I – единичный тензор 2-го ранга; A(r) – 
тензор 2-го ранга, определяющийся с учетом 
скалярной теплопроводности матрицы выра-
жением: 

1( ) ( ( ) ( )),    ,pm S
k

= ⊗ ∈A r n r n r r  (5) 

n(r) – внешняя единичная нормаль к поверхно-
сти Sp в точке r. 

Усреднение в (4) производится по всем вклю-
чениям, погруженным в матрицу. В выраже-
ниях (3), (4) используется тензор 2-го ранга g, 
связанный с включением; его компоненты в си-
стеме координат, связанной с осями эллипсои-
дального включения, вычисляются по форму-
ле [26]: 

π 2π

α αβ β0 0

1 sin φ,  , 1, 2,3,
4π

i j
ij m

n n
g d d i j

n k n
= − ϑ ϑ =  (6) 

где компоненты нормали ni (i = 1,2,3) к поверх-
ности включения выражаются через сфериче-
ские углы ϑ,φ. В формуле (6) учтено, что в каче-
стве среды сравнения выбрана матрица. В слу-
чае когда она изотропная ( αβ αβδ ,m mk k=  αβδ  – 
символ Кронекера), выражение (6) можно пере-
писать в более простой форме: 

π 2π

0 0

1 sin φ,  , 1,2,3.
4πij i jmg n n d d i j

k
= − ϑ ϑ =   (7) 

В случае изотропной среды сравнения тен-
зор g получается диагональным, а его главные 
компоненты связаны с главными компонентами 
тензора геометрических факторов эллипсоида 
по формуле [28]: 

, 1, 2, 3,j
jj m

L
g j

k
= − =  (8) 

Lj – главные компоненты тензора геометриче-
ских факторов эллипсоида в вакууме [23]: 

1 2 3
2

0

, 1, 2, 3,
2 ( ) ( )j

j

a a a dqL j
a q R q

∞

= =
+  

 
2 2 2 1 2

1 2 3( ) [( )( )( )] ,R q a q a q a q= + + +  

где aj, j = 1, 2, 3 – полуоси эллипсоида. 

Случай анизотропных включений  
в форме сильно сжатых сфероидов 

Пусть включения в матричном композите – 
анизотропные в форме сильно сжатых эл-
липсоидов вращения (сфероидов) с полуося-
ми a1 = a2 = a,  a3 = c,  a >> c. Рассмотрим кон-
кретное включение, занимающее область Vp 
с поверхностью Sp. Пусть плоскость вращения 
данного включения-сфероида образует угол ϕ 
с направлением вектора напряженности при-
ложенного поля H0. Введем систему коорди-
нат ξηζ, связанную с данным включением, сле-
дующим образом. Начало координат О возьмем 
в центре сфероида; если ϕ > 0, направим ось ξ 
вдоль проекции вектора H0 на плоскость враще-
ния сфероида, ось ζ – вдоль проекции H0 на ось 
вращения диска, ось η – перпендикулярно осям 
ξ и ζ так, чтобы система координат ξηζ была 
правой. Если ϕ = 0, то есть вектор H0 лежит в 
плоскости вращения сфероида, направим ось ξ 
вдоль H0, ось η направим в плоскости диска пер-
пендикулярно оси ξ, а ось ζ направим перпенди-
кулярно плоскости диска, чтобы система ξηζ бы-
ла правой. Таким образом, плоскость вращения 
сфероида – это плоскость ξη. 

Возьмем следующую параметризацию по-
верхности Sp сфероида: 

ξ sinθcosα , η sinθsinα ,
ζ cosθ, θ [0;π], α [0;2π),

a a
c

= =
= ∈ ∈

 (9) 

где α имеет смысл угла между осью ξ и радиус-
вектором проекции точки M(ξ,η,ζ) поверхно-
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сти Sp на плоскость ξη; значение параметра θ  
вообще не совпадает с величиной полярного 
угла сферической системы координат. Вектор 
внешней неединичной нормали n к Sp в точке M 
имеет компоненты: 

1 1
ξ η

1
ζ

sinθcosα , sinθsin α ,

cosθ.

n a n a

n c

− −

−

= =

=
 (10) 

Его модуль 2 2 2 2sin θ cos θn a c− −= + ; вектор 
внешней единичной нормали к Sp: n0 = n/n. 

С точки зрения вычисления напряженности 
температурного поля особое внимание следует 
обратить на точки «острого ребра» на «эквато-
ре» сильно сжатого сфероида. Они образуют 
окружность радиуса a в плоскости ξη. Положе-
ние точки M на этой окружности задается уг-
лом α, при этом параметр θ  принимает значе-
ние π 2⁄ , то есть для этих точек из (9) имеем: 

(α) ( cosα, sinα,0)M a a= , α [0;2π)∈ . Для еди-
ничной нормали в этих точках, очевидно, будем 
иметь: 0 (α) (cosα,sinα,0)=n . 

Для тензора A(r) в точках M(α) в системе ξηζ 
получим по формуле (5): 

2

2

cos α cosαsinα 0
1( (α)) cosαsinα sin α 0 .

0 0 0
mM

k

 
 =  
 
 

A  (11) 

В случае сжатого сфероида (a = b > c) главные 
компоненты тензора геометрических факторов 
эллипсоида вычисляются по формулам [29]: 

[ ]( )
2

1 2 2

3 1

( ) ( )π 2 arctg ( ) ,
2 2

1 2 ,

h e h eL L h e
e

L L

= = − −

= −
 (12) 

где 2 21e c a= − , 2( ) 1 1h e e= − . Для сильно 
сжатых сфероидов (a >> c) из (12) несложно по-
лучить оценку: 

1 2 3
π π, 1 ,  ,
4 2

c cL L L a c
a a

= ≈ ≈ − >>  (13) 

поэтому для главных компонент тензора g 
включения в системе ξηζ с учетом (8), (13) 
имеем выражения: 

11 22 33
1 π 1 π, (1 ).

4 2m m

c cg g g
k a k a

= ≈ − ≈ − −  (14) 

Для включения из многослойного графена 
тензор теплопроводности в системе ξηζ имеет 
вид: 

0 0
0 0 ,
0 0

p

k
k

k

⊥

⊥

 
 =  
 
 

k



 (15) 

где k⊥  и k  – главные компоненты теплопровод-
ности вдоль и поперек слоев графена соответ-
ственно, причем k k⊥ >>  . 

Для удобства введем тензор 2-го ранга λ, свя-
занный с конкретным включением, по формуле: 

1
( ) .p mk

−
 = − − λ I g k I  (16) 

В системе ξηζ включения тензор λ – диаго-
нальный, его главные компоненты: 

1

11 22 11

1

33 33

λ λ 1 ( ) ,

λ 1 ( ) .

m

m

g k k

g k k

−

⊥

−

′ ′  = = − − 

′  = − − 

 (17) 

C учетом формул (2)–(4), (16) выражение для 
полного оператора концентрации напряженно-
сти температурного поля на поверхности вклю-
чения примет вид: 

( )
1

( ) ( )( )

(1 ) ,   ,

H p m

p

k

f f S
−

= + − ×

×  − +  ∈ 

K r I A r k I

λ I λ r
 (18) 

где вид тензора A(r) зависит от точки на по-
верхности включения: для точек M(α) на ребре 
включения он имеет вид (11). Усреднение в (18) 
производится по всем включениям, погружен-
ным в матрицу. Поскольку все включения пред-
полагаются одинаковыми, то данное усреднение 
производится по всем ориентациям включений 
в системе координат xyz, связанной с текстурой 
образца композита. 

Пусть ориентации включений в композите 
имеют равномерное распределение. В этом 
случае [30]: 

11 22 33
1 (λ λ λ ) ,
3

′ ′ ′= + +λ I  (19) 

где 11λ′ , 22λ′ , 33λ′  определяются формулами (17). 

Поскольку λ  получился кратным единично-
му, то он не изменяется при преобразованиях 
координат, и для полного оператора концентра-
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ции напряженности температурного поля на по-
верхности включения в системе координат ξηζ 
из (18), (19) получим: 

( )
1

11 22 33

( ) ( )( )

(1 ) (λ λ λ ) , ,
3

H p m

p

k

ff S
−

= + − ×

 ′ ′ ′× − + + + ∈  

K r I A r k I λ

r
 (20) 

причем ( )HK r  имеет диагональный вид. 

Результаты численного моделирования 
На основе полученного выражения (20) для 

полного оператора концентрации напряженно-
сти температурного поля, а также формул (11), 
(14)–(17) были проведены модельные расчеты 
для композита с матрицей Al2O3 и многослой-
ными графеновыми включениями в форме силь-
но сжатых сфероидов. Теплопроводность гра-
феновых многослойных включений считалась 
приблизительно равной теплопроводности гра-
фита высокого качества, то есть в данном случае 
имеем следующие значения компонент тепло-
проводности (Вт (м×К)⁄ ): k⊥  = 2000, k  = 5,7, 
для матрицы Al2O3 km = 30 [31]. Вычислялись 
отношения компонент и модуля напряженности 
температурного поля в точках M на ребре вклю-
чения к модулю напряженности приложенного 
поля в зависимости от угла α между радиус-
вектором данной точки и осью ξ при различных 
объемных долях включений, при различных ас-
пектных отношения включений, при различных 
величинах угла ϕ между напряженностью при-
ложенного поля и плоскостью включения. Ас-
пектные отношения сжатых сфероидов варьиро-
вались от 50:1 до 104:1. Расстояние между слоями 
в многослойном графене равно 0,335 нм, тогда 
толщина 6-слойного графена приблизительно 
равна 1,68 нм. При аспектном отношении 50:1 
диаметр включения получается равным 84 нм, 
а при аспектном отношении 104:1 – 17 мкм. Не-
которые результаты представлены на рис. 1–3. 

Представленные на рис. 1(а) зависимости 
показывают, что при фиксированной величине 
напряженности приложенного поля значения 
компонент H1 и H2 в точках M на ребре включе-
ния со стороны матрицы существенно зависят от 
угла α между радиус-вектором данной точки 
и вектором напряженности приложенного поля, 
причем в большинстве таких точек величина со-

ответствующей компоненты напряженности 
существенно превышает величину приложен-
ного поля. В то же время компонента H3 имеет 
несущественную, близкую к нулю величину 
(не показана на рисунке). Абсолютная величина 
напряженности поля в этих точках в диапазоне 
α [0 ;68 ]∈ ° ° , как видно из рис. 1(б), более чем 
на порядок превышает напряженность прило-
женного поля, при этом максимальная величина 
достигается в точке на оси ξ, которая приблизи-
тельно в 26–32 раз больше напряженности при-
ложенного поля (в зависимости от объемной до-
ли включений). При увеличении объемной доли 
включений в композите при равномерном рас-
пределении их ориентаций абсолютные вели-
чины компонент и модуль напряженности поля 
в точках M на ребре включения немного умень-
шаются. 

а 

б 

Рис. 1. Зависимости отношения компонент (а) и модуля (б) 
напряженности температурного поля в точках М на ребре
в плоскости ξη графеновых включений к напряженности при-
ложенного поля от угла α между радиус-вектором точки М
и вектором напряженности H0 приложенного поля при различ-
ных объемных долях включений. Аспектное отношение вклю-
чений 50:50:1. Распределение ориентаций включений равно-
мерное. Номера компонент указаны вблизи соответствующих
кривых. Вектор H0 лежит в плоскости включения. Матрица
Al2O3 
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Как следует из представленных на рис. 2 за-
висимостей, увеличение аспектного отношения 
включений (уплощение сфероидов) приводит 
к возрастанию напряженности температурного 
поля в точках ребра включения. Следует отме-
тить, что при величине аспектного отношения, 
приблизительно равной 104, происходит насы-
щение, то есть дальнейшее возрастание напря-
женности поля практически незаметно. При 
этом максимальная величина напряженности 
температурного поля приблизительно в 65 раз 
превышает напряженность приложенного поля. 

а 

б 

Рис. 2. Зависимости отношения компонент (а) и модуля (б)
напряженности температурного поля в точках М на ребре
в плоскости ξη графеновых включений к напряженности при-
ложенного поля от угла α между радиус-вектором точки М
и вектором напряженности H0 приложенного поля при различ-
ных аспектных отношениях включений. Объемная доля вклю-
чений 0,02. Распределение ориентаций включений равномерное.
Номера компоненты указаны вблизи соответствующих кри-
вых. Вектор H0 лежит в плоскости включения. Матрица Al2O3 

В общем случае плоскости ξη включений 
ориентированы различным образом по отноше-
нию к направлению вектора H0 напряженности 
приложенного поля. Приведенные на рис. 3 за-
висимости показывают, что увеличение угла 
между плоскостью ξη включения и H0 приводит 

к уменьшению величины напряженности поля 
в большинстве точек на ребре включения, при 
этом все зависимости от угла α пересекаются 
в одной точке. 

При аспектном отношении включений, рав-
ном 50 (рис. 3), данные зависимости пересека-
ются при α ≈ 82°. При других аспектных отно-
шениях пересечение зависимостей происходит 
при отличных от этого значениях α, при повы-
шении аспектного отношения данная величина α 
немного увеличивается (зависимости не приве-
дены в данной работе). Данный факт, по-види-
мому, отражает особенность модельного при-
ближения графеновых включений сжатыми 
сфероидами и, скорее всего, не имеет большого 
прикладного значения. 
 

Рис. 3. Зависимости отношения модуля напряженности темпе-
ратурного поля в точках М на ребре в плоскости ξη графено-
вых включений к напряженности приложенного поля от угла α
между радиусом-вектором к точке М и проекцией вектора
напряженности H0 приложенного поля при различных уг-
лах ϕ между плоскостью включений и вектором H0. Аспект-
ное отношение включений 50:50:1. Распределение ориента-
ций включений равномерное. Матрица Al2O3 

Из полученных результатов можно сделать 
вывод, что напряженность температурного поля 
в областях вблизи ребер графеновых включений 
со стороны керамической матрицы может до-
стигать значительных величин, которые в не-
сколько десятков раз превышают напряженность 
приложенного температурного поля. Вследствие 
этого в данных областях может иметь место ин-
тенсификация протекающих в них диффузион-
ных и сегрегационных процессов, что в резуль-
тате может приводить к изменениям физических 
характеристик материала. При малых объемных 
долях графеновых включений эти изменения не-
существенно влияют на макроскопические свой-
ства композиционного материала. Однако при 
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увеличении объемной доли включений доля 
областей матрицы, в которых происходят ука-
занные изменения, также увеличивается, что 
в итоге может приводить к ухудшению эксплуа-
тационных характеристик материала, что согла-
суется, в частности, с результатами, полученны-
ми в работе [4]. 

Заключение 
Основным результатом настоящей работы 

являются выражение (20) для оператора концен-
трации напряженности температурного поля на 
поверхности анизотропных включений в форме 
сильно сжатого сфероида в матричном компози-
те, а также выражения (14), (16), (17), которые 
позволяют прогнозировать значения данных ве-
личин в любой точке поверхности данных вклю-
чений в зависимости от внешнего приложенного 
поля, объемных долей и материальных харак-
теристик компонентов композита, ориентации 
включения по отношению к направлению напря-
женности приложенного поля. Проведены мо-
дельные расчеты для случая графеновых много-
слойных включений. Показано, что в точках 
поверхности на ребрах графеновых включений 
в матрице Al2O3 напряженность температурного 
поля может в несколько десятков раз превышать 
напряженность приложенного поля. 
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