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Рассмотрена задача определения температурного поля изотропного твердого тела с 
поглощающим проникающее излучение включением в виде шарового слоя. Анализируе-
мая математическая модель процесса теплопереноса в изучаемой системе базируется на 
гипотезе, что поглощающее включение является термически тонким, т.е. на реализации 
идеи «сосредоточенная емкость», и представляет собой смешанную задачу для уравнения 
в частных производных второго порядка параболического типа со специфическим крае-
вым условием, фактически учитывающим наличие поглощающего включения в системе. 
Идентифицированы достаточные условия, выполнение которых обеспечивает возмож-
ность реализации автомодельного процесса теплопереноса в анализируемой системе. Ка-
чественно исследованы физические свойства изучаемого автомодельного процесса и 
установлены его специфические особенности. Теоретически обоснована реализация ре-
жима термостатирования границы шаровой полости, обладающей поглощающим прони-
кающее излучение включением.   

Ключевые слова: изотропное твердое тело, лазерное излучение, поглощающее вклю-
чение в виде шарового слоя, температурное поле, автомодельное решение. 

 

Введение 
Исследования автомодельных («самоподоб-

ных») процессов теплопереноса занимают важ-
ное место в математической теории теплопро-
водности твердых тел [1‒4]. Как правило, ис-
пользуя это понятие, предполагают, что 
изучаемый физический процесс является гомо-
хромным (однородным по времени) и можно 
проводить поиск его состояния равновесия, ко-
торое не зависит от времени [5‒8]. 

В работах [9‒11] теоретически обоснована 
возможность существования автомодельного 
процесса теплопереноса в изотропном твердом 
теле со сферическим очагом разогрева – шаро-
вой полостью, заполненной высокотемператур-
ным газом, – при наличии (или отсутствии) по-

крытия на его неподвижной или движущейся 
границе. 

Особое место в исследованиях занимает ма-
тематическая модель процесса теплопереноса в 
изотропном твердом теле с поглощающим про-
никающее излучение сферическим включением 
[12‒15]. В работе [16] разработана иерархия 
упрощенных аналогов рассматриваемой модели 
и определены достаточные условия их приме-
нимости при идентификации температурного 
поля анализируемой системы, в работе [17] 
идентифицированы условия реализации авто-
модельного процесса теплопереноса при нали-
чии фазовых превращений в изучаемой системе. 

Цель проведенных исследований ‒ нахожде-
ние достаточных условий, выполнение которых 
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обеспечивает возможность существования ав-
томодельного процесса теплопереноса в про-
зрачном для излучения твердом теле с погло-
щающим включением в виде шарового слоя. 

Исходная математическая модель  
и ее преобразование 

В качестве объекта исследований рассматри-
вается изотропное пространство с включением 
радиуса R  в виде шарового слоя шириной 

1.R∆ = −  Шаровая полость единичного радиу-
са заполнена средой (далее ‒ внешней средой) с 
начальной температурой, отличной от началь-
ной температуры объекта исследований. На 
объект исследований воздействует поток излу-
чения с плотностью мощностью f , для которо-
го он абсолютно прозрачен, но может погло-
щаться шаровым слоем.  

В предположении, что тепловой контакт в 
анализируемой системе является идеальным, и 
с учетом ранее полученных результатов [16] 
математическая модель процесса формирования 
температурного поля объекта исследований 
может быть представлена в следующем виде:  
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где последнее условие означает, что при каж-
дом фиксированном значении Fо 0≥  функция 
θ(ρ,Fо)  интегрируема с квадратом и весом 2ρ  
по радиальному переменному [ )ρ 1,∈ +∞  [18]. 

В математической модели (1) использованы 
следующие безразмерные переменные и пара-
метры:  
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где ( , )T r t  ‒ температура в момент времени t  в 
точках изучаемой системы, отстоящих от цент-
ра шаровой полости радиуса 0r  на расстоянии r ; 
λ  ‒ теплопроводность; a  ‒ температуропро-
водность; T∗  ‒ масштабная температура; индек-
сы: 1 ‒ изотропное пространство; 2 – погло-
щающий шаровой слой ширины ∆ ; с  ‒ внеш-
няя среда; 0  ‒ начальное значение. 

Для достижения основной цели исследова-
ний реализуем в математической модели (1) 
идею «сосредоточенная емкость» [19], т.е. бу-
дем предполагать, что среднеинтегральная тем-
пература шарового слоя  
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равна как температурам его границ, так и тем-
пературе контактной границы анализируемой 
системы: 
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Умножив левую и правую части второго 
уравнения в (1) на 3 13( 1)R −−  с последующим 
интегрированием по радиальному переменному 
ρ  в пределах от 1 до R , воспользовавшись 
условиями сопряжения при ρ R= , условием 
принадлежности искомой функции заданному 
классу функций и равенствами (2), (3), транс-
формируем математическую модель (1) к виду: 
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где 
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Математическая модель (4) – модель «сосре-
доточенная емкость» – представляет собой 
смешанную задачу для линейного уравнения в 
частных производных второго порядка парабо-
лического типа, наличие поглощающего шаро-
вого слоя в которой фактически учитывается 
краевым условием при ρ ,R=  явно содержащим 
производную безразмерной температуры по пе-
ременному Fо . 

Если воспользоваться стандартным приемом 
[1] и считать  
 (ρ,Fо) ρθ(ρ,Fо),V   (5) 
то согласно (4), (5) функция ( ,Fо)V ρ  должна 
являться решением следующей смешанной за-
дачи для уравнения в частных производных 
второго порядка параболического типа: 
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Постановка автомодельной задачи  
и ее решение 

Реализуем в задаче (6) автомодельную под-
становку  
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и введенных обозначений 
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смешанная задача (6) эквивалентна краевой за-
даче: 
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Отметим, что начальное условие при Fо=0  в 
смешанной задаче (6) в автомодельных пере-
менных (7) будет иметь вид краевого условия 
задачи (9), заданного при ξ .= +∞  

Непосредственный анализ математической 
модели (8), (9) позволяет сделать вывод о реа-
лизуемости автомодельного процесса теплопе-
реноса при выполнении следующих условий: 
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где 0 00,γ 0f ≥ > – постоянные. 
При выполнении условий автомодельности 

(10) решение краевой задачи (9) определяется 
как [9]: 
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где штрихом обозначена производная по пере-
менному ξ ; { }erfc   – дополнительная функция 
ошибок Гаусса [2]. 

Результаты и обсуждение 

Для получения содержательной информации 
о свойствах изучаемого процесса теплоперено-
са обратимся к условиям автомодельности (10) 
реализуемого граничного режима. 

В простейшей ситуации (Fo) 0Q =  (инерт-
ный шаровой слой) зависимость между функ-
циями Bi(Fo)  и ς(Fo)  определяется как [10] 
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f R
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а закон теплообмена в изучаемой системе имеет 
вид 

 0Bi(Fo) 1 , Fo 0.
Fo

RR γ = − ≥ 
 

 (13) 

При этом при каждом фиксированном значе-
нии Fo 0≥  функция Bi(Fo) , определенная ра-
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венством (13), может принимать лишь неотри-
цательные значения, поэтому должно выпол-
няться условие 
 0Fo γR≤ . (14) 

Условие (14) можно рассматривать как до-
статочное условие автомодельности реализуе-
мого граничного режима. 

В предельном случае Bi(Fo) 0=  (тепловая 
изоляция границы шарового слоя), согласно 
(12), безразмерная температура внешней среды 
обращается в бесконечность, т.е. изменяется в 
режиме с обострением [8], при Bi(Fo) = +∞  

1
0 ς(Fo) 1.Rf − →  При этом вне зависимости от 

реализуемого режима теплообмена в системе 
безразмерная температура ее контактной гра-
ницы (0) θ( ,Fo) constU R R≡ −  определена вто-
рым равенством в (11). 

При (Fo) 0Q > , воспользовавшись условия-
ми автомодельности (10) и равенствами (8), 
приходим к следующему представлению зави-
симости между функциями Bi(Fo),ς(Fo)  и 

(Fo) :Q  
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где закон теплообмена в изучаемой системе 
определен равенством (13), а закон изменения 
безразмерной температуры внешней среды 
имеет вид: 

 0 0
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( γ Fo

Rf Q
R R
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При реализации граничного режима, доста-
точное условие автомодельности которого 
определено неравенством 0Fo γ ,R<  функция 
Bi(Fo)  ‒ монотонно убывающая, причем 
Bi(0) ,= +∞  и обращается в нуль в конечный 
момент времени 2

0Fo ( γ ) ,R∗ =  называемый мо-
ментом обострения граничного режима. При 
этом безразмерная температура теплоизолируе-
мой границы (0) θ( ,Fo)U R R≡  определена вто-
рым равенством (11) и зависит от параметра ав-
томодельности 0f , задаваемого первым усло-
вием в (10). 

Особый интерес представляет случай 0 0,f =  
наиболее содержательно отражающий специфи-
ческие особенности автомодельного процесса 
теплопереноса в изучаемой системе. Его реали-
зация обеспечивает возможность термостатиро-

вания контактной границы (0) θ( ,Fo) 0.U R R≡ =  
При этом, согласно (15), справедливо равенство 

Bi(Fo)ς(Fo) (Fo) 0,Q+ =  

где функция ς(Fo) , определенная равенством 
(16), преобразуется к виду: 

0

(Fo) Foς(Fo) ;
( γ Fo)
Q

R R
= −

−
 

ς(Fo ) .∗ = −∞  
Представленные результаты иллюстрируют 

физически объяснимый факт: реализация авто-
модельного процесса теплопереноса в изучае-
мой системе возможна лишь при ее охлаждении 
внешней средой. 

Заключение 

Реализуемость автомодельного процесса 
теплопереноса в прозрачном для излучения 
твердом теле с поглощающим включением в 
виде шарового слоя непосредственно связана с 
выполнением условий, представленных сово-
купностью равенств (10). Эти условия полно-
стью и однозначно определяют структуру пото-
ка лазерного излучения, реализуемого режима 
теплообмена в анализируемой системе и закон 
изменения температуры внешней среды. Уста-
новлено, что реализация автомодельного про-
цесса теплопереноса обеспечивает возможность 
термостатирования границы шаровой полости, 
обладающей поглощающим проникающее из-
лучение включением. 
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Self-similar heat transfer processes in a transparent for radiation solid body  
with absorbing inclusion in the form of a spherical layer 
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In connection with theoretical and applied significance of studies of auto-model ("self-
similar") processes of heat transfer in solid bodies, problems of determination of non-stationary 
temperature field of isotropic solid body with absorption of penetrating radiation inclusion as a 
spherical shape layer have been formulated. The analysed mathematical model of the heat trans-
fer process in the studied system is based on the hypothesis that absorbing inclusion is thermally 
thin, i.e. the implementation of the idea of "concentrated capacitance," and is a mixed task for 
the equation in second-order partial derivatives of the parabolic type with a specific regional 
condition actually taking into account the presence of absorbing inclusion in the system. Suffi-
cient conditions are identified, fulfilment of which provides possibility of implementation of 
self-similar process of heat transfer in analysed system. It is theoretically justified that the feasi-
bility of the heat transfer process under study is directly related to the fulfilment of the condi-
tions represented by the set of two equations. These conditions fully and unambiguously deter-
mine the structure of the laser radiation flux, the realized mode of heat exchange in the analysed 
system and the law of temperature change of the medium filling the spherical cavity. In order to 
obtain meaningful information on properties of self-similar process of heat transfer, physical 
properties of studied process are qualitatively investigated and its specific features are estab-
lished. It has been found that the implementation of the auto-model process of heat transfer pro-
vides the possibility of thermostating the boundary of the spherical cavity, which has an inclu-
sion absorbing penetrating radiation. 

Keywords: isotropic solid body, laser radiation, absorbing inclusion in the form of a spheri-
cal layer, temperature field, self-similar solution. 
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