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Синтез оптимального управления линейными

логико-динамическими системами

А.С. Бортаковский,    Е.А. Пегачкова

Рассматривается задача оптимального управления логико-динамическими системами, дина-

мическая часть которых описывается линейными дифференциальными уравнениями, а логическая

часть – линейными разностными уравнениями, моделирующими работу автомата с памятью.

Качество управления оценивается квадратичным функционалом. Поставленная задача аналогич-

на классической проблеме Летова – Калмана аналитического конструирования оптимальных ре-

гуляторов. Выведены уравнения для нахождения синтезирующей функции и оптимального управ-

ления с обратной связью. Оптимальное управление динамической частью системы реализуется

линейным регулятором  (как и в классической задаче), а оптимальное управление логической ча-

стью описывается рекуррентными уравнениями. Разбираются примеры оптимальных процессов,

в том числе со счетным множеством переключений логической части системы.

Введение 

Логико-динамические системы (ЛДС) являются математическими моделями многорежимных

систем автоматического управления технологическими процессами и движущимися объектами  [1-

5]. Эти системы могут служить моделями интеллектуальных систем управления движением. Поло-

жение объекта управления детерминированной ЛДС в фиксированный момент времени задается

вектором состояния динамической части ЛДС, а траектории движения объекта управления описы-

ваются дифференциальными уравнениями. Пространство состояний логической части ЛДС имеет,

как правило, дискретный характер и определяется векторами с целочисленными (или логически-

ми)  компонентами.  Изменения  состояния  логической  части  ЛДС описываются  рекуррентными

уравнениями,  моделирующими работу автомата с памятью. Логическая (автоматная)  часть ЛДС

влияет на поведение динамической части. Каждому состоянию логической части системы соответ-

ствует определенный тип траектории движения. Переключение логической части задает момент

перехода от одной типовой траектории к другой. Возможность такого перехода зависит от состоя-

ния динамической части системы и от предыдущего состояния логической части. Причем каждое

переключение с одной типовой траектории на другую оценивается, и его "стоимость" включается в

критерий качества управления ЛДС (в виде штрафных слагаемых). 
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В  настоящей  статье  рассматриваются  детерминированные  логико-динамические  системы

(ЛДС), динамическая часть которых описывается линейными дифференциальными уравнениями,

а логическая часть – линейными разностными уравнениями, моделирующими работу автомата с

памятью [1-5]. Качество управления оценивается квадратичным функционалом. Поставленная за-

дача аналогична классической проблеме Летова – Калмана [4,6] аналитического конструирования

оптимальных  регуляторов  (АКОР),  но  в  классе  логико-динамических  систем.  По  сравнению  с

классической  проблемой  рассматриваемая  задача  отличается  дополнительными  рекуррентными

уравнениями,  описывающими  логическую  часть  ЛДС,  а  также  наличием  в  критерии  качества

штрафных слагаемых за переключения логической (автоматной) части ЛДС. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты №05-01-00458, №06-08-00882).

1. Постановка задачи

Пусть поведение детерминированной линейной ЛДС описывается соотношениями

             tutCtytBtxtAtx  ,                   00 xtx  ,       10 ttt  ; (1)

              vCyBxAy ### 0 ,    00 0 yty  ,  10 tt  ; (2)

где x ,  y  –  векторы  состояния  динамической  и  логической  частей  ЛДС,  соответственно,

nRXx  , mRYy  ;   

u ,  v  –  векторы  управления  динамической  и  логической  частями  ЛДС,  соответственно,

pRUu  , qRVv  ;

матрицы  tA ,  tB ,  tC  имеют размеры  nn ,  mn ,  pn  соответственно и непре-

рывны на ],[ 10 ttT  ;

матрицы  tA# ,  tB# ,  tC#  имеют размеры  nm ,  mm ,  qm  соответственно. 

Допустимыми процессами считаются четверки          vuyx ,,, , где  y ,  v  – непре-

рывные справа кусочно-постоянные функции YTy : , VTv : ;  x  – абсолютно непрерывная

функция XTx : , а  u  – измеримая функция UTu : , причем функции  tx ,  ty ,  tu ,  tv

удовлетворяют начальным условиям   00 xtx  ;    00 0 yty  , почти всюду на T  – дифференци-

альному уравнению (1) и в каждой точке разрыва T  функции  y  – рекуррентному уравне-

нию (2). Функции  x  и  y  определяют траектории движения динамической и логической ча-

стей ЛДС соответственно, а функции  u  и  v  – управления. Множество допустимых процес-

сов обозначим через  000 ,, yxtD .  

Качество управления оценивается квадратичным функционалом

                   
1

0

2
1

2
1

t

t

TTT dttutQtutytGtxtxtDtxI
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                    


yFyyGxxDx TTT
#2

1
##2

1 0       vQvT
#2

1

           1112
1

1111112
1 tyFtytyGtxtxDtx TTT  , (3)

где матрицы  tD ,  tG ,  tQ  имеют размеры nn , mn , pp  соответственно и непрерыв-

ны на ],[ 10 ttT  ;

матрицы   tD# ,   tG# ,   tF# ,   tQ# ,  1D ,  1G ,  1F  имеют размеры  nn ,  mn ,  mm ,

qq , nn , mn , mm   соответственно;

матрицы  tD ,  tD# ,  tF# , 1D , 1F  – симметрические неотрицательно определенные;

матрицы  tQ ,  tQ#  – симметрические положительно определенные;

   – неотрицательная функция. Суммирование в (3) ведется по всем точкам разрыва   ку-

сочно-постоянной непрерывной справа функции  y . 

Требуется найти оптимальные управления   yxt ,,u  и   yxt ,,v  с полной обратной связью

динамической и логической частями ЛДС, которые для каждого начального состояния   00 , yx

порождали бы оптимальный допустимый процесс           vuyx ,,, :        tytxttu   ,,u

,         tytxttv   ,,v    Tt  минимизирующий функционал (3).

2. Условия оптимальности

Из  достаточных  условий  оптимальности  ЛДС  [3,5]  следует,  что  синтезирующая  функция

 yxt ,, , аналогичная функции Беллмана, а также оптимальные управления с полной обратной

связью  yxt ,,u  и   yx,,v , динамической и логической частями ЛДС соответственно удовле-

творяют уравнениям (в которых для сокращения записи опущена зависимость всех матриц от вре-

мени t ):

  yFyyGxxDxyxt TTT
12

1
112

1
1 ,,  ; (4)

       yxtCyBxAyxtyxt xt ,,,,,, u     0,,,,
2
1

2
1  yxtQyxtyGxxDx TTT uu ; (5)

      yGxxDxyxCyBxAxyx TT
##2

1
### ,,,,,,0 v

     yxCyBxAFyxtCyBxA T ,,,, #######2
1  vv ; (6)

    uQuyGxxDxuCyBxAyxt TTT
xt

Uu
2
1

2
1minarg,, 


u ; (7)

    


yGxxDxvCyBxAxtyxt TT

Vv
##2

1
###,,minarg,,v

    vCyBxAFvCyBxA T
#######2

1  . (8)

Будем искать квадратичную синтезирующую функцию вида 
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         tytyytxxtxyxt TTT 
2
1

2
1,, , (9)

где  t ,  t ,  t  – матрицы размеров nn , mn , mm  соответственно, причем матрицы

 t ,  t  симметрические неотрицательно определенные, а  t  – скалярная функция.

Запишем условие (4):

        yFyyGxxDxtytyytxxtx TTTTTT
12

1
112

1
112

1
112

1  .

Это условие будет выполнено, если потребовать 

  11 Dt  ;      11 Gt  ;       11 Ft  ,       01  t . (10)

Выражение в фигурных скобках в (7) для функции (9) обозначим через 

    CuByAxxyyyxxxuyxtP TTTT
2
1

2
1

2
1,,, 

    uQuyGxxDxCuByAxyxCuByAx TTTTTT
2
1

2
1

2
1  .

Учитывая положительную определенность матрицы Q , находим единственную точку глобального

минимума функции  uyxtP ,,,  по аргументу u :

          ytxttCtQyxt T  1,,u . (11)

Подставляя  (11)  в  выражение   uyxtP ,,,  и  приравнивая  коэффициенты квадратичной  формы

нулю, получаем (опуская зависимость всех матриц от времени t ):

01   TT CCQDAA ,

01   TT CQCGAB , (12)

01   TTTT CCQBB ,

0 .

Равенства (11),(12) обеспечивают выполнение условий (5), (7).

Выражение в фигурных скобках в (8) для функции (9) обозначим 

    vCyBxAxxxvyxP TT
###2

1
# ,,,

     yGxxDxvCyBxAvCyBxA #
T

#
TT

2
1

######2
1

    vQvvCyBxAFvCyBxA #
T

####
T

### 2
1

2
1  .

Предполагая, что матрица   #### CFCQ T   положительно определенная, найдем единствен-

ную точку глобального минимума функции  vyxP ,,,#   по аргументу v :

          yMxLCKyx T  #,,v , (13)

где    1
####


 CFCQK T ,    ## AFL T  ,    ## BFM  . Подставляя (13) в (6) и при-

равнивая коэффициенты квадратичных функций в обеих частях равенства, получаем:

    LKCCLDAFAAA TTTTT
########0  ;

    ####0 GMKCCBL TT  ; (14)
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    MCKCMBFB TTT
#####0  ;

      0 .

Матрицы в правых частях уравнений (14) взяты в момент времени  . Эти равенства должны вы-

полняться, если синтезирующая функция  yx,,  имеет разрыв, т.е. при выполнении неравен-

ства (условия разрыва): 

   vyxPyx
Vv

,,,min,, # 
 , (15)

в противном случае скачка нет и синтезирующая функция непрерывна:     yxyx ,,,,0  ,

т.е.

    0 ,       0 ,       0 ,       0 . (16)

Обозначив разность

      


yxvyxPyx
Vv

,,,,,min,, #

   xLKCCLDAFAAAx TTTTTT ][ ########2
1    yGMKCCBLx TTT ][ ####

   yMCKCMBFBy TTTT ][ #####2
1 , (17)

условие разрыва (15) можно записать в виде:

 
   

   








 

,0,,,,,

,0,,,,,,min
,,0 #

yxyx

yxvyxP
yx Vv (18)

или, что то же самое:

при   0,,  yx  выполняются условия (13), (14);

при   0,,  yx  выполняются условия (16).

Другими словами, при   0,,  yx  синтезирующая функция (9) имеет разрыв, "величина" кото-

рого определяется равенствами (14), а оптимальное управление логической частью имеет вид (13).

В противном случае, при   0,,  yx , синтезирующая функция (9) непрерывна (выполняются

равенства (16)), при этом управление логической частью находить не нужно, поскольку она сохра-

няет свое состояние неизменным. Равенства (13),(14) с учетом (17),(18) обеспечивают выполнение

условий (6), (8). 

В постановке задачи не исключается случай многократного переключения автоматной части

(т.е. многократного изменения состояния логической части ЛДС) в фиксированный момент време-

ни. В этом случае условия (13),(14),(15) нужно записать в виде рекуррентных уравнений. Обозна-

чим синтезирующую  функцию после  k  переключений состояний логической части системы в

фиксированный момент времени   через

          kk
T

k
T

k
Tk yyyxxxyx

2
1

2
1)( ,, . (19)
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Матрицы k , k , k  и величина k  удовлетворяют системе рекуррентных уравнений, получаю-

щейся из (14):

  k
T

k
T
kk

TT
k

T
kkk LCKCLDAFAAA ########1   ;

  ####1 GMCKCBL k
T

k
T
kk   ; (20)

  k
T

k
T
kk

T
k MCKCMBFB #####1   ;

   kk 1 ,

где    1
####


 CFCQK k
T

k ,    ## AFL k
T
kk  ,    ## BFM kk  .  Решения  системы  (20)

должны удовлетворять начальным условиям 

   0 ,      0 ,      0 ,      0 . (21)

Оптимальное управление при каждом переключении определяется равенством 

          yMxLCKyx kk
T

k
k 

#
)1( ,,v , (22)

а оптимальное количество k  переключений вычисляется по формуле

 yxk k

k
,,minarg )(

,...2,1,0





, (23)

при этом выполняется равенство 

   yxyx k

k
,,min,,0 )(

...,2,1,0


 . (24)

Оптимальная "траектория" логической части системы

)0()0( yy  , )1(y , )2(y , …, )()( 


yy k

в фиксированный момент времени   находится согласно уравнению (2) при оптимальном управ-

лении (22):

)0()0(  yy ,  

          )()(
#

)(
##

)1( ,, kkkkk yxCyBxAy   
v ,   1,...,1,0  kk , 

)()(


 kyy ,

где k  – оптимальное количество переключений (23).

Если в функционале (3) "штраф"    за переключение состояния логической части системы

функция отсутствует  (т.е.    0 ),  то  возможен режим с бесконечным (счетным)  множеством

переключений логической части системы в фиксированный момент времени. В этом случае число

k  в (23) не определено, а формула (24) принимает вид

   yxyx k

k
,,lim,,0 )( 


. (25)

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема (о решении проблемы АКОР в классе ЛДС). Синтезирующая функция для задачи

оптимального управления (1)–(3) имеет вид (24)
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   yxtyxt k

k
,,min,,0 )(

...,2,1,0


 ,

где           tytyytxxtxyxt kk
T

k
T

k
Tk 

2
1

2
1)( ,, ,     ...,2,1,0k ;  причем  функции

 tk ,  tk ,  tk ,  tk  удовлетворяют системе рекуррентных уравнений (20) с начальными

условиями (21), а функции  t ,  t ,  t ,  t  – системе дифференциальных уравнений (12) с

конечными условиями (10). Оптимальные позиционные управления динамической и логической ча-

стями ЛДС имеют вид (11) и (22) соответственно:

          ytxttCtQyxt T
00

1,,  u ,

          ytMxtLtCtKyxt kk
T

k
k 

#
)1( ,,v ,     1...,,2,1,0  kk ,

где    1
####


 CFCQK k
T

k ,   ## AFL k
T
kk  ,   ## BFM kk  . Оптимальное количество

k  переключений логической части и минимальное значение функционала (3) для траектории (1),

(2) определяются по синтезирующей функции:

   yxtyxtk k

k
,,minarg,, )(

,...2,1,0





,                      
   000

,,
,,0min

000

yxtdI
yxtd


D .

З а м е ч а н и я . 1. При 0k  логическая часть сохраняет свое состояние (переключений нет),

а синтезирующая функция является непрерывной: 

     yxtyxtyxt ,,,,,,0 )0( . 

2. При 0k  переключения состояний логической части системы происходят в соответствиии

с (25):

)0()0(  tyy ,  

          )()(
#

)(
##

)1( ,, kkkkk ytxttCytBtxtAy  
 v ,   1,...,1,0  kk , 

)()(


 kyty .

где k  – оптимальное количество переключений (23).

3. При   0 t  возможен режим с бесконечным (счетным) числом переключений логической

части. В этом случае синтезирующая функция находится как предел

     yxtyxtyxt k

k

k

k
,,lim,,inf,,0 )()(

...,2,1,0


 .

3. Методика синтеза оптимального управления

Для нахождения оптимальных позиционных управлений ЛДС нужно выполнить следующие

действия.

1. Решить систему дифференциальных уравнений

00
1

0000   TT CCQDAA ,         110 Dt  ,
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00
1

0000   TT CQCGAB ,        110 Gt  ,

00
1

0000   TTTT CCQBB ,                 110 Ft  ,

00  ,                                                                       010  t .

2. Найти оптимальное позиционное управление динамической частью ЛДС

          ytxttCtQyxt T
00

1,,  u .

3. Решить систему рекуррентных уравнений

  k
T

k
T
kk

TT
k

T
kkk LCKCLDAFAAA ########1   ;

  ####1 GMCKCBL k
T

k
T
kk   ;

  k
T

k
T
kk

T
k MCKCMBFB #####1   ;

 tkk  1 ,   ...,2,1,0k ,

где    1
####


 CFCQK k
T

k ,     ## AFL k
T
kk  ,     ## BFM kk  .

4. Найти конечные разности

     yxtyxtyxt kkk ,,,,,, )()1()1(   ,    ...,2,1,0k ,

где           tytyytxxtxyxt kk
T

k
T

k
Tk 

2
1

2
1)( ,, .

5.  По  знакам  конечных  разностей  определить  оптимальное  количество   yxtkk ,, 

переключений логической части системы:

  0,,  yxtk  (нет переключений), если   0,,)1(  yxt ;

  1,,  yxtk , если   0,,)1(  yxt  и   0,,)2(  yxt ;

  2,,  yxtk , если   0,,)2(  yxt  и   0,,)3(  yxt

и т.д.

6. Найти оптимальное позиционное управление логической частью ЛДС

          ytMxtLtCtKyxt kk
T

k
k 

#
)1( ,,v ,  1...,,2,1,0  kk .

В п.1,3 зависимость всех функций от времени t  опущена для сокращения записей.

Использование предлагаемого алгоритма для приближенного решения задачи на компьютере

трудно реализуемо, поскольку в п.3 требуется найти общее решение системы рекуррентных урав-

нений,  а в п.5 нужно минимизировать последовательность функций.  Поэтому предлагается для

управления логической частью системы использовать оптимальное программное управление, по-

рождаемое оптимальным позиционным. 

Для нахождения оптимального процесса, минимизирующего оставшиеся потери функционала

(3), т.е. нахождения оптимального управления и оптимальной траектории ЛДС, исходящей в мо-

мент времени ),[ 10 tt  из состояния    xx ,    yy 0 , нужно выполнить следующие дей-

ствия.
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1. Решить систему дифференциальных уравнений

00
1

0000   TT CCQDAA ,         110 Dt  ,

00
1

0000   TT CQCGAB ,        110 Gt  ,

00
1

0000   TTTT CCQBB ,                 110 Ft  ,

00  ,                                                                       010  t .

2. Для  ...,2,1,0k  вычислить последовательно матрицы  k , k , k  и величины  k  по

формулам  

  k
T

k
T
kk

TT
k

T
kkk LCKCLDAFAAA ########1   ,    00 ;

  ####1 GMCKCBL k
T

k
T
kk   ,                                                          00 ,

  k
T

k
T
kk

T
k MCKCMBFB #####1   ,                                                00 ,

   kk 1 ,                                                                                       00 ,

где    1
####


 CFCQK k
T

k ,     ## AFL k
T
kk  ,     ## BFM kk  , 

а также значения функций

           kk
T

k
T

k
Tk yyyxxxyx

2
1

2
1)( ,, ,     ...,2,1,0k

Вычисления продолжать (для ...,2,1,0k ) пока выполняется неравенство

      0,,,,,, )()1()1(  



 yxyxyx kkk  .

Номер k , при котором выполняется противоположное неравенство 

      0,,,,,, )()1()1( **
 




 
yxyxyx kkk  ,

определяет оптимальное количество   
  yxk ,,  переключений логической части ЛДС в пози-

ции   yx ,, .

3. Найти оптимальную последовательность состояний логической части системы

 yy )0( ,  

       )()(
#

)(
##

)1( ,, kkkkk yxCyBxAy 



 


v ,   1,...,1,0  kk , 

)()(


 kyy ,

где             yMxLtCKyx kk
T

k
k 

#
)1( ,,v ,  1...,,2,1,0  kk .

4. Найти траекторию движения динамической части ЛДС, решая уравнение

             tutCytBtxtAtx 

с начальным условием     xx , а также оптимальное программное управление динамической

частью ЛДС

                     yttxttCtQytxttu T1,,u .

Интегрирование продолжать, начиная с момента времени t , пока выполняется условие 
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               0,,,,,, )0()1()1(  ytxtytxtytxt .

Нарушение этого неравенства в момент 1t  означает, что необходимо изменить состояние логи-

ческой части системы. Для этого следует повторить пп.2,3,4 алгоритма для траектории системы,

исходящей в момент времени 1t  из состояния  11
 xx ,     yyy 011 .

4.  Пример

Рассмотрим пример применения достаточных условий оптимальности. Требуется найти опти-

мальное позиционное управление ЛДС:

     tutytx  ,        10 x ,    10  t , 

      vyy 0 ,     10 y ,   10  ,

         min11 2
2
12

2
12

2
1

1

0

2
2
1  


yxvdttuI

в случаях   а) 1 ;   б) 8
1 ;  в) 0 .

По сравнению с общей постановкой (1),(2),(3) имеем: 

1n , RX  , 1m , RY  , 1p , RU  , 1q , RV  , 00 t , 11 t , 

  0tA ,     1tB ,    1tC ,    0tD ,     0tG ,                      1tQ ,

  0# tA ,   1# tB ,   1# tC ,   0# tD ,   0# tG ,   0# tF ,   1# tQ ,

11 D ,  01 G ,  11 F .

Применим методику синтеза оптимальных позиционных управлений ЛДС (см. разд.3).

1. Решим систему дифференциальных уравнений

00
1

0000   TT CCQDAA ,         110 Dt  ,

00
1

0000   TT CQCGAB ,        110 Gt  ,

00
1

0000   TTTT CCQBB ,                 110 Ft  ,

00  ,                                                                       010  t .

Для рассматриваемой задачи имеем системы уравнений

02
00  ,    00000  ,    02 2

000  ,    00 

с начальными условиями  

  11 10  D ;      01 10  G ;       11 10  F ;      010  .

Интегрируя, получаем

 
t

t



2

1
0 ,      

t

t
t





2

1
0 ,       

t
tt




2

1
10 ,      00  t .

2. Находим оптимальное позиционное управление динамической частью ЛДС
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              
t

yt

t

x
ytxtytxttCtQyxt T







 
2

)1(

2
,, 0000

1u .

3. Решаем систему рекуррентных уравнений

  k
T

k
T
kk

TT
k

T
kkk LCKCLDAFAAA ########1   ;

  ####1 GMCKCBL k
T

k
T
kk   ;

  k
T

k
T
kk

T
k MCKCMBFB #####1   ;

 tkk  1 ,   ...,2,1,0k ,

где    1
####


 CFCQK k
T

k ,     ## AFL k
T
kk  ,     ## BFM kk  .

Для рассматриваемой задачи система имеет вид

k

k
kk 


  1

2

1 ;   
k

k
k 


  11 ;   

k

k
k 


  11 ;     kk 1 ,

а ее решения:

0

2
0

0 1 




k

k
k ,      

0

0

1 




kk ,        
0

0

1 




kk ,        kk .

4. Находим конечные разности

       yxtyxtyxt kkk ,,,,,, )()1()1(
    

)1)(1(2 000

2
00






kk

ytxt  ,    ...,2,1,0k

5.  По  знакам  конечных  разностей  определяем  оптимальное  количество   yxtkk ,, 

переключений логической части системы:

  0,,  yxtk  (нет переключений), если   0,,)1(  yxt , т.е.  )1(2 000  yx  ;

  1,,  yxtk , если   0,,)1(  yxt  и   0,,)2(  yxt , т.е.

)21)(1(2)1(2 00000  yx

и т.д.

  kyxtk  ,, , если   0,,)(  yxtk  и   0,,)(  yxtk , т.е.

)1)(1(2)1)(1(2 00000000  kkyxkk .

6. Находим оптимальное позиционное управление логической частью ЛДС

              
   tkt

ytxt
ytMxtLtCtKyxt kk

T
k

k

00

00
#

)1(

1
,,




v ,  1...,,2,1,0  kk ,

так как  
00

0

1

1

1

1









k

k
K

k
k ,   

0

0

1 




k
L kk ,   

0

0

1 




k
M kk .
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Используя эти позиционные управления, найдем оптимальную траекторию ЛДС, исходящую

из заданного начального состояния:    100  xx ,    100  yy . Вычислим предварительно для

0t :   
2
1

0 0  ,    
2
1

0 0  ,    
2
3

0 0  ,     000  .

а) Для 1  определяем оптимальное количество переключений логической части системы.

Так как для 100  yx  выполняется неравенство

)1(2 00000  yx        )1(1211
2
3

2
3

2
1         52  ,

то переключений логической части нет (   01,1,0 k  при 1 ). Поэтому     100  yy . Ин-

тегрируя уравнение 

     tutytx 

при   1ty  и оптимальном управлении 

       
t

t

t

x
tytxtyxt








2

1

2
,, 00u ,

получаем траекторию    1tx  и оптимальное программное управление    1tu  динамической

частью ЛДС. На оптимальной траектории вычисляем минимальное значение функционала 

       1,1,011min )0(
2
3

2
1

2
1

2
12

2
12

2
1

1

0

2
2
1   yxdttuI .

Заметим, что на оптимальной траектории   1tx ,   1ty  переключений логической части систе-

мы нет, так как

         
  














t

tt
t

t

t
yxtytxt

2
1

2

2
1

2
1

2
00

0

)1(

112

111
1

)1(2

1
,,

 
  0
22

2
1

2
1

2







t
t

t
 ,

поскольку дробь не больше 1 (ее числитель не больше 4, а знаменатель не меньше 4).

б) Для 8
1  определяем оптимальное количество переключений логической части системы.

Так как для 100  yx  выполняются неравенства

)21)(21(2)21)(21(2 00000000  yx       

    )21)(21(211)21)(21(2
2
3

2
3

2
3

8
1

2
3

2
1

2
3

2
3

2
3

8
1         2

11
2
5 2  , 

то  оптимальное  количество  переключений  логической  части  ЛДС равно  2  (   21,1,0 k  при

8
1 ). Оптимальное позиционное управление имеет вид

     
    53

3

001

00
,,0

00

00)1(










k

yx

k

yx
yxkv ,  1,0k ;
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т.е.  
5

3
,,0)1( yx
yx


v ,    

8

3
,,0)2( yx
yx


v . Применяя эти управления, находим последова-

тельность состояний логической части ЛДС:

10
)0(  yy ,  

 
2
1

2
1)2()0()1( 11,1,0  vyy ,

  0,1,0
2
1

2
1

2
1)1()1()2(  vyy .

Следовательно,    00 )2(  yy . На рис.1 изображена траектория логической части ЛДС (двойная

линия), а также показано разбиение пространства состояний в начальный момент времени ( 0t )

прямыми )1)(1(2 00000  kkyx  (при 8
1 ) на области с фиксированным коли-

чеством k  переключений, штриховой линией изображена прямая 000  yx .

Интегрируя уравнение 

     tutytx 

при   0ty  и оптимальном управлении 

       
t

x
tytxtyxt




2
,, 00u ,

получаем оптимальную траекторию динамической части системы 2
2 tx  . На оптимальной траек-

тории вычисляем минимальное значение функционала 

         2
22

1
8
12

12
1

8
12

2
12

2
1

1

0

2
2
1 11min vvyxdttuI

 1,1,00 )2(
4
3

4
1

2
1

4
1

2
1

8
2

2
1

4
1

2
1

4
1

2
1  .
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x

y

1

1

 – 1

3k

2k

1k

1k

0k
0k

x

y

1

1

 – 1

k

k

0k

Рис.1

3
1

Рис.2



Заметим, что на оптимальной траектории 2
2 tx  ,   0ty  больше переключений нет, так как для

конечной разности 

         
  

















t

t
t

t
t

t

t
yxtytxt

2
1

2

2
1

2
2

2
1

2
00

0

)1(

112

01

8

1

)1(2

1
,,

)2(8

)1(

8

1

2
1

2

t
t

t







выполняется условие      0,,)1(  tytxt , поскольку числитель второй дроби не больше 1, а зна-

менатель не меньше 16.

в) В случае 0  все конечные разности отрицательные

      
)1)(1(2

,,
000

2
00)1(




 

kk

ytxt
yxtk  ,    ...,2,1,0k

Для начального состояния 100  yx  имеем 

 
 

0
)1)(1(2

11
1,1,0

2
3

2
3

2
3

2

2
3

2
1

)1( 



 

kk
k   при всех ...,2,1,0k

Поэтому в этом случае логическая часть системы совершает бесконечное число переключений. На

рис.2 в пространстве начальных состояний (при 0t ) изображена прямая 000  yx . Для то-

чек этой прямой отсутствуют переключения логической части ЛДС ( 0k ). Для всех остальных

начальных  состояний  требуется  совершить  бесконечное  (счетное)  количество  переключений  (

k ). 

Построим минимизирующую последовательность допустимых процессов. Пусть k  – фикси-

рованное количество переключений. Тогда последовательности оптимальных управлений и состоя-

ний логической части системы имеют вид: 

23

4

23

31 )0(
)(













kk

y
v k ,     

23

23

23

4
1)()0()1(

















k

k

k
vyy k ;

23

4

2)1(3

31 )1(
)1(












kk

y
v k ,    

23

63

23

4

23

23)1()1()2(























k

k

kk

k
vyy k ; 

 . . . ,

23

4

5

31 )1(
)1(











k

y
v

k
,    

23

2

23

423)1()1()(




















k

k

k

kk
vyy kk   .

Вычислим сумму штрафов за k  переключений:

 
2

1

2

2
1

1

2)(
2
1

)23(

8

23

4


























k

k

k
v

k

k

k

k

k .

Найдем предельное состояние логической части системы и предельное значение суммы штрафов.

При k  получаем 
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3

1

23

2
limlim )()( 

















 k

k
yy

k

k

k
;

  0
)23(

8
limlim

2
1

2)(
2
1 








 



 
k

k
v

k

k

k

k

k
.

На рис.2 изображена оптимальная траектория (двойная прерывистая линия), а также отмечено со-

стояние 1x ,  3
1y , которое принадлежит прямой 000  yx . Напомним, что точкам этой

прямой соответствует отсутствие переключений ( 0k ) логической части ЛДС. 

Таким  образом,  минимизирующая  последовательность  процессов  управления  может  быть,

например,  следующая.  Для любого натурального  K  рассмотрим стационарную последователь-

ность управлений  
K

v k

3

4)(  , Kk ,...,2,1 . Для этой последовательности в начальный момент

времени имеем 

3

4

3

4

1

)( 







 K
Kv

K

k

k , т.е. 
3

1

3

4
1

1

)()0()(  


K

k

kK vyy .

В  результате  K  переключений  достигаем оптимального  состояния  3
1)0( y .  Однако,  сумма

"штрафов" за эти K  переключений равна

 
KK

K
v

K

k

k

9

8

3

4

22

1 2

1

2)( 








.

Заметим, что при 3
1y , получаем оптимальное управление  

3
1tu  и оптимальную траекто-

рию  
3

1 ttx   динамической части. Следовательно, минимальное значение функционала равно

     
K

vyxdttuI
K

k

k

9

8

18

1

18

1

18

1
11)(min

1

2)(
2
12

2
12

2
1

1

0

2
2
1  


.

Увеличивая количество переключений K , получаем 6
1inf I , что совпадает с равенством (25):

6

1
)1,1,0(lim )( 



k

k
.

5. Выводы

На основе достаточных условий оптимальности выведены уравнения для нахождения синте-

зирующей функции и оптимального управления с обратной связью. Оптимальное управление ди-

намической  частью системы  реализуется  линейным регулятором  (как  и  в  классической  задаче

АКОР), а оптимальное управление логической частью определяется рекуррентным уравнением.

Рассмотрены примеры оптимальных процессов, в том числе со счетным множеством переключе-

ний логической части системы, которые происходят в фиксированный момент времени.
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