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Аннотация 

Исследовано взаимодействие трехслойной пластины с пульсирующим слоем 

вязкой несжимаемой жидкости. Движение жидкости в слое изучается как 

ламинарное течение в узком канале с параллельными стенками, одна из которых 

образована трехслойной пластиной, а вторая считается абсолютно жесткой. На 

границах контакта с жидкостью выполняются условия прилипания. Несущие слои 

пластины удовлетворяют гипотезам Кирхгофа и учитывается обжатие жесткого 

заполнителя. Поставлена и аналитически решена задача о продольных и изгибных 

гидроупругих колебаниях трехслойной пластины. Решение получено для режима 

установившихся гармонических колебаний с учетом нормальных и касательных 

напряжений, действующих со стороны жидкости на несущий слой пластины, 

находящейся в контакте с жидкостью. Определены гидродинамические параметры 

слоя жидкости, перемещения слоев пластины. Построены частотозависимые 
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функции распределения амплитуд перемещений слоев пластины и давления в слое 

вязкой жидкости. 

 

Ключевые слова: гидроупругость, колебания, трехслойная пластина, сжимаемый 

заполнитель, вязкая жидкость, пульсация давления. 

 

Введение 

Исследования колебаний упругих конструкций, взаимодействующих с 

жидкостью, имеют большое значение, как для развития современной механики, так 

и для различных инженерных приложений в авиакосмической области. В 

большинстве случаев изучение данной проблемы сводится к постановке и решению 

задачи гидроупругости, в рамках которой совместно рассматриваются уравнения 

динамики упругой конструкции и жидкости с соответствующими начальными и 

граничными условиями. Одной из первых работ по исследованию колебаний 

пластины, контактирующей с жидкостью, можно считать [1], в которой рассмотрена 

круглая пластина, закрывающая отверстие в абсолютно жесткой стенке, с одной 

стороны которой находится идеальная несжимаемая жидкость. В работе, используя 

энергетический метод Рэлея, определены собственные частоты колебаний пластины. 

С другой стороны, в [2] данное исследование проведено на базе рассмотрения 

задачи гидроупругости. Колебания круглой пластины на свободной поверхности 

идеальной несжимаемой жидкости, заполняющей жесткий цилиндр изучено в [3]. 

Аналогичная задача в случае погружения пластины под свободную поверхность 

рассмотрена в [4]. Собственные колебания пластины, плавающей на свободной 
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поверхности идеальной несжимаемой тяжелой жидкости, исследованы в [5]. В [6] 

решена плоская задача изгибных колебаний и устойчивости пластины, являющейся 

частью абсолютно жесткой стенки проточного канала с идеальной сжимаемой 

жидкостью, а в [7] рассмотрена задача собственных гидроупругих колебаний и 

устойчивости прямоугольной пластины, являющейся стенкой канала заполненного 

идеальной сжимаемой жидкостью. Хаотические колебания пластины, 

взаимодействующей с обеих сторон с потоком идеальной несжимаемой жидкости, 

изучены в [8]. Работа [9] посвящена моделированию изгибных колебаний 

прямоугольной пластины, погруженной в идеальную несжимаемую жидкость со 

свободной поверхностью. Задача о распространение акустической волны в 

идеальной несжимаемой жидкости, вызванной вынужденными колебаниями 

пластины, контактирующей с ней, рассмотрена в [10]. В [11] исследованы 

свободные изгибные колебания консольных пластин, частично погруженных в 

идеальную несжимаемую жидкость со свободной поверхностью. В [12] рассмотрены 

вопросы определения ширины зоны контакта между твердыми поверхностями и 

тонкостенным каналом охлаждения, имеющим плоскоовальное сечение, при его 

гидроупругом деформировании под действие внутреннего статического давления 

охлаждающей жидкости. 

С другой стороны, являются актуальными работы по исследованию колебаний 

упругих элементов конструкций, взаимодействующих с вязкой жидкостью, т.к. 

вязкость определяет демпфирующие свойства в колебательной системе упругое 

тело-жидкость. Например, в [13] решение задачи о собственных частотах колебаний 

пластины из [1] рассмотрено для вязкой жидкости. В [14] исследованы колебания 
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бесконечной пластинки-полоски, взаимодействующей со слоем вязкой жидкости. 

Задача о гидроупругих колебаниях консольнозакрепленной балки-полоски, 

погруженной в неограниченный объем вязкой жидкости решена в [15]. Поперечные 

колебания дисков, взаимодействующих со слоем вязкой несжимаемой жидкости 

между ними, изучены в [16], а в [17] выполнено аналогичное исследование для двух 

параллельных стенок, образующих узкий канал конечных размеров. Гидроупругие 

колебания пластин, опирающихся на упругие основания различных типов, изучены 

в [18,19]. 

Трехслойные элементы конструкций в виде балок и пластин широко 

применяются в авиационной и космической технике. Подходы к изучению их 

статики и динамики достаточно хорошо разработаны [20, 21] Исследования 

гидроупругих колебаний трехслойных балок и пластин мало отражены в 

современной научной литературе. Можно указать работы [22-24], в которых 

рассмотрены вынужденные колебаний трехслойных балок и пластин с 

несжимаемым заполнителем, контактирующих со слоем вязкой жидкости. Однако, 

за рамками указанных работ остались вопросы изучения гидроупругих колебаний 

пластин со сжимаемым заполнителем. 

 

Постановка задачи гидроупругости 

Рассмотрим трехслойную пластину со сжимаемым заполнителем, 

образующую стенку узкого канала (см. рис. 1). Пластина свободно оперта на торцах, 

толщины ее внешних несущих слоев 1 и 2 есть h1 и h2, толщина заполнителя 3 – 2с. 

Центр декартовой системы координат xуz свяжем с центром срединной плоскости 
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заполнителя пластины. Вторая стенка канала абсолютно жесткая. Размер стенок 

канала в плане 2ℓ×b, далее полагаем b >> 2ℓ и рассматриваем плоскую задачу. 

Расстояние h0 между стенками канала значительно меньше их длины 2ℓ >> h0. 

Канал заполнен вязкой несжимаемой жидкостью, давление в которой пульсирует за 

счет заданного гармонического закона пульсации давления на торцах. Упругие 

перемещения пластины значительно меньше h0. Далее, изучая гидроупругие 

колебания пластины, опустим влияние начальных условий, т.е. ограничимся 

рассмотрением установившихся вынужденных колебаний, т.к. вязкость жидкости 

обуславливает быстрое затухание переходных процессов [25]. 

 

 

Рис.1. Плоский канал, нижняя стенка которого образована трехслойной пластиной. 

 

Динамика вязкой жидкости в плоском канале описывается системой 

уравнений Навье-Стокса и неразрывности [26], представленной в безразмерных 

переменных в виде 
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где ux, uz - проекции вектора скорости жидкости на оси координат; p - давление; р0 - 

уровень отсчета давления; p
*
(τ) = *

mp sin(ωt) - заданный закон пульсации давления на 

торцах канала; 1mw  - амплитуда прогиба несущего слоя 1, контактирующего с 

вязкой жидкостью; ρ, ν - плотность и коэффициент кинематической вязкости 

жидкости; ψ, λ, Re - параметры, характеризующие задачу. 

Краевые условия системы (1) учитывают, что скорость жидкости совпадает со 

скоростями ограничивающих ее стенок: 
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В условиях (2) упругие перемещения срединной плоскости верхнего несущего 

слоя пластины, контактирующего с жидкостью, в направлении осей Ox и Oz 

представлены в форме ).,(),,( 111111  WwwUuu mm   

Условие для давления на торцах канала имеют вид 
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0P  при 1 . (3) 

Трехслойная пластина представляет собой сэндвич-пакет, состоящий из двух 

внешних несущих слоев и заполнителя, обеспечивающего их совместную работу. 
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Здесь 
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zх

P  - нормальные и касательное напряжение, действующие на верхний 

несущий слой пластины со стороны жидкости, данные напряжения запишутся как 
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Инерционные члены определяются соотношениями [20] 
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Краевые условия уравнений (4) запишутся как  
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Решение задачи гидроупругих колебаний трехслойной пластины 

В рассматриваемой постановке относительная толщина слоя жидкости ψ<<1, и 

относительная амплитуда прогиба несущего слоя пластины, контактирующего с 

жидкостью, λ<<1, следовательно, в нулевом приближении по ψ и λ уравнения 

динамики жидкости (1) и граничные условия (2), (3) упрощаются [27] и принимают 

вид 
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





 1W

U  при 0 ,   
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а напряжения слоя жидкости на первом несущем слое пластины запушиться как  
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Из решения задачи динамики жидкости (7), (8) нашли, что 
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где введены обозначения [16] 
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Учитывая краевые условия (6), решение уравнений (4) представим в виде 
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где k = 1 и k = 2 для верхнего и нижнего несущего слоя трехслойной пластины, 

соответственно. 
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Из представленных выражений (12) следует, что 
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Здесь введены следующие обозначения 
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в силу линейности данных уравнений, представляя nnn RRR 1

0

11  , nnn TTT 1

0

11   где 

верхний индекс 0 соответствует статическому давлению 0p , имеем 
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0

0
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1
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
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
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
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


 db

b

n
p

b

b
RT

n
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а для режима установившихся гармонических колебаний находим, что 

ti

m

i
n

n epe
ddn

R 



*

22

2

2

1

1

1

1

)12(
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






, (16) 
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


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где *

11

*

13

*

31

*

331 bbbbd  , 
*

11

1*

312 22 bKbKd nn  , 12tg dd    
*

13

12tg bKn  . 

Подставляя (15), (16) в (11) при k = 1, получим выражения для прогиба и 

продольного перемещения первого несущего слоя, определяющие продольные и 

изгибные колебания пластины  

)sin(),(
2

12
cos

1

)12(

)1(4
11

*
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01 wwm
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txpx
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 









, (17) 

)sin(),(
2

12
sin

1

)12(

)1(4
11

*

0
01

*

11

*

13
01 uum

n

n

txpx
n

db

b

n
pu 



















 







. 

Здесь 22
1 ),( ppw FEx   , 22

1 ),( ppu BAx   , 
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)(arctg1 ppw EF , )(arctg1 ppu AB .  

Введенные в рассмотрение функции ),(1 xw  , ),(1 xu   представляют собой 

частотозависимые функции распределения амплитуд прогиба и продольного 

перемещения вдоль канала, соответственно. Можно заметить, что принимая во 

внимание связь (14) мы, также, определили прогиб и продольное перемещение 

второго несущего слоя пластины.  

 

Заключение  

В результате решения задачи о гидроупругих колебаниях трехслойной 

пластины со сжимаемым заполнителем, найдены выражения для упругих 

перемещений несущих слоев пластины, полностью определяющие ее напряженно 

деформированное состояние. На основе полученного решения построены 

частотозависимые функции распределения амплитуд прогиба и продольного 

перемещения. Данные функции при фиксированном значении продольной 

координаты трансформируются в амплитудно-частотные характеристики в 

рассматриваемом поперечном сечении, соответствующем данной координате. Таким 

образом, предложенные функции позволяют исследовать гидроупругие колебания 
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трехслойной пластины. Например, они могут быть использованы для определения 

резонансных частот колебаний. Кроме того, полученное решение, может 

использоваться для разработки методик неразрушающего контроля состояния 

трехслойных элементов конструкций авиационной и космической техники по 

параметрам их вынужденных гидроупругих колебаний.  

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ проект № 19-01-00014а  

и проект  № 18-01- 00127a. 
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