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Рассмотрена задача об определении температурного поля прозрачного для излучения 
изотропного твердого тела, содержащего поглощающее сферическое включение. Реали-
зуемая математическая модель – модель «сосредоточенная емкость» – представляет со-
бой смешанную задачу для уравнения в частных производных второго порядка парабо-
лического типа со специфическим краевым условием, фактически учитывающим наличие 
поглощающего включения в анализируемой системе. Предложен приближенный анали-
тический метод решения соответствующей задачи нестационарной теплопроводности, 
основанный на применении смешанного интегрального преобразования Фурье по про-
странственному переменному. Полученные результаты использованы при анализе темпе-
ратурного поля объекта исследований в условиях воздействия потока излучения постоян-
ной плотности мощности. 
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ческое включение, температурное поле, смешанное интегральное преобразование Фурье. 

Введение 

В математической теории теплопроводности 
[1–4] важное место занимает математическая 
модель процесса формирования температурно-
го поля в прозрачном для излучения изотроп-
ном пространстве с поглощающим сферичес-
ким включением (далее – сферическим очагом 
разогрева). Особый интерес она представляет в 
теоретических исследованиях по проблеме ла-
зерного инициирования взрывного разложения 
энергетических материалов [5–11]. 

В работах [5–7] анализируется упрощенный 
аналог рассматриваемой математической моде-
ли, базирующейся на стандартном предположе-
нии об идеальности теплового контакта в сис-
теме и гипотезе о «предельно большой тепло-
проводности поглощающего сферического 
включения», что фактически означает возмож-
ность реализации математической модели тер-
мически тонкого тела [12]. 

Возможна и другая трактовка анализируемой 
модели, базирующаяся на гипотезе о возможнос-
ти приравнивания среднеинтегральной темпера-
туры поглощающего сферического включения 
температуре границы изучаемой системы, т.е. на 
реализации математической модели «сосредото-
ченная емкость» [13]. Данный подход позволяет 
дать математическую интерпретацию и разви-
вать саму идею «сосредоточенная емкость», а 
также идентифицировать достаточные условия 
применимости анализируемой модели [14]. 

Цель проведенных исследований – разработка 
приближенного аналитического метода решения 
задачи теплопереноса в изотропном твердом  
теле с поглощающим сферическим включением 
при воздействии лазерного излучения. 

Исходная математическая модель  
и ее преобразование 

В качестве объекта исследований рассматри-
вается изотропное пространство с инертным 
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включением сферической формы радиуса 0r . 
На объект исследований воздействует поток из-
лучения с плотностью мощности q , для кото-
рого он абсолютно прозрачен, но может погло-
щаться сферическим включением. 

В предположении, что тепловой контакт в 
анализируемой системе является идеальным, 
математическая модель процесса формирования 
температурного поля объекта исследований 
может быть представлена в следующем виде 
[14]:  
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где последнее условие означает, что при каж-
дом фиксированном значении Fo 0≥  функция 
( )θ ρ,Fo  интегрируема с квадратом и весом 2ρ  

по радиальному переменному )ρ 0,∈ +∞ . 
В математической модели (1) использованы 

следующие беразмерные переменные и пара-
метры: 
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где r  – радиус; t  – время; T  – температура;  
λ  – теплопроводность; a – температуропровод-
ность; *T  – масштабная температура; индексы: 
1 – изотропное пространство; 2 – сферический 
очаг разогрева; 0 – начальное значение. 

Для достижения основной цели исследова-
ний реализуем в математической модели (1) 
идею «сосредоточенная емкость» [13], т.е. бу-
дем предполагать, что среднеинтегральная тем-
пература поглощающего включения 

 ( ) ( )
1

2

0

Fo 3 θ ρ,Fo ρ ρdθ = ∫  (2) 

равна температуре контактной границы анали-
зируемой системы: 

 ( ) ( ) ( )θ 1 0,Fo θ Fo θ 1 0,Fo ,  Fo 0. − = = + ≥  (3) 

Умножив левую и правую часть второго 
уравнения в (1) на три с последующим интег-
рированием по радиальному переменному ρ  в 
пределах от 0 до 1, воспользовавшись условия-
ми сопряжения при ρ 1= , условием принад-
лежности искомой функции заданному классу 
функций и равенствами (2), (3), преобразуем 
базовую математическую модель (1) к виду: 
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( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 2ε 3χΛ 3 γ γc c− −= =  – определяющий 

безразмерный параметр; с – удельная массовая 
теплоемкость; γ  – плотность. 

Математическая модель (4) – модель «сосре-
доточенная емкость» – представляет собой сме-
шанную задачу для уравнения в частных произ-
водных параболического типа, наличие погло-
щающего включения в которой фактически 
учитывается краевым условием при ρ 1= , явно 
содержащим производную безразмерной тем-
пературы по переменному Fo . 

Определяющий параметр ε  реализуемой ма-
тематической модели является малым положи-
тельным параметром.  

Для упрощения дальнейших рассуждений, 
воспользовавшись стандартным приемом [1], 
введем функцию 
 ( ) ( )ρ,Fo ρθ ρ,FoV   (5) 

и новое пространственное переменное  

 ρ 1. X −  (6) 
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Тогда математическая модель (4) принимает 
вид 
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Аналитическое решение задачи (7) может 
быть получено как путем применения интег-
рального преобразования Лапласа по времен-
ному переменному Fo  [1–3], так и смешанного 
интегрального преобразования Фурье по про-
странственному переменному X  [17, 18], рас-
сматривая специфическое краевое условие при 

0X =  задачи (7) как аналог граничного усло-
вия третьего рода смешанной задачи для урав-
нения в частных производных параболическо-
го типа. 

Аналитически замкнутая форма представле-
ния решения смешанной задачи (7), основанно-
го на применении интегрального преобразова-
ния Лапласа и стандартной техники вычисления 
интеграла Меллина, получена в [14]. В данной 
работе предложен приближенный аналитичес-
кий метод решения задачи, основанный на при-
менении смешанного интегрального преобразо-
вания Фурье по пространственному перемен-
ному, более удобный с точки зрения и его прак-
тической реализации, и проведения 
теоретических оценок влияния поглощающего 
включения на формируемое температурное по-
ле анализируемой системы при воздействии ла-
зерного излучения. 

При этом естественно предполагать, что 
функция ( )FoQ  удовлетворяет стандартным 
требованиям теоремы существования и единст-
венности решения рассматриваемой задачи [15]. 

Температурное поле 

С учетом высказанных предположений ре-
шение задачи (4) можно представить в виде 
разложения по малому параметру ε  [16]: 
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где для каждого фиксированного значения 
{ } 0,1,2,k = …  функция ( ),FokW X  является ре-

шением смешанной задачи для уравнения в 
частных производных параболического типа. 
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Заметим, что обоснование корректности 
представления (8) может быть получено из со-
держательного анализа задач (9), (10) с после-
дующим обоснованием равномерной сходи-
мости функционального ряда с общим членом 

( ),Fo εk
kW X . 
Для нахождения решений задач (9), (10) вос-

пользуемся смешанным интегральным преобра-
зованием Фурье [17, 18] по пространственному 
переменному [ )0,X ∈ +∞ , задаваемым парой 
линейных операторов 
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с параметром p∈ и ядром интегрального 
преобразования  

 ( ) ( ) ( )1, cos sin . K X p pX pX
p

= +  (12) 

В пространстве изображений используемого 
интегрального преобразования решение задачи 
(9), (10) имеет вид: 
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 ( ) ( ) ( ){ }
Fo

2
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,Fo τ exp Fo τ τ;u p Q p d= − −∫  (13) 

 ( ) ( ) ( ){ }
Fo

2

0

,Fo τ exp Fo τ τ, 1,k ku p f p d k= − − − ≥∫  

где функция ( )τkf  определена равенством (10). 
Аналитически замкнутая форма представле-

ния решения ( ),FokW X  задачи (9), (10) для каж-
дого фиксированного значения { } 0,1,2,k = …  
следует из (13), если воспользоваться формулой 
обращения сингулярного интегрального преоб-
разования (11), (12):  
  ( ) ( )1,Fo Φ ,Fo ,  0, Fo 0,k kW X u p X−= ≥ ≥    (14) 

где при каждом фиксированном значении Fo 0≥  
равенство (14) понимается в смысле евклидовой 
нормы )2 0,L +∞ . Для завершения процедуры 
нахождения решения задачи (1) достаточно 
воспользоваться разложением (8) и равенствами 
(5), (6). 

Результаты и обсуждение 

Для иллюстрации полученных результатов 
рассмотрим простейшую ситуацию 
( ) 0Fo constQ Q= − , ассоциируемую с воздейст-

вием на объект исследований потока излучения 
постоянной плотности мощности. Дальнейший 
анализ ограничим нахождением приближенного 
решения для функции ( ),FoV X  с точностью 
( )εo , полагая 
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где ( )εo  – величина более высокого порядка 
малости по отношению к ε ; 
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 ( ) ( ) ( )1
1τ  exp τ erfc τ ;
πτ

f = −  (15) 

ядро ( ),K X p  используемого интегрального 
преобразования определено равенством (12); 

( )erfc ⋅  ‒ дополнительная функция ошибок 
Гаусса [2]. 

Безразмерная температура границы погло-
щающего включения ( ) ( )θ 1,Fo 1,FoV в систе-
ме координат ( ),FoX  определяется как  
    ( ) ( ) ( )0 10,Fo 0,Fo ε 0,Fo ,   Fo 0;V W W= + ≥  (16) 

 ( ) ( ) ( ){ }0 00,Fo 1  exp Fo erfc Fo ;W Q= −  
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функция ( )1 τf  определена равенством (15). 
Влияние факта наличия поглощающего вклю-

чения на температурный профиль его границы 
характеризует функция ( )1ε 0,FoW , в первом 
приближении согласно (16) определяемая как 
 ( ) ( ) ( )0 10,Fo 0,Fo ε 0,Fo ,  Fo 0,V W W− ≈ ≥  

а относительная погрешность этого первого 
приближения имеет вид: 
 ( ) ( ) ( )1

0 1δ Fo  ε 0,Fo 0,Fo ,  Fo 0.W W−= ≥  

Результаты расчетов, иллюстрирующие вре-
менную зависимость относительной погрешнос-
ти ( )1ε δ Fo−  первого приближения, показаны на 
рисунке. Их анализ указывает на возможность 
использования упрощенного аналога реализуе-
мой математической модели – «усеченной мо-

 
График зависимости относительной погрешности первого 
приближения от числа Фурье 
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дели сосредоточенной емкости» [14] – при ана-
лизе температурного поля объекта исследова-
ний в нестационарных (импульсных) режимах 
воздействия лазерного излучения, формально 
полагая ε 0=  в краевом условии при ρ 1=  ма-
тематической модели (4). Так, например, в им-
пульсном режиме воздействия лазерного излу-
чения  
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2 *
0

Fo Fo Fo Fo
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Q Q J J

Q J
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+ −
 

где ( )1
0Q , ( )2

0Q  – положительные постоянные, 
*Fo  – длительность первой фазы воздействия 

потока излучения, ( )J ⋅  – единичная функция 
Хевисайда [2], аналитическое представление 
функции ( ) ( )θ 1,Fo 1,FoV  в системе коорди-
нат ( ),FoX  определяется как 
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и справедлива следующая асимптотическая 
оценка при больших значениях числа Фурье: 

 ( ) ( ) ( )2 2
0 0Fo

10,Fo ~ 1 .
πFo

V Q Q
→+∞

 − ⇒ 
 

 

Заключение 

Предложена математическая модель «сосре-
доточенная емкость» процесса формирования 
температурного поля прозрачного для излуче-
ния изотропного твердого тела с поглощающим 
сферическим включением. Реализуемая модель 
представляет собой смешанную задачу для 
уравнения в частных производных параболичес-
кого типа, наличие поглощающего включения в 
которой фактически учитывается специфичес-
ким краевым условием на его границе. 

Разработан приближенный аналитический 
метод решения рассматриваемой задачи неста-
ционарной теплопроводности, основанный на 
применении смешанного интегрального преоб-
разования Фурье по пространственному пере-
менному. Представлена теоретическая оценка 
влияния поглощающего включения на форми-

руемое температурное поле при воздействии на 
объект исследований потока излучения посто-
янной плотности мощности. 
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The article considers the problem of determining of temperature field of the isotropic solid 

with spherical inclusion while laser radiation impact. The analyzed mathematical model of the 
heat transfer process in the system under study is based on the hypothesis on the possibility of 
equating the average integrated temperature of the inclusion to its contact boundary tempera-
ture, i.e. on realization of the idea of the “cumulative capacitance”. It represents a mixed prob-
lem for the linear equation in partial derivatives of the second order parabolic type with specific 
edge condition, actually accounting for the absorbing inclusion presence in the system.  The ap-
proximate analytical method, employing integral representation of the considered heat transfer 
problem, was proposed. The idea of solution representation in the form of the key small-
parameter expansion of the mathematical model being realized, namely, the simplex of similari-
ty of physical properties of the system being analyzed with further employing of mixed Fourier 
transform on the spatial variable for obtaining the sought-after functions, lies in the basis of the 
above said method. The article demonstrates that the proposed method is the most convenient in 
terms of its practical realizability while performing parametrical analysis of the temperature 
field of the object under study. The obtained results were used for theoretical evaluation of the 
absorbing scenic inclusion impact on temperature field being formed while the object under 
study was affected by the radiation of constant power density. 

Keywords: isotropic solid, laser radiation, absorbing spherical inclusion, temperature field, 
mixed Fourier integral transform. 
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