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Аннотация. Функциональность и надежность беспилотных летательных аппаратов 

во многом определяется используемым каналом передачи данных. Данные, в том 

числе видео, должны надежно передаваться в реальном времени с большой 

скоростью на возможно большее расстояние. Для этого необходимо применение 

продвинутых систем коррекции ошибок и шифрования. В контексте разработки 

таких систем возникает необходимость построения помехоустойчивых кодов с 

заданными свойствами, важнейшим из которых является минимальное кодовое 

расстояние. 
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Для оценки минимального расстояния кода в статье предложен новый метод 

поиска cлов малого веса в линейном блочном двоичном, тернарном кодах на основе 

геометрии чисел с использованием семейства эвристик. Метод предусматривает 

выполнение следующих этапов: 1) вложение (Каннана) кода в решетку; 2) 

приведение базиса решетки; 3) ортогонализация базиса решетки методами QR-

разложения; 4) поиск кратчайшего вектора в решетке по методу Каннана-Финке-

Поста (КФП). Количество отличных от нуля компонент найденного вектора 

равняется искомому весу кодового слова, дающему оценку кодового расстояния.  

Быстродействие предложенного метода поиска слов малого веса определяется 

быстродействием метода поиска кратчайшего вектора КФП. Быстродействие 

последнего значительно увеличивается с применением эвристик. В качестве 

эвристик использовались следующие: Гауссово отсечение веток; экстремальное 

отсечение веток, основанное на замене гиперсферы Гауссовой эвристики телом 

пересечения цилиндров; эвристики округления, основанные на сведении задачи 

поиска кратчайшего вектора к задаче поиска ближайшего вектора с использованием 

алгоритма Бабаи и эвристики плотности. 

Предложенный метод имеет высокое быстродействие при решении задач 

приближенной оценки кодового расстояния. Этот метод на задаче поиска слова 

малого веса 228 продемонстрировал 3172.9 кратное ускорение по сравнению с 

алгоритмом Брауэра-Циммермана, реализованном в пакете MAGMA V2.22-3. 

Кодовое слово малого веса 212 было найдено на основе предложенного метода за 

4 147 201 секунд с использованием процессора Intel 7700K 64 ГБ и видеокарты 1070 
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8 ГБ. Нахождение этого кодового слова позволило занять первое место в 

международном конкурсе поиска слов малого веса, проводимом Французским 

национальным центром научных исследований (CNRS), Национальным институтом 

исследований в области цифровых наук и технологий (Inria, Paris) и Национальным 

исследовательским институтом математики и информатики в Нидерландах (CWI). 

Ключевые слова: Геометрия чисел, помехоустойчивый код, оценка кодового 

расстояния, поиск кратчайшего вектора, поиск кратчайшего базиса, наиполнейшие 

решетки, вложение Каннана 
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Abstract. The functionality and reliability of unmanned aerial vehicles is largely 

determined by the data transmission channel used. Data, including video, must be 

transmitted reliably in real time at high speed over the greatest possible distance. This 

requires the use of advanced error correction and encryption systems. In the context of the 

development of such systems, there is a need to construct error-resistant codes with 

specified properties, the most important of which is the minimum code distance. 

For estimating the minimum code distance, the article proposes a new method for 

searching for words of small weight in linear block binary and ternary codes based on the 

geometry of numbers using a family of heuristics. The method involves the following 

steps: 1) embedding (Kannan) code into a lattice; 2) reduction of the lattice basis; 3) 

orthogonalization of the lattice basis using QR decomposition methods; 4) search for the 

shortest vector in the lattice using the Kannan-Finke-Post (KFP) method. The number of 

non-zero components of the found vector is equal to the desired codeword weight, which 

gives an estimate of the code distance. 

The performance of the proposed method for searching for words of small weight is 

determined by the performance of the KFP method for searching for the shortest vector. 

The performance of the latter increases significantly with the use of heuristics. The 

following heuristics were used: Gaussian branch pruning; extreme branch cutting based on 

replacing the hypersphere of the Gaussian heuristic with the body of the intersection of 

cylinders; rounding heuristics based on reducing the problem of finding the shortest vector 

white731@yandex.ru
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to the problem of finding the nearest vector using the Babai algorithm and lattice density 

heuristics. 

The proposed method has high performance when solving problems of approximate 

estimation of the code distance. This method on the task of searching for a word of small 

weight 228 demonstrated 3172.9 times the speedup compared to the Brouwer-Zimmerman 

algorithm implemented in the MAGMA V2.22-3 package. The low weight codeword 212 

was found based on the proposed method in 4 147 201 seconds using an Intel 7700K 

64GB processor and a 1070 8GB graphics card. Finding this code word won first place in 

the international low-weight word search competition run by the French National Center 

for Scientific Research (CNRS), the National Institute for Research in Digital Sciences 

and Technologies (Inria Paris), and the National Research Institute for Mathematics and 

Informatics in the Netherlands (CWI). 

Keywords: Number Geometry, Error Correction Code, Hamming distance estimation, 

Shortest Vector Problem, Shortest Basis Problem, Extremal lattices, Kannan embedding 

For citation: Usatjuk V.S., Egorov S.I., Vatutin E.I., Chernetskaya I.E. Ensuring Noise 

Immunity of a Communication Channel by Using a Method of Searching for Small-

Weight Words in Linear Block Binary and Ternary Codes. Trudy MAI, 2024, no. 138. 

URL: https://trudymai.ru/eng/published.php?ID=182673 

 

Введение 

В настоящее время значительное внимание уделяется разработке и внедрению 

беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) различного назначения. 

https://trudymai.ru/published.php?ID=182673
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Функциональность и надежность БПЛА во многом определяется используемым 

каналом передачи данных [1-4]. Данные, в том числе видео, должны надежно 

передаваться в реальном времени с большой скоростью на возможно большее 

расстояние. Также необходимо обеспечить защиту данных, передаваемых в эфире, 

от их перехвата. Для этого необходимо применение продвинутых систем коррекции 

ошибок (FEC – forward error correction) и шифрования. 

В контексте разработки продвинутых систем FEC и шифрования возникает 

необходимость построения помехоустойчивых кодов с заданными свойствами [5], 

важнейшим из которых является минимальное кодовое расстояние [6].   

Эта задача эффективно может быть решена с использованием 

математического аппарата геометрии чисел, математические методы которой 

получили признание за пределами специализированных кругов только недавно. 

Приложение методов геометрии чисел позволило осуществить упрощение 

эквалайзера приемника по критерию максимального правдоподобия с 

использованием сферических декодеров для применяемых на практике 

модуляционных созвездий, [7-8]. Ранее эта задача считалась NP-полной и не 

разрешимой на практике даже для сравнительно малой размерности.  

Задача поиска минимального кодового расстояния эквивалентна задаче поиска 

кодового слова минимального веса, и является NP-полной, [9]. В статье предложен 

метод, позволяющий с малой сложностью находить слова малого веса в линейных 

блочных кодах без использования циклических, квазициклических и иных свойств 

симметрии (блочной структуры).  
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Решетки 

Решетка – дискретная абелева подгруппа, заданная в пространстве Rm. 

Пусть базис 1= { ,..., }mB b b  задан линейно-независимыми векторами в Rn. 

Тогда под решеткой будем понимать множество целочисленных линейных 

комбинаций этих векторов: 

1 1

=1

( ,..., ) = { : ( ,..., ) }
m

m

m i i m

i

L b b x b x x Z , 

где n и m, размерность и ранг решетки, соответственно, n ≥ m. Решетки, для которых 

n = m, называются полными.  

Площади (объемы в многомерном случае) фундаментальных 

параллелепипедов, образованных всевозможными базисами одной решетки L, будут 

равны det(L) (инварианту решетки), см. рис. 1.  

  

Рис. 1. Фундаментальные параллелепипеды, образованные разными базисами 

решетки 

Важными задачами геометрии чисел являются: задача поиска короткого 

вектора, задача поиска короткого базиса решетки и задача поиска ближайшего 

вектора. 
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Задача поиска короткого вектора (ε-short vector problem, SVP ( )n ). Пусть дана 

n-мерная решетка L(B) и вещественное ε>1. Найти нетривиальный вектор длины 

1( )L  в ε-раз больший кратчайшего вектора в решетке 1: ( )b L b L    . При = 1  

решается задача поиска кратчайшего вектора в решетке, при > 1  – короткого 

вектора. 

Задача поиска короткого базиса решетки (ε-short basis problem, SBPε(n)). Пусть 

дан базис полной решетки B и вещественное > 1 . Найти базис 

1 2 =1 =1
= { , ,..., }: ( ) = ( ),

n n

n i ii i
A a a a L B L A a b    , где ib 

 – ортогональные 

вектора, полученные из базиса B.  

Задача поиска ближайшего вектора (closest vector problem, CVPε(n)). В 

решетке с базисом  найти вектор ( )b L B , ближайший к заданному вектору 

( )j L B . Эта задача является неоднородным (гетерогенным) вариантом SVP-задачи, 

(см. рис. 2). 

 

Рис. 2 Пример CVP-задачи в 2R , 1 2( ( , )b CVP L a a  
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Под плотностью решетки понимают величину равную отношению объема, 

занимаемого плотной упаковкой n-мерными шарами (не пересекающимися) 

радиуса, равного половине длины кратчайшего вектора решетки, к объему этой 

решетки: 

11( ) ( ) (det( ))
2

nL V L
    . 

Минковский в своей неопубликованной работе 1905 г. неконструктивно 

доказал, что существуют решетки с плотностью 
12 n   . В теореме Минковского-

Главки результат был уточнен 1

( )

2n

n


  , где ( )n – Дзета-функция Римана, 

стремящаяся к 1 при n, [10].  

Под относительной плотностью решетки будем понимать скалярную 

величину: 

11

2
1( ) (det( )) n

nrd L L 


  , 

где n  – константа Эрмита. 

Эта величина демонстрирует во сколько раз кратчайший вектор в решетке L  

меньше по сравнению с наибольшим из кратчайших векторов в решетках такой же 

размерности: 
1

1

( )
( )

max ( )

L
rd L

L






 
, det( ) det( )L L  . Величина принадлежит 

полуотрезку 0 ( ) 1rd L  , причем ( ) 1rd L   только для наиплотнейших 

(экстремальных) решеток. Такие решетки и точные значения константы Эрмита 

известны для размерностей n = 1, 2, …, 8; 24, (см. табл. 1). 
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Таблица 1 

Параметры наиплотнейших решетчатых упаковок, [10] 

Размерность 

решетки, n 
2 3 4 5 6 7 8 24 

Плотность 

решетки,  
0.9069 0.74 0.62 0.46 0.373 0.295 0.254 0.0019 

Константа 

Эрмита,   
   

 
 2 4 

 

Диаграмма Вороного, также известная как многоугольник Вороного (c 

вершиной и ребрами) или ячейка Делоне, V(x)  – это геометрическая область вокруг 

каждого узла решетки, содержащая все точки решетки, находящиеся ближе к этому 

узлу решетки, чем к любой другой точке решетки. Пусть – решетка в n-мерном 

евклидовом пространстве, и пусть  – точка решетки, принадлежащая этой 

решетке. Ячейка Вороного V(x), связанная с точкой решетки , определяется как 

совокупность всех точек y в евклидовом пространстве, для которых выполняется 

следующее условие, рис. 3: 

{ . 
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Рис. 3 Пример многоугольника Вороного с ребром и вершиной, образованного 

точкой (узлом) решетки 

Эти ячейки (многоугольники) делят пространство на непересекающиеся 

области, и каждый узел решетки связан с одной такой областью. 

Решения задач геометрии чисел: поиска кратчайшего вектора, поиска 

ближайшего вектора, поиска короткого (кратчайшего) вектора, тем сложнее, чем 

плотнее решетка. Ассимптотически сложными для поиска кратчайшего вектора (в 

том числе вероятностными методами) являются «плотные решетки»: cложные по 

Айтаю решетки, cложные по Гольдштейну-Майеру решетки [11], решетки Лагариса-

Одлузко-Шнора (порождаемые задачей о рюкзаке с плотностью близкой к 1). Также 

существуют наиплотнейшие решетки, для которых нет алгоритмов построения. 

Базис 1 2= { , , , }nB b b b  решётки nL R  приведён по длине, если в результате 

ортогонализации решетки методом Грамма-Шмидта выполняется следующее 

неравенство:  

,

1
,1 < ,

2
i j j i n     

где ,i j  – коэффициенты Грамма-Шмидта. 

Коркин и Золотарев в своей работе [12,13] представили алгоритм 

минимизации положительных квадратичных форм и верхнюю оценку точности 

приведения базиса решетки 
1

3
( )

4

n
n

n

i

i
c n 




  . При этом в алгоритме приведения 

решетки появляется вариативный параметр β – размер рассматриваемой подрешетки 

( )L 
, выбор которого позволяет получить алгоритм со сложностью, варьирующейся 
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от полиномиальной до экпоненциальной (от субэкспоненциальной до 

экспоненциальной). Впоследствие именно на основе работ Коркина и Золотарева 

Шнором и Эхлером был предложен блочный алгоритм Коркина-Золотарева, [14]. 

Упорядоченный по длине базис 1 2= { , , , }nB b b b  решётки 
nL R  приведён 

блочным методом Коркина-Золотарева с размером блока  2,n   и точностью 

1
;1

2


 
 
 

, если: 

– базис B  приведён по длине; 

– 
2

2 2

1
( ), =1, , ,

i i
b L i n    где 1( )iL – длина кратчайшего вектора в 

решётке iL , образованной ортогональным дополнением векторного пространства с 

базисом min( 1, )
, ,

i i n
b b

  . 

Базис решетки приведен по Ленстра-Ленстра-Ловасу (LLL-алгоритмом), если 

он приведен блочным методом Коркина-Золотарева с размером блока = 2  и 

точностью ортогонализации 
1

;1
2


 

 
 

, [15]. 

Метод поиска кодовых слов минимального веса 

Предлагаемый в работе метод поиска кодовых слов минимального (малого) 

веса требует построения решетки на основе порождающей матрицы 

систематического кода (вложение Каннана, [16-19]):  

0

T

n
c

k

G qI
B

I

 
  
 

,                                                      (1) 
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где n – длина кода, k – его размерность, q – размерность алфавита, kI  – единичная 

матрица размера k k , G – порождающая матрица, 
( ) ( ),k n n k k n

cG R B R     . 

В случае несистематического кода:  

0

n

c

k

N G N qI
B

I

  
  
 

,                                             (2) 

где N – масштабирующий коэффициент, G   – порождающая матрица 

несистематического кода.  

После построения решетки и ее приведения в ней ищется вектор 

1,х

 ,х L  ( )rank L n  c минимальным числом отличных от нуля 

координатных компонент, представляющий собой кодовое слово минимального 

веса. Кодовые слова двоичного 2q  , 1 1mod 2   и троичного кодов 

3q  , 1 2mod3   будут представлены векторами решетки, с координатными 

компонентами, принимающими значения из множества  1,0,1 .  

Особенностью метода является использование при поиске вектора x набора 

эвристических стратегий. 

Метод поиска слова малого (минимального) веса в коде предусматривает 

выполнение следующих этапов. 

1. Вложение (Каннана) кода в решетку. Вычисляется базис решетки Bc по 

формулам (1) или (2).  

2. Приведение базиса решетки. Для приведения решетки используется 

блочный метод Коркина-Золотарева с размером блока  . После удаления линейно 
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зависимых строк и столбцов получается некоторый короткий базис решетки с 

рангом, равным размерности кода m = k.  

3. Ортогонализация базиса решетки cB  методами QR-разложения с целью 

получения ортогонального базиса решетки 1 ,..., mb b 
 и коэффициентов Грама-

Шмидта.  

Ортогонализация базиса по Граму-Шмидту выполняется следующим образом: 

1

1 1 ,

1

, , 2,3,..., ,
i

i i i j j

j

b b b b b i m


  



      

где ,i j  – коэффициенты Грама-Шмидта, вычисляемые по формуле 

, 2

, ,

,

i j i j

i j

j j j

b b b b

b b b


 

  
  . 

Коэффициенты Грама-Шмидта образуют верхнюю треугольную матрицу c 

( 1) / 2m m   ненулевыми элементами. 

Для ускорения ортогонализации базиса, предложено применять вместо 

модифицированного метода Грамма-Шмидта, параллельные методы QR-разложения 

матриц: блочный метод Хаусхолдера при использовании многоядерных процессоров 

и метод поворота Гивенса при использовании видеокарт.  

4. Поиск кратчайшего вектора в решетке. После чего в решетке ищется 

вектор c минимальным числом отличных от нуля координатных компонент. 

Количество отличных от нуля компонент найденного вектора равняется искомому 

кодовому расстоянию. 
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Задача поиска кратчайшего вектора  в решетке сводится к целочисленному 

решению системы неравенств: 

2
2 2

2 2
2 2

1 , 1 1

2
2 2

1 , 1=2 =2

,

( )
,

( )

m m

m m m n m m m

m m

i i j ji j

x b A

x x b A x b

x x b A l







 

  



 



  




  
  

  

где A – верхняя оценка кодового расстояния (начальная норма   2

max1A m r   ), ix  

– координатная компонента искомого вектора 
2

2

,= 1
= ( )

m

j j i i j ji j
l x x b 


 –

частичная сумма. 

Для этой цели используется метод Каннана-Финке-Поста (КФП). 

Метод КФП представляет собой вариант метода ветвей и границ и 

заключается в переборе линейных комбинаций базисных векторов решётки, дающих 

вектор с нормой, ограниченной сверху оценкой A, которая может уменьшаться в 

процессе поиска.  

Решение задачи поиска кратчайшего вектора в решетке по методу КФП 

заключается в полном переборе всех линейных комбинаций векторов базиса 

решетки 

2
2 2

=1
= ,

m

i i ii
x x b A x Z  , где A – норма искомого кратчайшего вектора. 

В качестве нормы берётся верхняя оценка длины кратчайшего вектора, 

1

= det( )m
mA L , где m  – константа Эрмита. В тех случаях, когда наименьший из 

векторов в базисе решетки превосходит оценку 

1

1 > det( )m
mb L  используется более 
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плотная верхняя оценка , [20-22]. Предварительное приведение 

базиса решетки позволяет уменьшить пространство перебора ix .  

Эту задачу можно решить путем обхода дерева от корня к листьям, в каждой 

из вершин которого решается соответствующее линейное уравнение. Из корня этого 

дерева выходит 2

m

A

b 

 
 
 
 

 ветвей. В силу симметричности дерева (по свойствам 

нормы) для получения искомого кратчайшего вектора необходимо перебрать только 

половину его вершин, см. рис. 4.  

 
Рис. 4 Дерево перебора в методе Каннана-Финке-Поста 

В результате полного обхода дерева от корня к листьям, будет получен 

предполагаемый кратчайший вектор x с нормой, меньше либо равной искомой. Если 

норма полученного вектора будет меньше заданной ранее, целесообразно обновить 

ее с целью уменьшения пространства перебора. Остановка алгоритма 

осуществляется, когда завершен обход вершин дерева, или когда получен вектор с 

достаточной нормой в случае поиска короткого вектора.  

На втором этапе метода (приведение базиса решетки) для его ускорения 

используются следующие эвристики. 
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Эвристики на основе перестановок базиса решетки с последующим 

приведением базиса решетки (вставка подпространства). Метод BKZ (блочный 

метод Коркина-Золотарева) улучшает качество базиса и ускоряет поиск 

кратчайшего вектор в нем, [23-25]. 

Эвристики поиска в двойственном пространстве (двойственной решетке). 

Алгоритмы поиска кратчайшего базиса применяются в двойственном пространстве 

(в пространстве смежных классов, в двойственной решетке), [26-28].  

Эвристики, основанные на сведение поиска оптимального отсечения к 

методам линейного программирования. В некоторых случаях подпространства 

решеток (подрешеток малых размерностей, определенных плотностей) может быть 

эффективно ограничено наименьшим числом гиперплоскостей, выбор которых 

может быть осуществлен путем решения задач целочисленного программирования в 

пакетах CPLEX и Gurobi, [29-32].  

На четвертом этапе метода (поиск кратчайшего вектора в решетке) для его 

ускорения используются следующие эвристики. 

Эвристики на основе длин векторов (отсечение веток в дереве перебора).  

Гауссово отсечение веток [33] – это метод, используемый в алгоритмах 

приведения решеток, таких как алгоритм LLL (Lenstra-Lenstra-Lovász) для 

уменьшения глубины дерева перебора. Он основан на  предположении о числе веток 

на каждом из уровней дерева перебора, 

1

( )1

2

k k
k m

i

i m k

V A
H

b 

  

 


,  – номер уровня) и в 
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случае отклонения от этого числа, такие ветки считаются маловероятно 

содержащими кратчайший (короткий) вектор. 

Линейная функция отсечения веток, [33]. Эта функция применяется для 

вычисления нормы кратчайшего вектора на каждом из  уровней:  

. 

Кусочно-линейная функция отсечения веток [33] предусматривает 

использование параметра  :  

. 

В работе [33] было показано для , что ускорение поиска кратчайшего 

вектора достигает величины , при этом вероятность ошибочного 

отсечения кратчайшего вектора меньше 5%. 

Шаговая функция отсечения веток, [33] предусматривает использование 

параметра  :  

. 

Экстремальное отсечения веток (Extream pruning) основывается на замене 

гиперсферы Гауссовой эвристики телом пересечения цилиндров, [34]:  

1

1

( )1

2

k
m k A

k mk

i

i m k

V C
H

b




  

 


. 

Тело пересечения цилиндров описывается следующей формулой: 

, 
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где jR  – радиус цилиндра на -уровне. 

Короткие векторы часто находятся вблизи края диаграммы Вороного и могут 

иметь более короткие нормы по сравнению с другими векторами. Тело пересечения 

цилиндров лучше приближает диаграммы Вороного. В частности, этот метод для  

90-мерной решетки позволил найти кратчайший вектор за несколько дней вместо 

8710 лет. 

Эвристики округления основаны на сведении задачи поиска кратчайшего 

вектора к задаче поиска ближайшего вектора с использованием алгоритма Бабаи 

(Babai, Closest Vector Problem method), [35, 36]. Эти эвристики определяют, 

насколько хорошо вектор можно округлить до ближайшей точки решетки. Вектор, 

который трудно округлить, скорее всего, будет коротким (кратчайшим). 

Эвристика плотности: меры плотности решетки показывают, насколько 

плотно точки решетки распределены в области вокруг вектора. Области с низкой 

плотностью с большей вероятностью будут содержать кратчайшие вектора, 

Эвристика плотности приводит к вероятностному методу поиска [37]. 

Реализация и экспериментальное исследование метода 

Быстродействие предложенного метода поиска слов малого веса зависит от 

быстродействия метода поиска кратчайшего вектора КФП. Быстродействие 

последнего можно значительно увеличить с применением эвристик. 

Метод КФП может быть реализован в ЭВМ на процессоре или видеокарте. 

Первый вариант предпочтителен для решеток небольшой размерности. Для малых 
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размерностей затраты на пересылку данных в память видеокарты превышают 

выигрыш от ускорения обработки [38,39].  

Поиск кратчайшего вектора в решетке большой размерности (  

целесообразно выполнять при помощи видеокарты на программной модели NVIDIA 

CUDA - варпа (warp - 32 последовательно идущих треда (потока), выполняющихся 

физически одновременно). Планировщик варпа выполняет декомпозицию дерева 

перебора метода КФП на составляющие, выделяя ту часть, которую он будет 

обрабатывать самостоятельно и ту, которую будет выполнять видеокарта (или 

возможно ПЛИС [40]) в соответсвие с набором эвристик, рассмотренных ранее. 

Дерево перебора для не полностью приведенного базиса решетки (с размером 

блока β << m) крайне несбалансированно, эффективность работы алгоритма будет 

зависить от качества декомпозиции дерева перебора на поддеревья. Еще одним 

важным фактором, влияющим на эффективность поиска кратчайшего вектора 

является частота обновления значения нормы предполагаемого кратчайшего 

вектора. В случае слишком частого обновления задержка на обновление может 

превысить совокупное ускорение работы алгоритма за счет отсечения веток новой 

нормой. Таким образом эффективность работы алгоритма зависит от качества 

декомпозиции и частоты обновления нормы.  

При реализации декомпозиции использовался гибридный подход, сочетающий 

стратегии поиска по дереву в ширину и в глубину. Выполнение каждым потоком 

видеокарты независимого поиска в глубину привело бы к ветвлению и 

неэффективному доступу к памяти.  
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Планировщик варпа поддерживает список открытых узлов, представляющих 

поддеревья, которые предстоит обработать. Каждому потоку назначается узел из 

этого списка, и он вычисляет его дочерние элементы (обычно несколькими 

потоками для обработки большого количества дочерних элементов). Дочерние 

элементы затем добавляются в список.  

Сначала обрабатываются узлы на текущем уровне дерева. Чтобы обеспечить 

эффективные механизмы доступа к памяти, все потоки фокусируются на узлах 

одного уровня, а открытые узлы организуются и сохраняются по соответствующим 

уровням. 

Предложенный метод поиска кодового расстояния продемонстрировал более 

высокое быстродействие при решении задач приближенной оценки кодового 

расстояния, чем алгоритм Брауэра-Циммермана, реализованный в пакете MAGMA 

V2.22-3, [41]. 

Сравнение выполнялось на двоичном блочном коде длины 1280 и скорости 0,5, 

проверочная матрица которого без таких свойств симметрии, как цикличность или 

квазицикличность, была представлена на международном конкурсе [6]. Конкурс по 

поиску кодовых слов с малым весом организован Французским национальным 

центром научных исследований (CNRS), Национальным институтом исследований в 

области цифровых наук и технологий (Inria, Paris) и Национальным 

исследовательским институтом математики и информатики в Нидерландах (CWI). 

Для верхней оценки кодового расстояния и получения кодового слова малого 

веса 228 алгоритму Брауэра-Циммермана из пакета MAGMA V2.22-3 потребовалось 
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бы 6 279 197 секунд. Для решения этой же задачи лучшей автономной реализации 

алгоритма Брауэра-Циммермана с векторизацией и распараллеливанием [42] 

потребовалось бы 1 779 123 секунд.  

Для получения кодового слова малого веса 228 предложенному методу 

потребовалось менее 1 979 секунд, ускорение предложенного метода по сравнению 

с алгоритмом Брауэра-Циммермана из пакета MAGMA составляет 3172.9 раза, 

ускорение предложенного метода по сравнению с автономной реализацией 

алгоритма Брауэра-Циммермана [42] составляет 899 раз.  

Для верхней оценки кодового расстояния и получения кодового слова малого 

веса 212 алгоритму Брауэра-Циммермана потребовалось бы 10121 секунд или 10114 

лет [41]. Кодовое слово этого веса было найдено на основе предложенного метода за 

4 147 201 секунд с использованием процессора Intel 7700K 64ГБ и видеокарты 1070 

8ГБ.  

Используемая методика предусматривала применение на подрешетке 

размерности  следующих наборов эвристик: эвристики приведения базиса в 

двойственном пространстве решетки, эвристики экстремального отсечения веток 

(вероятностного поиска в случае оптимизации матожидания и дисперсии 

кратчайшего вектора в решетке), эвристики плотности решетки.  

Детали программной реализации предложенного метода представлены в [43]. 

Нахождение кодового слова малого веса 212 позволило занять первое место в 

международном конкурсе поиска слов малого веса [6], проводимом Французским 

национальным центром научных исследований (CNRS), Национальным институтом 
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исследований в области цифровых наук и технологий (Inria, Paris) и Национальным 

исследовательским институтом математики и информатики в Нидерландах (CWI) 

(рис. 5).  
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Рис. 5 Скриншот результатов международного конкурса, [6] 

 

 

Выводы 

В статье предложен новый метод поиска cлов малого веса в линейном 

блочном двоичном и тернарном кодах на основе геометрии чисел с использованием 

семейства эвристик. Предложенный метод имеет высокое быстродействие при 

решении задач приближенной оценки кодового расстояния. Этот метод на задаче 

поиска слова малого веса 228 продемонстрировал 3172.9 кратное ускорение по 

сравнению с алгоритмом Брауэра-Циммермана, реализованном в пакете MAGMA 

V2.22-3. Предложенный метод поиска cлов малого веса может быть использован для 

построения помехоустойчивых кодов для систем связи беспилотных летательных 

аппаратов. 
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	В случае несистематического кода:
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	где N – масштабирующий коэффициент,  – порождающая матрица несистематического кода.
	После построения решетки и ее приведения в ней ищется вектор   c минимальным числом отличных от нуля координатных компонент, представляющий собой кодовое слово минимального веса. Кодовые слова двоичного ,  и троичного кодов , будут представлены вектор...
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	2. Приведение базиса решетки. Для приведения решетки используется блочный метод Коркина-Золотарева с размером блока . После удаления линейно зависимых строк и столбцов получается некоторый короткий базис решетки с рангом, равным размерности кода m = k.
	3. Ортогонализация базиса решетки  методами QR-разложения с целью получения ортогонального базиса решетки  и коэффициентов Грама-Шмидта.
	Ортогонализация базиса по Граму-Шмидту выполняется следующим образом:
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