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ВВЕДЕНИЕ 

Развитие машиностроения, авиа-, ракето- , судостроения и строительства во 

многом определяется применением новых материалов и элементов конструкций с 

требованием высоких прочностных, жесткостных и других свойств при мини-

мальном их весе, объема и стоимости. Большие возможности в этом направлений 

предоставляет использование композиционных материалов (КМ). Широкое вне-

дрение новых КМ и элементов конструкций из них – одна из наиболее сложных и 

актуальных проблем научно – технического прогресса, связанная с фундамен-

тальными исследованиями в области механики анизотропных тел.  

В настоящее время, при создании конкурентоспособной продукции из КМ 

необходимо использовать новые эффективные методы исследования, позволяю-

щие моделировать и обосновывать любые конструктивные изменения, вносимые 

в объект для улучшения его характеристик при минимизации временных затрат на 

моделирование. 

Среди большого многообразия конструкционных элементов в практике ши-

роко встречаются конструкций в виде призматических стержней, испытывающие 

упругие деформаций и работающие на растяжение, кручение и изгиб. Для приз-

матических стержней, изготовленных из однородного изотропного материала, 

решение задачи растяжение, кручение и изгиба основано на теории, разработан-

ной Б. Сен-Венаном, А. Клебшом и В.Фойхтом, где задача сводится к нахожде-

нию гармонической, в области поперечного сечения стержня, функции по задан-

ному значению ее нормальной производной на контуре этого сечения. Эта функ-

ция называется функцией кручения Сен-Венана или функцией перемещений и с 

точностью до постоянного множителя она определяет осевое перемещение в 

скручиваемом стержне или депланацию его сечения.  Пользуясь этой функцией, 

Сен-Венан применил в решении задач кручения свой полуобратный метод. Сущ-

ность этого метода заключается в том, что заранее задаются формой решения рас-

сматриваемой задачи, оставляя эти решения настолько общими, чтобы в даль-

нейшем можно было полностью удовлетворить всем уравнениям теории упруго-

сти.  Последующие авторы вносили лишь упрощения и дополнения в его исследо-
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вания, указывали и давали новые приемы для определения функции кручения, 

введенной Сен-Венаном. Это теория нашла отражение в известных монографиях 

и курсах теории упругости. Большое число работ посвящено исследованию задач 

для однородных анизотропных стержней. Среди них  особое место занимают ра-

боты Власова З.В., С.Г. Лехницкого, Васильева В.В., Л.С. Лейбензона, Б.М. Сар-

кисяна, Б.Л. Абрамяна и Н.Х. Арутюняна, К.И. Савина, С.Г. Михлина, В.Д. Шер-

мана, и многих других. До настоящего времени проведенные исследования не по-

зволяют оценить влияние свойств многослойной структуры на НДС, с учетом 

формы, размеров каждого слоя и закрученностью стержня. 

Поэтому целью настоящей работы является дальнейшее развитие извест-

ных методов решения задач кручения многослойных анизотропных призматиче-

ских стержней, с учетом факторов слоистости произвольного сечения с исполь-

зованием вариационных принципов и разработки на их основе инженерных мето-

дов решения новых задач с применением конечно-элементной интерпретации. 

Применительно к проблеме обеспечения прочности воздушных винтов, лопа-

стей вентиляторов, лопаток паровых турбин и т.д. чрезвычайную практическую 

важность имеет исследование напряженно-деформированного состояния (НДС) 

стержней с естественной закрученностью. Наиболее подробно исследование НДС 

естественно – закрученных стержней из однородных материалов было проведено 

в работах И.А. Биргера, Б.Ф. Шорра, Г.Ю. Джанелидзе, П.М. Риза, В.Л. Бердичев-

ского, Л.Д. Магомаева, О.Б. Голубева и других. Тем самым из рассмотрения ис-

ключаются неоднородности слоистой структуры. Анализ рациональных путей по-

строения прикладных теорий показал, что имеется два пути. Первый аналитиче-

ский путь представляет формальное разложение решения в функциональные ря-

ды, получающееся при выделении переменных как в методе Власова-

Кантаровича. Такой путь исследования в теории стержней применил  Бердичев-

ский В.Л., Гордиенко Б.А., в теории оболочек и пластин Коши и Пуассон, Киль-

чевский Н.А. и Векуа И.Н. Второй прикладной путь дополняет первый путь сис-

темой физических допущений кинематического и силового характера. К такому 

пути относится техническая теория стержней И.А. Биргера, Б.Ф. Шорра, теория 
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стержней Тимошенко С.П. и Власова В.З., теория пластин Кирхгофа, теория обо-

лочек Кирхгофа-Лява, Тимошенко С.П., Григолюка-Чулкова и многие другие.  

Однако анизотропные слоистые стержни с естественной закрученностью ма-

ло изучены. Поэтому для построения стержневых моделей с кривой осью и пере-

менными сечениями многослойной структуры воспользуемся классической тех-

нической теорией стержней с учетом нелинейного члена в кинематических соот-

ношениях. В технической теории однородных стержней И.А.Биргера, Шора Б.Ф. 

используется линейная деформация волокон стержня и не учитывались неодно-

родность многослойного сечения.  

В связи с этим для построения эффективных методов решения задач дефор-

маций для вышеуказанных тел, как однородных, так и многослойных, являются 

одним из актуальных вопросов теории упругости анизотропных стержней произ-

вольного сечения для определения НДС в слоях структуры. 

Как показывает, анализ опубликованных работ остаются нерассмотренными 

вопросы регулирования величины напряжений в наиболее нагруженных зонах 

стержней не только за счет геометрической формы стержней, но и за счет выбора 

рациональной схемы ее армирования и формы слоев. Эффективность этого и до 

настоящего времени в лопатках ГТД детально еще никто не анализировал, хотя 

это может дать весьма заметный положительный эффект. Кроме того, разработка 

аналитических методов расчета многослойных структур и численных методов 

реализации аналитических подходов позволяет существенно ускорить и упро-

стить решение задачи, повысить надежность проектирования и расчета элемента 

конструкции чему и посвящена эта работа. 

Создание современных газотурбинных двигателей (ГТД) характеризуется за-

меной в ряде деталей традиционных конструкционных материалов (сталей и ти-

тановых сплавов) на современные КМ, имеющие более высокие удельные проч-

ность и жесткость. Такие работы проводят все ведущие двигателестроительные 

фирмы мира (General Electric, Pratt and Whitney, CFM International и др.). Исследо-

ваниями в этой области также  занимаются ФГУП ЦИАМ, ФГУП ВИАМ, ОАО 

«НПП «Мотор», ОАО «Пермский моторный завод» и др. В настоящее время  од-
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ним из основных направлений по применению КМ в газотурбинных двигателях 

является создание лопатки из углепластика, лопатки из титанового сплава, арми-

рованного волокнами карбида кремния, лопатки составной конструкции и лопат-

ки из КМ на металлической матрице. 

Для расчетов в работе используются упругие и прочностные характеристики 

многослойного КМ, полученные экспериментальным путем, анализируются воз-

можности теоретического прогнозирования упругих характеристик КМ на основе 

знания структуры слоя КМ и механических характеристик его компонент. Пока-

зывается, что при использовании рациональной схеме армирования слоя и подбо-

ром размера и формы слоя можно существенно снизить напряжения в зонах кон-

центрации в многослойных стержневых конструкциях или рабочей лопатки ком-

прессора из КМ по сравнению с лопаткой из изотропного материала.  

Одним из основных материалов, применяемых в ГТД, являются титановые 

сплавы, обладающие высокой удельной прочностью, но и имеющие ряд сущест-

венных недостатков: повышенную чувствительность к концентраторам напряже-

ний; низкую технологичность. Эффективной заменой титанового сплава в лопат-

ках компрессора ГТД могут стать КМ, армированные борными, углеродными и 

другими волокнами. Однако применение таких материалов требует проведения 

обширных научных исследований, включающих следующие направления:  

- разработка способа формирования слоистой структуры стержневых изделий 

из КМ, обеспечивающего рациональный выбор коэффициента армирования и на-

правления укладки армирующих волокон в каждой точке слоя создаваемой мно-

гослойной стержневой конструкций из КМ;  

- разработка методики прогнозирования и экспериментального определения 

физико-механических характеристик КМ в целом и его компонентов отдельности;  

- разработка методики расчета НДС многослойных стрежневых изделий из 

КМ, дающей объективную оценку прочности стержневых конструкций при раз-

нообразных внешних нагрузках.  

При проведении исследования считаем, что известны все заданные газодина-

мические и инерционные силы.  
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Исследования деформированного состояния деталей из КМ, называемые 

структурными, предполагает рассмотрение композиции как неоднородной, дис-

кретно-армированной среды и проведены В.В. Болотиным. Такой подход позво-

ляет учесть основные особенности КМ, их неоднородность, конструктивный ха-

рактер анизотропии. Решение задачи по этому методу приводит к большому чис-

лу дифференциальных или конечно-разностных уравнений. Если размеры  всех 

слоев, входящих в конструкцию, одинаковы, то такая задача вполне разрешима на 

ЭВМ. Поэтому, задача заключалась в таком выборе аппроксимирующей модели 

многослойных армированных конструкций, которая с одной стороны допускала 

бы возможность практической реализации расчетов на прочность, а с другой - по-

зволяла бы учесть особенности свойств и структуры КМ. Действительно, особен-

ности строения слоистых материалов таковы, что их можно рассматривать как 

дискретную регулярную среду, составленную из большого числа чередующихся 

"жестких" слоев арматуры и "мягких" прослоек матрицы. Тем самым, удается 

представить неоднородный материал в виде многослойного анизотропного мате-

риала с упругими  константами, выраженными через упругие константы его со-

ставляющих. Указанный метод позволяет решать очень важный вопрос опти-

мального проектирования на этапе эскизного проектирования конструкций. 

Таким образом, стержень из КМ можно представить как анизотропное тело, 

упругие постоянные которого тем или иным способом определяются через упру-

гие характеристики исходных компонентов - матрицы и наполнителя. 

При планируемой замене в стержневых изделиях или рабочей лопатке из изо-

тропного материала на КМ, сохраняется вся наружная геометрия многослойных 

стрежневых конструкций или лопатки и режимы ее эксплуатации, что позволяет 

надеяться, что многослойный стержень или лопатка из КМ будем иметь необхо-

димую прочность при выполнении следующих условий: 

- удельная прочность КМ будет не ниже, чем удельная прочность из изотроп-

ного материала;  

- коэффициент запаса по статической нагрузке при максимальном режиме 

будет удовлетворять условиям прочности;  
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- применяемый КМ будет менее чувствительным к концентраторам напряже-

ний.  

После обеспечения прочности многослойных стержневых изделий или перье-

вой части рабочей лопатки компрессора из КМ авиационного двигателя, особое 

внимание должно быть уделено явлению концентрации напряжений. Это связано 

с тем, что несущая способность стержневых изделий очень часто определяется в 

местах концентрации напряжений, так как именно там наступает предельное со-

стояние и разрушение.  

Применяя КМ, можно дополнительно применить принципиально новый спо-

соб снижения концентрации напряжений, основанный на армировании много-

слойного стержня или лопатки высокомодульными и высокопрочными борными, 

углеродными и другими волокнами. 

В настоящее время математические методы моделирования динамического 

поведения многослойных конструкций из КМ разработаны недостаточно. В урав-

нениях движения не учитывалось влияние многослойной структуры с жесткими 

анизотропными слоями на значения собственных частот и коэффициентов ме-

ханических потерь. 

Таким образом, традиционно используемые методы расчета в силу своих ог-

раничений не позволяют предсказать с необходимой точностью частотные харак-

теристики многослойных анизотропных стержневых изделий на этапе эскизного 

проектирования. На практике вибрационная настройка всегда была сопряжена с 

большими трудностями и осуществлялась в основном экспериментально. Поэто-

му внедрение новых, более точных расчетных методов в процесс проектирования 

многослойных стержней или рабочих лопаток из КМ, является актуальной науч-

но-технической задачей,  которая обладает существенной новизной и имею-

щая важное практическое значение. 

Объектом исследования являются призматические многослойные анизотроп-

ные стержни, образованные из различных слоев линейно деформируемого анизо-

тропного КМ, которые в поперечном сечении имеют произвольную конфигура-

цию и могут находить под совместным действием растягивающих, изгибающих и 
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крутящих моментов. 

Целью настоящей работы является разработка математических расчетных 

моделей задачи механики сплошной среды, позволяющих исследовать НДС ком-

позиционных тел стержневого типа на основе линейного однородного, квазиод-

нородного и структурного подходов. В соответствии со сформулированной целью 

работы были поставлены и решены следующие задачи: 

 разработка метода решения задачи теории упругости неоднородных слои-

стых тел с регулярной и квазирегулярной структурой, который позволяет учиты-

вать влияния неоднородности структуры на распределение перемещений и на-

пряжений; 

 разработка эффективных методов решения задач с применением современ-

ных ЭВМ, для исследования НДС при кручений многослойных анизотропных 

призматических стержней, поперечное сечение которых представляют собой про-

извольную область; 

 исследование распределение касательных напряжений, в том числе на по-

верхности контакта составного тела при его кручении, а также определение жест-

кости на кручении, в широком диапазоне изменения характерных физических и 

геометрических параметров многослойного призматического стержня; 

 создание приближенного метода расчета естественно – закрученных со-

ставных анизотропных стержней слоистой структуры произвольного сечения в 

условиях кручения, изгиба, растяжения и действия центробежных нагрузок. 

 на основе известных моделей неоднородного упругого тела провести расче-

ты прочности, колебаний тел стержневого типа; 

 разработать методику расчета НДС композитных лопаток и лопастей, со-

держащих анизотропные или структурно неоднородные слои, с целью варьирова-

ния  состава компонентов и ее структуры при неизменных внешних размерах и 

форме конструкции; 

 на основе  использования разработанной теории описать особенности де-

формирования высоконагруженных композитных изделий в поле центробежных 

сил; 
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 получить расчетные соотношения для напряжений, углов раскрутки, техни-

ческих частот исследуемых тел, используемых как для теоретических, так и при-

кладных задачах. 

Научная новизна результатов, полученных в диссертации, состоит в следую-

щем:  

- разработаны и получены расчетные формулы разрешающих уравнений для 

определения деформаций призматических тел; 

- впервые разработана методика решения дифференциальных уравнений оп-

ределения НДС в призматических телах, с удовлетворением всех граничных ус-

ловий на контактных поверхностях многослойных анизотропных тел, что позво-

ляет учесть закономерности распределения касательных напряжений и перемеще-

ний.  

- построена закономерность  изменения жесткости на кручение слоистого 

стержня при увеличении количества слоев и найдено его аналитическое выраже-

ние для тела многослойной структуры.  

- построены номограммы и таблицы, отражающие  зависимости интеграль-

ных характеристик жесткости стержня и его составных частей для определения 

модуля сдвига.  

- построена для определения жесткости на кручение слоистых анизотропных 

стержней произвольного сечения оригинальная методика с использованием реше-

ния задачи кручения методом конечных элементов (МКЭ). 

- впервые даны оценки характера распределений и уровней напряжений в от-

дельных слоях многослойных анизотропных стержней после их предварительного 

линейного деформирования на стадии эксплуатации или изготовления, что важно 

при решении вопроса о пригодности их для дальнейшего использования; 

- разработаны алгоритм и программы, позволяющие проводить раскрой сече-

ний по слоям, с целью варьирования их физических параметров для обеспечения 

надлежащей прочности, жесткости и сохранения формы конструкции специаль-

ного назначения – лопаток и лопастей для конструирования структуры и состава 

композитного изделия; 
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- дана математическая формулировка задачи о НДС многослойного анизо-

тропного призматического стержня произвольного сечения при действии растяги-

вающих сил, изгибающих и крутящих моментов. Предложен алгоритм построения 

приближенного решения сформулированной задачи;  

- предложены для естественно–закрученных слоистых анизотропных стерж-

ней новые кинематические соотношения, которые используются в основных 

уравнениях для расчета деформирования на основе стержневой модели, которая 

учитывает нелинейные деформаций, эффекты поперечного сечения и НДС в 

плоскости сечения и хорошо согласуются с имеющими экспериментальными дан-

ными;  

- получены основные соотношения для расчета НДС в композитных телах 

стержневого типа в поле центробежных сил; 

- получено расчетные соотношения для технических частот исследуемых тел, 

пригодных как для теоретических, так и прикладных целей. 

Результаты, полученные в работе, представляют теоретическую и практиче-

скую ценность для расчета и проектирования многослойных анизотропных конст-

рукций неоднородной структуры.  

Результаты разработанной комплексной программы позволяют проводить 

послойный раскрой сечений по длине многослойного стержня (лопатки) из КМ и 

внедрены в производства по изготовлению лопаток из КМ в ООО «Политермо» 

(г.Истра, Московская обл.). 

По результатам исследования получен инновационный патент и удостовере-

ние автора №89798 (г. Астана, 2016 г.  Министерства юстиции РК) по теме «Спо-

соб изготовления композитных лопаток ветроустановки согласно утвержденным 

математическим моделям методом вакумно-компрессорной пропитки». 

Разработанный комплекс расчетных программ зарегистрирован в Федераль-

ной службе по интеллектуальной собственности  как «Программа для ЭВМ» на 

тему «Решения задачи кручения слоистых анизотропных стержней произвольного 

сечения методом конечных элементов» (№2016662153 от 31.10.16). 

Работа состоит из введения, шести глав, основных выводов, списка литерату-
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ры и приложения. Работа состоит из введения, шести глав и выводов, приложе-

ний. Программа расчета на ЭВМ дана в виде блок–схемы.  

В первой главе работа построено так: сначала изучаются характеристика 

композиционного материала отдельного слоя, составной части стержня, затем 

стержень в целом. Рассматриваемый призматический анизотропный слоистый 

стержень состоит из конечного числа слоев. Материал каждого слоя является од-

нородным ортотропным. Поведение однонаправленного слоя полагается линей-

но–упругим, а связь между напряжениями и деформациями описывается обоб-

щенным законом Гука. При этом параметры упругости слоя определяются либо 

экспериментальным путем, либо расчетным через технические постоянные. 

В главе 1 приведен краткий обзор существующих экспериментальных работ 

Российских и зарубежных авторов, посвященных изучению физико-механических 

характеристик КМ, предел прочности, модуль упругости и т.д. Отмечены, что ос-

новные достижения в механике КМ связаны с работами Болотина В.В., Васильева 

В.В., Рабиновича А.Л. и Верховского И.А., Дудченко А.А., Аболиньша Д.С., 

Скудры Л.М. и Аузукалнса Я.В., Ванина Г.A., Бидермана В.Л. и других. Среди за-

рубежных авторов следует отметить работы Шеффера, Иквелла, Бира, Хашина и 

Розена, Цая, Уитни и Райли, а также Хайнера и Ашбауха и др. Проанализированы 

расчетная модель композиционного материала и методы определения упругих по-

стоянных композиционного материала. Проанализированы экспериментально ус-

тановленные наиболее существенные особенности поведения конструкционных 

материалов при их статическом и динамическом деформировании, которые, не-

пременно, должны быть охвачены в рамках существующих и разрабатываемых 

математических моделей. Приведены расчетные формулы для определения упру-

гих свойств слоя из композиционных материалов. Определяются расчетные фор-

мулы композиционной многослойной структуры и приведена математическая мо-

дель предварительно закрученного многослойного стержня произвольного сече-

ния. Так как стержень из КМ имеет слоистую структуру, то для него возникает 

специфическая для армированных стержней задача – задача укладки в сечении 

слоев постоянной толщины. Так как размеры сечения могут меняться вдоль дли-
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ны стержня, то и число  слоев в каждом сечении будет различным. Расположение 

отдельных слоев в сечении стержня определяется толщиной монослоя ленты или 

ткани и наружной конфигураций сечения. В работе предложен оригинальный ал-

горитм расчета координат, оформляющие отдельные слои для стержня произ-

вольного сечения. Предложен алгоритм и он реализован для расчетов в виде паке-

та программ на языке Fortran. Наиболее сложным в алгоритме является процесс 

построения начала и конца каждого слоя. Такие построения проводятся для ряда 

следующих друг за другом сечений. Взятые из разных сечений координаты начала 

и конца одного слоя образуют координаты одного лепестка, т.е. решена сформу-

лированная задача раскроя слоев ленты, ткани. 

Направление осей симметрии материала слоя может не совпадать с осями ко-

ординат стержня и может меняться от слоя к слою, что может быть причиной от-

личия физико-геометрических свойств отдельных слоев друг от друга. Поэтому 

предложена формула расчета физико-геометрических характеристик сечений ани-

зотропного слоистого стержня и разработана программа, численно реализующая 

на языке Fortran определение физико-геометрических характеристик  (количество 

их 15) слоя и сечения с высокой точностью. 

Рассматриваются многослойный стержень произвольного сечения, находя-

щийся под действием изгибающих Μ1, М2 и крутящих Мt моментов, а также рас-

тягивающей силы Р. Дана математическая формулировка задачи о н.д.с. этого 

стержня. Получение точного решения этой задачи представляет большие  трудно-

сти.  

Предложен алгоритм построения приближенного решения в виде степенного 

ряда по малому параметру. Обсуждаются вопросы существование и сходимости 

решения. Однако решение поставленной задачи в полном объема представляют 

определенные математические трудности. Поэтому, в работе особенности дефор-

мирование КМ изучаются сначала на основе анализа результатов решения задачи 

о чистом кручении многослойных стержней. 

Оказалось, что для призматического стержня прямоугольного поперечного 

сечения, составленного из различных ортотропных слоев, существует аналитиче-
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ское решение  С.Г. Лехницкого - задача о чистом кручении, удовлетворяющие ус-

ловия сплошности на поверхности контакта слоев. Однако  в работе  С.Г. Лехниц-

кого не был проведен анализ решения для многослойного стержня. В связи с этим 

на основе составленной программы расчета всесторонне исследовалась распреде-

ление касательных напряжений, перемещении в отдельных слоях и на поверхно-

стях их контакта в зависимости от механических характеристик материала этих 

слоев. Численное исследование задачи о кручении составных стержней прямо-

угольного сечения показывает существенное изменение напряжений и перемеще-

ний при переходе от слоя к слою. Обеспечение непрерывности касательного на-

пряжения yz на границах контакта слоев приводит к возможности разрушения 

слоев с низкой сдвиговой прочностью и, следовательно, к дальнейшему уменьше-

нию их вклада в жесткость на кручение стержня и последующему повышению 

скачков напряжения хz и перемещения w, а так же градиентов напряжений yz. 

Поэтому увеличение межслоевой прочности КМ является основным способом 

обеспечения целостности и работоспособности стержней из КМ, а также их на-

дежности и эффективности. 

Проведенный анализ позволяет дать оценку работоспособности анизотроп-

ной слоистой конструкций при кручении в целом в зависимости от напряженно-

сти отдельного слоя.  

В работе, аналитическим путем установлена зависимость выражения жестко-

сти на кручение от числа слоев, которая асимптотический стремится к пределу, 

характерному для однородного анизотропного стержня с эффективными парамет-

рами упругости. Из проведенного анализа следует, что на этапе предварительного 

выбора материала для вычисления жесткости С на кручении многослойного ани-

зотропного стержня можно рекомендовать относительно простое соотношение  

3
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Соотношение (1) является обобщением известных соотношении жесткости 

на кручение С на случай тонкого многослойного анизотропного стержня. Из (1) 

следует, что эффективный модуль сдвига G= 1
552

2
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многослойной структуры должен быть определен по модели Фойхта в отличие от 

принятого способа ее определения по модели Рейса. Таким образом, полученные 

соотношения для оценки жесткости на кручение С и эффективного модуля с55 

стержневых конструкции, рам, и т.д. из КМ, являясь достаточно простыми, дает 

достоверные результаты. 

В работе построены специальные номограммы, позволяющие достаточно 

просто оценить отдельные характеристики стержня на основе небольшого объема 

информаций о материале слоев. На стадии эскизного проектирования тонкостен-

ных многослойных стержней работающих в условиях кручения предложена номо-

грамма для оценки их характеристик жесткости на кручение. Были проведены 

многочисленные расчеты по приближенной формуле (1) для определения жестко-

сти на кручения С стержня из композиционных материалов. 

Они показали, что с увеличением модуля сдвига GA жесткость С увеличива-

ется линейно. Результаты расчетов приведены в виде зависимостей жесткости С 

от отношения GА/GБ при определенных объемных содержаниях v1. Параметры GА, 

GБ могут быть связаны с отдельными конкретными углами армирования. Постро-

енная линейная зависимость жесткости С от отношений модулей сдвига GА/GБ по-

зволяет определить эффективные параметры упругости многослойной анизотроп-

ной среды или же жесткости на кручение С
 
двухфазного композиционного стерж-

ня при заданных значениях GА, GБ и v1, v2. Действительно, если известно отноше-

ние модулей сдвига GА/GБ чередующихся материалов и их относительное объем-

ное содержание v1, v2, то жесткость неоднородного стержня С находится из ли-

нейной зависимости. При известных значениях жесткости С и относительном 

объемном содержании компонента v1 (или отношении GА/GБ) можно определить 

отношение GА/GБ (или v1). Если, кроме того, известны характеристики одного из 

материалов А или Б, то найденное отношение GА/GБ позволяет установить модуль 

сдвига другого компонента. Результаты расчетов для композиции с алюминиевой 

матрицей (GБ=26.31 ГПа) показывают, что расчетные С и экспериментальные С
*
 

значения жесткостей и модулей сдвига с55, вычисленные по формулам (1), отли-

чаются не более 3%. Таким образом, разработана методика количественной оцен-
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ки жесткости на кручение тела слоистой структуры на основе результатов точных 

аналитических решений задачи о кручении многослойного стержня прямоуголь-

ного сечения. 

Вторая глава посвящена численному решению МКЭ задачи о кручении слои-

стых анизотропных стержней произвольного сечения. Проведен анализ работ, по-

казывающий, что жесткость на кручение является важной интегральной характе-

ристикой сечения стержней. Опубликованные результаты представляются недос-

таточными, особенно в части влияния слоев, свойств отдельных слоев, их взаимо-

действия на жесткость при кручении слоистых стержней произвольного сечения. 

Поэтому, в работе предлагается методика и алгоритм  решения задачи о кручении 

слоистых анизотропных стержней МКЭ с использованием алгоритмического язы-

ка Фортран. Рассматривается задача о кручении стержней прямоугольного, ром-

бовидного сечения и сечения компрессорной лопатки. Значения осевых переме-

щений прямоугольного и ромбовидного сечений, вычисленные МКЭ, сравнива-

ются с точными их значениями.  

Геометрия слоистого стержня разбивается на слои по заданой толщине с 

учетом физической неоднородности и слоистости (технологическая задача 

раскроя сечения на слои), алгоритм которого реализован по специально созданной 

программе на алгоритмическом языке Фортран. Полученная геометрия слоев 

различных сечении по длине стержня, позволяеть при определении НДС 

исследуемой области учитывать их физическую неоднородность с учетом слоис-

тости. Каждый слой рассматриваемого сечения можеть быть изготовлены из 

различных орторопных материалов (количество характеристик равно 9).  

В связи с этим, для учета физической неоднородности и слоистости сечений, 

рассматриваемых конструкций при определении НДС, возникает необходимость 

для решения таких задач использование численных методов (МКЭ, МГЭ и др.). 

Поэтому в главе 2 для решения таких задач МКЭ, приведен алгоритм построения 

треугольник элементов по сечению слоистого стержня, который учитывает физи-

ческую неоднородность и слоистость сечения. Предлагаемый способ решения за-

дачи о кручении многослойного анизотропного стержня произвольного сечения 
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использует алгоритмический язык Фортран в качестве расчетного ядра для МКЭ. 

Разработанный пакет программ позволяет по заданной толщине монослоя пред-

ставить в автоматическом режиме поперечное сечение стержня в виде совокупно-

сти отдельных слоев, выбрать узловые точки и построить в окрестности их тре-

угольные элементы. Количество узловых точек в исследуемой области обычно 

ограничено возможностями используемых ЭВМ. Это ограничение в работе сни-

мается тем, что разрешающие уравнение формируется в каждой узловой точке. 

Для всех N окаймляющих узловую точку j треугольных элементов формируется 

уравнение относительно функций кручения узла  j. При этом построенный от-

дельный элемент принадлежит только одному анизотропному слою. Решение за-

дачи построена с использованием итерационного метода при неполной верхней 

релаксацией и точечной прогонкой.  

При этом, применяемый итерационный способ решения разрешающего урав-

нения в каждой узловой точке позволяет использовать только оперативную па-

мять ЭВМ, обеспечив одновременно необходимую точность решения поставлен-

ной задачи и увеличить практический без ограничения количество рассматривае-

мых узловых точек. Решена задача о кручении стержней ромбовидного, прямо-

угольного сечения и сечения компрессорной лопатки. Значения осевых переме-

щений, жесткости на кручение многослойных анизотропных стержней с прямо-

угольным и ромбовидным сечением, вычисленные МКЭ, сравниваются с анали-

тическим их значением. 

Так же в качестве примера были проведены расчеты МКЭ для многослойных 

стержней прямоугольного, ромбовидного сечения и сечения компрессорной ло-

патки, составленных из различных композиционных материалов с различными 

углами армирования. При этом наибольшие касательные напряжения возникают у 

входной и выходной кромках лопатки. Касательные напряжения в тонких слоях 

кромки корытца (спинки) и ромба может привести к местной потере устойчивости 

слоя с малыми свойствами на сдвиг. Таким образом, можно избавиться от опас-

ных касательных напряжений у входной и выходной кромок стержня с помощью 

армирования тонких слоев кромок волокнами под различными углами укладки. 
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Результаты представленной работы достаточно точно позволяют определять, 

взаимного влияния слоев, свойств отдельных слоев, их взаимодействия на жест-

кость и НДС при кручении слоистых стержней произвольного сечения. 

Использованный итерационный способ решения разрешающего уравнения в 

каждой узловой точке позволяет использовать только оперативную память ЭВМ, 

обеспечив одновременно необходимую точность решения поставленной задачи. 

Расчетные значения жесткости на кручение используется в дальнейшем при 

определении НДС естественно-закрученных слоистых стержней. 

Таким образом, в главе 2 с помощью МКЭ разработан алгоритм и реализова-

на на алгоритмическом языке Фортран задача, позволяющая вычислить переме-

щения и напряжения, а так же жесткость на кручение многослойных компози-

ционных стержней произвольного сечения при кручении. 

В третьей главе для исследования поведения естественно – закрученных 

многослойных стержней в поле центробежных сил используется стержневая мо-

дель их расчета. Здесь предложены новые кинематические соотношение, более 

полно отражающие влияние начальной закрученности 0 и деформации кручения 

 на НДС стержня. Из условия равновесия элемента закрученного стержня при 

действии растягивающей силы Р, изгибающих  Μ1, М2 и крутящего моментов по-

лучена система разрешающих уравнений относительно параметров деформации 

растяжения , изгиба 21 ,   и кручения . Вообще, задача сформулирована в бо-

лее общем виде, учитывающем нелинейные деформации, эффекты поперечных 

сил, деформации в плоскости сечения и температуры. Отличительной особенно-

стью разрешающих уравнений для многослойного стержня является большая свя-

занность деформаций растяжения , изгиба 21 ,   и кручения , чем в случае 

стержня из однородного изотропного материала. Достоверность уравнений при-

ближенной теории закрученных слоистых стержней проверяется сопоставлением 

их следствий с известными соотношениями для некоторых частных случаев, а 

также сравнением результатов расчета с экспериментальными данными. 

На основе соотношений предложенного варианта теории закрученных слои-
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стых стержней произвольного сечения составлен пакет программ расчета на ЭВМ, 

позволяющий численно определить НДС лопаток  и стержней из КМ в поле цен-

тробежных сил. Он включает в себя выше описанные программы представления 

сечения стержня в виде совокупности монослоев, расчета необходимых физико-

геометрических характеристик сечения, вычисления жесткости на кручение. Про-

веден расчет НДС слоистой компрессорной лопатки из КМ. По результатам рас-

четов построено семейство кривых, отражающее зависимости деформации растя-

жения , растягивающего усилия Р от центробежной силы, осредненного ср на-

пряжения, раскрутки  и жесткости на кручение С0 по Сен-Венану для каждого 

сечения. 

Сравнение исследованных примеров показывает, что путем выбора мате-

риала отдельных слоев или способа армирования в них можно в широких преде-

лах управлять уровнями напряжений и деформаций при одних и тех же физиче-

ских оборотах. При заданной геометрической форме лопатки, выбираемой из аэ-

родинамических соображений, посредством перекрестного армирования ее слоев 

уровень нормальных напряжений zz можно уменьшить, одновременно избежав 

больших сжимающих напряжений на кромках профиля. Проанализированы уров-

ни касательных напряжений yz, xz, обусловленные начальной закрученностью 

лопатки. Величина прочности при межслоевом сдвиге для слоистых материалов 

мала. Вследствие этого возникновение касательных напряжений в лопатках могут 

оказаться не допустимым. 

Таким образом, разработана методика определения НДС лопатки из КМ с 

учетом слоистости материала. Расчет лопатки по этой методике позволяет учесть 

влияние на НДС каждого ортотропного слоя со своими свойствами и его положе-

ния в теле лопатки. Составленная по этой методике программа расчета на ЭВМ 

осуществляет выбор оптимальной структуры армирования конкретной лопатки из 

ранее выбранного класса КМ. Эффективность и достоверность разработанной 

программы подтверждена сравнением расчетных результатов с данными испыта-

ний на растяжение естественно-закрученных стержней прямоугольного сечения. 

Проведенные расчеты лопаток конкретных типов показали, что угол раскрут-
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ки периферийного сечения лопатки можно уменьшить, увеличивая жесткость на 

кручение посредством перекрестного армирования слоев или применяя в пакете 

материала слоев из жесткого материала на растяжение. При возрастании уровня 

характеристик жесткости слоев неравномерность нормальных напряжений в по-

перечном сечении и величина касательных напряжений между слоями увеличи-

ваются. Наличие больших касательных напряжений между слоями возникает из-

за различной жесткости контактирующих слоев. Необходим плавный переход 

свойств материала от слоя к слою. 

В главе 4 приведены результаты численного решения МКЭ НДС композици-

онной лопатки с помощью пакета ANSYS для сравнения результата расчета, с по-

лученными в главе 3. По результатам расчетов построены изолинии распределе-

ния перемещения W,U,V по длине лопатки для спинки (выпуклая сторона сечения) 

и корытца (вогнутая сторона сечения). На входной кромке спинки от корневого 

сечения до третьего сечения перемещения W растет 4-5 раз, а на тонких выходных 

кромках они растут 10 раз. Распределение нормального перемещения W и пере-

мещений U,V на спинке более равномерно по сравнению с корытцем лопатки. На 

корытце концентрация больших перемещении W наблюдается уже в четвертом 

сечение лопатки. Поэтому, чтобы увеличить прочность лопатки необходимо слои 

со стороны корытце заменить материалами более жесткими на растяжение. 

Наибольшее нормальное напряжение распределена на корневом сечении ло-

патки, так как корневое сечение лопатки жестко закреплено. Средние напряжения 

по сравнению с напряжениями xx, yy, zz в 1,5-2 раза больше и по ним нельзя оп-

ределить области сжимающих напряжений. Следовательно, для определения НДС 

лопатки необходимо вычислять все компоненты напряжения xx, yy, zz.  

Анализ работы многослойных КМ, в условиях близких к рабочим условиям 

лопаток позволил выявить ряд особенностей распределения напряжений в арми-

рованных материалах. Установлено, что при растяжении лопаток из КМ в поле 

центробежных сил, во внешних слоях происходит увеличение нормальных на-

пряжений в 2-4 раза по сравнению со средними их величинами.  

Численные результаты определения НДС композиционной лопатки с помо-
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щью пакета ANSYS совпадает с результатами пункта 3.6 (см. глава 3) для лопатки 

из однонаправленного боралюминия. Для улучшение количественные показатели 

необходимо увеличить количество конечных элементов в расчетах ANSYS, что 

требует для расчета более мощных ЭВМ. 

В главе 5 использованы основные вариационные принципы для решения за-

дачи определения НДС в армированном слоистом теле в условиях динамического 

деформирования. Рассматриваются поперечные свободные колебания многослой-

ного стержня произвольного сечения, изготовленного из композиционного мате-

риала. С помощью метода Ритца на основе принципа Гамильтона определены 

собственные частоты армированного стержня. Полученная формула дает возмож-

ность подсчитать низшие собственные частоты при поперечных колебаниях слои-

стых анизотропных стержней произвольного сечения. Результаты численного 

анализа дают хорошее совпадение с опытными данными. Показано, что при взаи-

модействии наполнителя и матрицы полученное уравнение частот определяет 

собственную частоту, величина которой мало отличается от частот, найденных на 

основе теории «эффективных» модулей. Полученные формулы позволяют управ-

лять собственными частотами путем выбора тех или иных физических и геомет-

рических параметров многослойного анизотропного стержня. 

На этапе эскизного проектирования лопатки необходимо решить задачу от-

стройки ее от зон возможных резонансов. Для этого после определения собствен-

ных частот и форм колебаний многослойных лопаток из КМ на различных режи-

мах нагружения строится резонансная диаграмма лопатки, на которой наносят 

кривые изменения собственных частот колебаний лопатки с учетом влияния цен-

тробежных или газовых сил и лучи гармоник к частоте вращения. Точки пересе-

чения кривых собственных частот с лучами гармоник определяют резонансные 

частоты, от которых необходимо отстроить лопатку. В этом случае собственные 

частоты колебаний лопатки отстраивают от резонанса, изменяя закон распределе-

ния толщин по серединной поверхности лопатки или с помощью изменения  

свойств многослойной лопатки из КМ с учетом НДС. В качестве примера приво-

дятся резонансные диаграммы для отстройки от первых четырех гармоник возбу-
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ждения на рабочих режимах для многослойного стержня прямоугольного сечения. 

В главе 6 на основе разработанного варианта теории закрученных слоистых 

анизотропных стержней определяются собственные частоты закрученных анизо-

тропных стержней, находящихся в поле центробежных сил. После определения 

собственных чисел несимметричной вещественной матрицы, находятся продоль-

ные, крутильные и изгибные собственные частоты слоистого стержня. Откуда бу-

дет возможность определить взаимовлияние более близких частот многослойного 

стержня. Таким образом, полученная система уравнения позволяет определить 

собственные частоты закрученных анизотропных стержней, находящихся в поле 

центробежных сил. Совпадение формулы собственных частот, в частных случаях, 

с известными результатами  доказывает достоверность полученных результатов. 

Для достоверности полученных соотношений приведено сравнение вычис-

ленные по формуле численных результатов, с известными решениями определе-

ния собственных частот (изгибные и крутильные). Необходимо отметит, что ис-

пользованные для сравнения результаты были получены в результате вычисления 

в пакете программ Ansys и по программам других авторов. Сравнения результатов 

расчетов собственных частот, которые  дают отличие в среднем 5%, при этом в 

одних случаях получали большие, а в других – меньшие частоты. 

Автор выражает особую признательность и благодарность за постановку 

проблемы, за постоянное внимание к работе, за его неизменную поддержку д.т.н., 

профессору Дудченко А.А. и д.т.н., профессору Каримбаеву Т.Д., а также за 

представление некоторых экспериментальных данных. 
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ГЛАВА I 

ПОСТРОЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ  ДЛЯ РАСЧЕТА  

СТЕРЖНЕВЫХ ДЕТАЛЕЙ И РАБОЧИХ ЛОПАТОК КОМПРЕССОРОВ  

ГАЗОТУРБИННЫХ ДВИГАТЕЛЕЙ (ГТД) 

 

Механические и физические характеристики материалов структурных ком-

понентов и принятая технология их переработки полностью определяют свойства 

композиционного материала. Точно также те математические модели, которые 

приняты для описания поведения компонентов композиционных материалов при 

механических и температурных воздействиях, определяют модели деформирова-

ния композиционных материалов в целом. В связи с этим ниже описаны свойства 

структурных элементов и аналитические модели их деформирования. 

Материал волокна определяет высокие характеристики прочности и жестко-

сти будущих композиционных материалов, особенно, в направлении армирова-

ния. Кроме того, присутствие армирующих элементов обеспечивает повышенные 

характеристики вязкости разрушения составного материала. Армирующие эле-

менты входят в состав КМ непосредственно в виде дискретных и непрерывных 

волокон, нитей, а также в форме изготовленных из них жгутов, ленты и тканей 

различного переплетения, войлока, матов и т.д. В любом случае нагруженный в 

направлении волокна и по боковой поверхности композиционный материал во-

влекает армирующий элемент в общее сопротивление. В большинстве случаев 

практического применения, как правило, армирующие элементы деформируются 

линейно вплоть до разрушения. Это позволяет установить связь между напряже-

ниями и деформациями в наиболее общем случае описывать соотношениями за-

кона Гука [1-3]. 

Исследованию кручения слоистых стержней посвящена многочисленная ли-

тература [1]-[4]. Главной особенностью этих исследований является то, что мате-

риал стержня представляется в виде однородного анизотропного тела с "эффек-

тивными” по всему поперечному сечению механическими характеристиками. При 

этом, не достаточно полно учитывается слоистость структуры материала стерж-
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ней, в частности, не позволяет оценить влияние месторасположения слоя с теми 

или иными свойствами на кручение стержня. 

Этот недостаток используемых подходов не позволяет сформулировать зада-

чу о выборе оптимальной структуры сечения стержня, обеспечивающей, напри-

мер, ему наибольшую жесткость на кручение. Кроме того при использовании од-

нородной модели анизотропного материала совершенно игнорируется возможное 

при кручении относительное движение компонентов композиции. 

Композиционные материалы представляют собой волокнистую, конструк-

тивно анизотропную среду и имеют ярко выраженную слоистую структуру. 

Сложная конфигурация армирующих слоев, составляющих криволинейные 

стержни, делает упругие свойства конструкции переменными по высоте и хорде 

профиля. Определение упругих свойств таких конструкций экспериментальными 

методами требует большой серии экспериментов на образцах с идентичной ук-

ладкой, что часто оказывается трудно реализуемым технически. 

Другой подход исследования деформированного состояния деталей из КМ - 

структурный. Он предполагает рассмотрение композиции как неоднородной дис-

кретно-армированной среды. Такой подход позволяет учесть основные особенно-

сти композиционных материалов, их неоднородности, конструктивный характер 

анизотропии. Решение задачи по этому методу приводит к большому числу диф-

ференциальных и конечно-разностных уравнений [5]-[7]. Реальная картина рабо-

ты подобных моделей КМ в стержнях отличается исключительной сложностью. 

Поэтому задача о выборе аппроксимирующей модели многослойных армиро-

ванных конструкций, которая, с одной стороны, допускала бы возможность прак-

тической реализации расчетов на НДС тела, а с другой - позволяла бы учесть осо-

бенности свойств и структуры КМ является актуальной. Среди таких подходов 

наибольшее распространение в настоящее время получила теория армированных 

сред, разработанная В.В. Болотиным [5], [6], [8]. Согласно этой теории дискретная 

модель материала заменяется квазиоднородной анизотропной средой, упругие по-

стоянные которой выражаются через упругие постоянные компонентов. Эта опе-

рация становится возможной вследствие большого количества армирующих эле-
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ментов и упорядоченности их свойств в композиции. Действительно, особенности 

строения слоистых материалов таковы, что их можно рассматривать как дискрет-

ную регулярную среду, составленную из большого числа чередующихся "жест-

ких" слоев арматуры и "мягких" прослоек матрицы. 

В основу теории армированных сред положены макроструктурные особенно-

сти рассматриваемых материалов: жесткость волокон существенно превышает 

жесткость податливой матрицы, толщина армирующих элементов и расстояние 

между соседними элементами малы по сравнению с характерными размерами те-

ла. Эти особенности позволяют выразить НДС ее компонентов. Тем самым, уда-

ется представить неоднородный материал в виде однородного анизотропного ма-

териала с упругими константами, выраженными через упругие константы его со-

ставляющих. Точность предельного перехода к теории армированных сред воз-

растает с ростом числа армирующих элементов. Исследования показали, что уже 

при десяти и большем числе слоев погрешность становится незначительной (~5 

%) [7], [9]. Следовательно, для большинства реальных конструкций описанный 

путь замены дискретной среды квазиоднородной вполне допустим. 

Слой полимерного связующего или металлической матрицы, армированной 

однонаправленными волокнами, является основным элементом КМ. Поэтому, 

прежде всего, при исследовании слоистых материалов, армированных непрерыв-

ными волокнами, необходимо определить характеристики составного материала с 

однонаправленными волокнами через свойства отдельных слоев, входящих в его 

состав (см. 1.1). 

 

1.1. Требования к материалам, использующимся в стержневых деталях и  

лопатках компрессора 

 

Конструкция рабочих лопаток и используемый для них материал должны 

обеспечивать высокую прочность и жесткость, так как лопатки компрессора рабо-

тают при высокой нагрузке в движущемся нестационарном газовом потоке к тем-

пература которого изменяется от 20°С на первых ступенях до 600°С на послед-
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них. Кроме того, воздушный поток несет собой различные твердые частицы и ка-

пли, которые на больших скоростях сталкиваются с лопатками, подвергая их из-

носу.  

Таким образом, основные требования к материалам рабочих лопаток ком-

прессора ГГД сводятся к следующим: высокая удельная прочность и жесткость 

при сложном напряженном состоянии, сохраняющиеся при повышенных темпе-

ратурах; высокая усталостная прочность; стойкость к эрозии, коррозии и к удар-

ным нагрузкам; высокая чистота поверхности; технологичность их переработки. 

Опыт показывает, что описанные требования могут быть удовлетворены при 

использовании композиционных армированных материалов, которые обладают 

большой удельной прочностью и жесткостью, чем лучшие сплавы, применяемые 

в авиадвигателестроении. 

Композиционные материалы - это слоистые материалы, которые представ-

ляют собой объемное сочетание химически разнородных компонентов с четко 

выраженной границей раздела. В первую очередь, это материалы волокнистого 

строения. В качестве армирующих наполнителей применяется многофазные по-

ликристаллические волокна и нитевидные монокристаллы углерода, бора, стекла, 

бериллия, а также различных соединений: окислов, карбидов, нитридов, боридов 

и других. Армирующие элементы в виде моноволокна и жгутов, нитей, лент, бу-

маг, холстов и других текстильных изделий сочетаются с металлическими и неме-

таллическими (полимерными, углеродными, керамическими и др.) матрицами. 

Функция волокон или нитевидных кристаллов в материале заключается, 

главным образом, в том, чтобы нести прилагаемую внешнюю нагрузку. Главная 

роль матрицы состоит в том, чтобы связывать волокна воедино, распределяя по 

отдельным элементам, действующие нагрузи. 

Многие технологические факторы, влияющие на прочность армированных 

материалов, мало изучены. Важнейшими из них являются механическое и хими-

ческое повреждение волокон в процессе армирования. Механическое поврежде-

ние связано с повреждением поверхности волокон или их разрушением в про-

цессе изготовления материала. Химическое повреждение обусловлено физико-
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химическими процессами на границе раздела разнородных материалов, приводя-

щими к растворению волокон или образованию хрупких интерметаллидных со-

единений. Последние резко снижают прочность связи по границе раздела и, как 

следствие, прочность материала. Эти трудности могут быть преодолены либо 

подборам соответствующих материалов волокна и матрицы, либо специальным 

покрытиями волокон. В таблице 1.1. приведены свойства некоторых рядов воло-

кон и усов [9]-[11]. 

Таблица 1.1 Свойства волокон и усов. 

 Волокна Нитевидние кристаллы 

Стек-

ло 

С В W Mо Bе Al2O3 BеO BеC SiC Si3N4 C 

ρ, г/см
3 

2,5 1,4-2 2,6 19,3 10,2 1,82 3,9 2.8 2,5 3,2 3,18 l.6 

σ 10
-3

, МПа 4,5 1,2-2,6 2,8-4 4,1 2,2 1,3 4,2-25 13,3 14 14-42 4,9-14 20 

E 10
-3

,МПа 0,88 1,7-4.2 3,85 4,1 3,6 2,45 4,2-10,5 | 3,5 4,9 4,9-I0 2,8-3,8 7,1 

 

Хотя прочность нитевидных кристаллов в несколько раз выше прочности не-

прерывных волокон, разработка композиционных материалов на основе послед-

них продвинулась значительно дальше, поскольку для эффективного использова-

ния высокой прочности нитевидных кристаллов предстоит ещѐ решить ряд про-

блем по методам их переработки (фракционированию, ориентированию, получе-

нию полуфабрикатов и др.). 

При условии совместимости волокон с матрицей уровень физико-

механических характеристик КМ, в основном, определяется - свойствами упроч-

няющих волокон, их размерами, ориентацией и содержанием в композиции. 

Характеристика композиций монотонно увеличивается по мере повышения 

прочности и жесткости армирующих волокон. 

В настоящее время разработаны КМ на металлической матрице. Это сплавы 

на алюминиевой основе, армированные волокнами бора (BKA-I) и графита (АВУ-

I). Первый из них имеет предел прочности на разрыв 1100-1500 МПа, модуль уп-

ругости 2,3-10 МПа и предел прочности 500-700 МПа при плотности 2,65 г/см
3 

[12]. Перечисленные характеристики алюминиевого КМ в 2-3 раза выше указан-
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ных свойств применоющихся алюминиевых сплавов, а по модулю упругости в два 

раза выше, чем у титановых сплавов. Характеристики прочности композицион-

ного слоистого материала на основе бороалюминия и титанового сплава (ВКТ-4), 

соответственно равны 800-900 Мпа и 2,5 10
5
 МПа при плотности 3,32 г/см

3 
[13]. 

Основная особенность КМ заключается в существенной ортотропии их меха-

нических свойств. Наибольшие показатели прочности и модуля упругости дости-

гаются при растяжении вдоль направлении армирования. Отношения продольных 

характеристик к характеристикам межслоевого сдвига или к поперечным характе-

ристикам достигают при этом величин, равных 50-100. 

Высокое сопротивление усталостному разрушению КМ обусловлено повы-

шением энергии зарождения и энергии распространения трещин в матрицах, ар-

мированных высокопрочными волокнами [13] . 

Слоистая структура КМ позволяет регулировать их свойства в плоскости 

листа посредством изменения угла расположения волокон по отношению к линии 

нагружения. В этом заключается одно из самых важных преимуществ армирован-

ных материалов. По существу создание материала происходит на стадии проекти-

рования конструкции. Выбор направления укладки армирующих слоев должен 

проводиться, исходя из анализа НДС детали. Только в этом случае можно полу-

чить максимальный эффект от применения КМ 

Сочетание разнородных составляющих композита позволяет получить мате-

риалы с новыми свойствами. 

Слоистые КМ характеризуются малой жесткостью и жесткостью при сдвиге 

между слоями, что обусловлено - низкими механическими характеристиками мат-

рицы. Для увеличения этих показателей в настоящее время разработаны схемы 

армирования материала в трех направлениях. Известны несколько методов созда-

ния межслойных связей. Это многослойные ткани, основанные на системе двух 

нитей, трехмерные структуры, основанные на системе трех нитей. О некоторых 

свойствах указанных материалов можно судить по данным приведенным в рабо-

тах [12]-[15]. 

Гибкость лопаток, имеющих большое удлинение, ведет к тому, что их жест-
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кость может оказаться недостаточной для обеспечения стойкости к вибрациям. 

Для повышения жесткости металлических лопаток используются полки или бан-

дажи. Это усложняет конструкцию двигателя, увеличивает стоимость производст-

ва лопаток, а также вызывает аэродинамические потери, понижая коэффициент 

полезного действия (КПД) компрессора. Высокая жесткость лопаток из армиро-

ванных материалов с малым удлинением позволяет отказаться от полок, тем са-

мым, снизив потери в воздушном тракте компрессора. 

Кроме того, для обеспечения оптимальной величины КПД отношение шага 

лопаток к величине хорды не должно быть выше некоторого значения. При при-

менении армированных пластиков, обладающих высокой удельной прочностью и 

жесткостью, намного легче получить необходимую длину периферийной хорды 

лопатки, то есть получить низкое значение отношения шага к хорде.  

 

1.2. Расчетная модель и методы определения упругих постоянных  

композиционного материала 

 

При проектировании деталей и рабочей лопатки из КМ необходимо опреде-

лить ее упругие характеристики. С этой целью в настоящей главе анализируются 

существующие методы нахождения упругих постоянных КМ. Для практического 

применения рекомендуются формулы определения упругих констант материала 

лопатки по характеристикам составляющих его волокон и матрицы. 

Композиционные материалы, представляют собой неоднородную, конструк-

тивно-анизотропную среду. Рабочие лопатки компрессора ГГД из этих материа-

лов получают методам прямого прессования предварительно пропитанных слоев 

или пропиткой пакета армирующих слоев под давлением. В обоих случаях лопат-

ки имеют ярко выраженную слоистую структуру. 

Тип анизотропии и конфигурация каждого слоя определяется размерами и 

напряженным состоянием лопатки. 

При исследования законов деформирования деталей из КМ, и в частности ло-

паток ГГД, существует два подхода. 
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Первый подход предполагает рассмотрение КМ как однородного монолитно-

го анизотропного тела. Это так называемый феноменологический подход. Меха-

нические характеристики материала в этом случае рассматриваются как некото-

рые интегральные характеристики и определяются лабораторными испытаниями. 

Данный  подход предполагает непосредственное использование теории упругости 

анизотропного тела. Указанный метод использован в работах Лехницкого С.Г., 

[16], [37], Амбарцумяна С.А. [17], Гольденблата И.И. [18], Королѐва В.И. [20] , 

Саркисяна B.C. [2], Арутюняна Н.Х. и Абрамяна В.Л. [1] и др. 

Однако разнообразие используемых методов испытаний и типов образцов 

приводит к большому разбросу величин упругих постоянных, необходимых для 

расчета на прочность деталей из КМ. Сложная конфигурация армирующих слоев, 

входящих в лопатки ГГД, делает упругие свойства конструкции переменными по 

высоте и хорде профиля. Определение их экспериментальными методами требует 

большой серии экспериментов на образцах с идентичной укладкой, что часто бы-

вает технически невозможно. Кроме того, как показывает практика, свойства 

композиционного материала в изделиях не всегда соответствуют свойствам, оп-

ределяемым на образцах. 

Второй подход исследования деформированного состояния деталей из КМ - 

структурный - предполагает рассмотрение композиции как неоднородной, дис-

кретно-армированной среды. Такой подход позволяет учесть основные особенно-

сти композиционных материалов, их неоднородность, конструктивный характер 

анизотропии. 

Решение задачи по этому методу приводит к большому числу дифференци-

альных или конечно-разностных уравнений [6], [8]. Если размеры  всех слоев, 

входящих в конструкцию, одинаковы, то такая задача вполне разрешима на ЭВМ. 

Реальная же картина работы подобных моделей КМ в лопатках отличается ис-

ключительной сложностью. Поэтому описание этой картины с учетом всех фак-

торов, связанных с дискретной работой слоев лопатки, приводит к столь сложным 

системам уравнений, что их решение оказывается практически невозможным да-

же при использовании современных ЭВМ. 
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Поэтому вставшая перед исследователями задача заключалась в таком вы-

боре аппроксимирующей модели многослойных армированных конструкций, ко-

торая с одной стороны допускала бы возможность практической реализации рас-

четов на прочность, а с другой - позволяла бы учесть особенности свойств и 

структуры композиционного материала. Среди таких подходов наибольшее рас-

пространение в настоящее время получила теория армированных сред, разрабо-

танная В.В. Болотиным [5], [6], [8]. Согласно этой теории - дискретная модель ма-

териала заменяется квазиоднородной анизотропной средой, упругие постоянные 

которой выражаются через упругие постоянные компонентов. Эта операция ста-

новится возможной вследствие большого количества армирующих элементов и 

упорядоченности их свойств в композиции. Действительно, особенности строения 

слоистых материалов таковы, что их можно рассматривать как дискретную регу-

лярную среду, составленную из большого числа чередующихся "жестких" слоев 

арматуры и "мягких" прослоек матрицы. 

В основу теории армированных сред положены макроструктурные особенно-

сти рассматриваемых материалов: жесткость волокон существенно превышает 

жесткость податливой матрицы, толщина армирующих элементов и расстояния 

между соседними элементами малы по сравнению с характерными размерами те-

ла.   

Эти особенности позволяют выразить НДС композиции через параметры, ха-

рактеризующие НДС еѐ компонентов. Последовательное осуществление этого 

способа описания армированного тела приводит к системе весьма большого числа 

уравнений. Полученные уравнения являются дифференциальными по координа-

там плоскости армирования и разностными по индексам, приписываемым слоям. 

Далее, используя многочисленность армирующих элементов и считая, что при пе-

реходе от одного элемента к другому соответствующие функции меняются доста-

точно медленно, осуществляется аппроксимация конечного, но весьма большого 

числа функций одной или двух координат несколькими функциями трех незави-

симых координат. Проделанная операция, позволяет получить вместо большого 

числа дифференциально-разностных уравнений замкнутую систему из нескольких 
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дифференциальных уравнений, описывающих деформацию некоторой "приве-

денной" квазиоднородной среды. Тем самым, удается представить неоднородный 

материал в виде однородного анизотропного материала с упругими  константами, 

выраженными через упругие константы его составляющих. Точность предельного 

перехода, а следовательно, и теории армированных сред возрастает с ростом чис-

ла армирующих элементов. Исследования показала, что при числе слоев больше 

десяти погрешность становится незначительной (~5%) [5], [9], [31]. 

Отсюда следует, что для большинства реальных конструкций описанный 

путь замены дискретной среды квазиоднородной вполне допустим. Указанный 

метод позволяет решать очень важный вопрос в авиадвигателестроении - вопрос 

оптимального проектирования конструкций. 

Таким образом, рабочую лопатку компрессора ГГД из КМ можно предста-

вить как анизотропное квазиоднородное тело, упругие постоянные которого тем 

или иным способом определяются через упругие характеристики исходных ком-

понентов - матрицы и наполнителя. 

Во всех случаях, в настоящей работе, мы будем считать, что для упругого 

квазиоднородного тела имеет место обобщенный закон Гука.  

Пусть отдельный слой является ортотропным телом, а направления осей ко-

ординат z,y,x  совпадают с главными направлениями, перпендикулярными плос-

костям упругой симметрии. При этом ось z направляется вдоль основы (парал-

лельно волокнам), ось x вдоль утка (перпендикулярно волокнам, но плоскости 

слоя), и ось y, перпендикулярно слою. В этом случае для слоя i зависимости меж-

ду деформациями i
xy

i
yy

i
xx ,...,,   и напряжениями i

xy
i
xx ,...,  могут быть записаны 

в виде [16], [22] 
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Здесь i
3

i
2

i
1 E,E,E  - модули упругости вдоль осей x, y, z; i

kj - коэффициенты Пу-

ассона (k, j=1,2,3), характеризующие сжатие в направлении, указанного вторым 

индексом при растяжении вдоль направления, указанного первым индексом. При 

этом направлению х соответствует индекс 1, y - 2, z - 3. Наконец, G
i
kj - модули 

сдвига материала i-го слоя в плоскости 23, 13, 12, а также T
i
, i

kj (k, j=1, 2, 3) - 

температура и коэффициенты линейного расширения материала i-го слоя. 

Из 12 параметров упругости 9 являются линейно-независимыми из-за суще-

ствования известных равенств [16], [22], 

E
i
2

i
12= E

i
1

i
21 , E

i
2

i
32= E

i
3

i
23, E

i
3

i
13= E

i
1

i
31.     (1.2.2) 

Разрешив систему (1.2.1) относительно компонент напряжений, можно полу-

чить выражение обобщенного закона Гука в другой, эквивалентной форме. 

Таким образом, свойства анизотропного тела можно характеризовать сле-

дующими типами независимых "технических постоянных":  тремя модулями уп-

ругости, тремя модулями сдвига, тремя коэффициентами Пуассона. 

Анизотропные материалы могут иметь некоторую пространственную сим-

метрию строения [16], [18], [23], что в значительной мере упрощает выражения 

обобщенного закона Гука. Практически все ориентированные композиционные 

материалы, можно отнести к ортотропным или трансверсально-изотропным мате-
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риалам. Изделия, изготовленные из текстолитов, армированных тканью разного 

переплетения, или укладкой волокон в двух взаимно-перпендикулярных направ-

лениях, имеют слоистую структуру и обладают определенной симметрией строе-

ния. В каждой точке такого материала имеются три взаимно-ортогональные плос-

кости симметрии механических свойств: плоскость, параллельная срединной 

плоскости листа (плоскость 1,2), и еще две, перпендикулярные к ней к взаимно-

перпендикулярные плоскости (плоскости 1,3 и 2,3). Анизотропные материалы, 

имеющие такую симметрию механических свойств, называются ортотропными. 

Уравнения обобщенного закона Гука, отнесенные к осям 1,2,3, принимают вид 

(1.2.1). 

Число независимых упругих постоянных равно девяти. Уравнения (1.2.1) по-

казывают, что в ортотропных телах нормальные напряжения не вызовут сдвигов, 

а касательные напряжения - относительных удлинений. В КМ это условие будет 

соблюдено, если линия действия нагрузки совпадет с направлением армирования, 

Уравнения (1.2.1) приобретают большую наглядность, если вместо коэффициен-

тов податливости  ввести "технические постоянные". 

Соотношения (1.2.1) должны быть использованы при исследовании КМ на 

основе тканей и лент. Если армирующим элементом в слое являются волокна, 

жгуты или ленты, уток которых по сравнению с основой заметно разрежен (на-

пример, углелента марки "Кулон"), то ось z совпадает с осью симметрии и плос-

кость x0y является плоскостью изотропии. В этом случае в соотношениях (1.2.1) 

следует положить [16], [22] 
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и использовать зависимости (1.2.2). Из (1.2.2), (1.2.3) следует, что для трансвер-

сально-изотропного тела число независимых постоянных равно пяти. Типичными 

трансверсально-изотропными телами являются, например, углеродные и органи-

ческие волокна [24]. Упругие характеристики некоторых типов волокон приведе-

ны в таблице 1.2.1. 
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Таблица 1.2.1. Упругие характеристики волокон 

Вид волокна E1 E3 G13 G12 13 31 
ГПа 

Углеродные "Торнел" 40 7.7 282 28 - 0.007 0.25 

Углеродные 16.1 230 20 - 0.021 0.3 

- - - - - - - - -  -  -  -  -  -  -       20.6 228 47 6.6 - 0.3 

Стеклянные 70 70 28.4 28.4 0.23 0.23 

Борные 380-400 380-400 160 160 0.2 0.2 

 

У изотропного материала независимыми являются только две упругие посто-

янные E и G. Типичными изотропными материалами являются, например, раз-

личные виды полимерных связующих, применяемых для изготовления компози-

ционных материалов. Упругие характеристики некоторых видов полимерных свя-

зующих приведены в таблице 1.2.2. 

Таблица 1.2.2.  Упругие характеристики полимерных связующих 

Вид связующего E, ГПа G, ГПа  

Полиэфирное 2.1-4.6 1-1.9 0.35-0.42 

Эпоксидное 2.8-4.2 0.8-1.5 0.35-0.4 

Фенолформальдегидное 2.8-4.6 1-1.4 0.35 

 

1.3. Расчетные формулы для определения упругих свойств из КМ  

 

При расчете предполагается, что однонаправленный слой представляет собой 

квазиоднородную анизотропную среду, упругие свойства которой определяются 

упругими свойствами составляющих, а также структурой с учетом ориентации 

волокон. Поведение однонаправленного слоя полагается линейно-упругим, а 

связь между напряжением и деформациями описывается обобщенным законом 

Гука. В случае совпадения линии действия силы с направлением армирования од-

нонаправленный слой является трансвврсалъно-изотропным. Обобщенный закон 

Гука для него выражается формулами (1.2.2), (1.2.3). 

Как видно из этих зависимостей свойства однонаправленного слоя определя-

ются пятью независимыми величинами. Это модули упругости вдоль волокон Е3 и 

поперек E1, модуль сдвига в плоскости, параллельной волокнам G13, коэффициент 
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Пуассона при растяжении вдоль оси 3 - ν31 и коэффициент Пуассона - ν12, или мо-

дуль сдвига - G12 в плоскости изотропии. Эти пять упругих постоянных и подле-

жат определению на основании процентного содержания компонентов системы и 

их упругих характеристик. 

Проблеме определения упругих постоянных посвящены работы Болотина 

В.В.  [5], [6], Рабиновича А.Л. и Верховского И.А. [25], Аболиньша Д.С. [26], 

Скудры Л.М. и Булавс Ф.Я. [24], Ванина Г.A [2l], Бидермана В.Л. и других. Среди 

зарубежных авторов следует отметить работы Шеффера [27], Иквелла [28], Бира 

[29], Хашина и Розена [30], Уитни и Райли [31]. В работах Шеффера и Иквелла 

используются теории сопротивления материалов. В работах Рабиновича А.Л. и  

Верховского И.А., а также Болотина В.В. и Бидермана В.Л. строится простейшее 

решение плоской задали теории упругости с пренебрежением локальных эффек-

тов. Напряжения и деформация считаются осредненными по элементарному объ-

ему, содержащих волокна и матрицу. Часть исследователей, Хашин и Розен, Цай 

и др., использовали в своих работах вариационный метод, основанный на теореме 

о минимуме потенциальной энергии. Уитни и Райли использовали классическую 

теорию упругости, решая плоскую осесимметричную задачу при помощи функ-

ций Эри. 

Следует отметить, что механические свойства КМ, особенно в поперечном 

направлении отличаются чувствительностью к большому числу факторов, непод-

дающихся в настоящее время достаточно полному контролю. Это, прежде всего, 

искривление и случайное размещение волокон, наличие пористости и расслоения, 

качество адгезии волокна к матрице, также анизотропия некоторых видов воло-

кон. Кроме вышеперечисленных факторов свойства материала зависят от массы 

технологических параметров. Вследствие этого построение строгих математиче-

ских решений при определении НДС в арматуре и матрице часто бывает затруд-

нительно и всегда оправдано. В настоящее время, по-видимому, целесообразно 

использовать наиболее простые идеализированные модели КМ, позволяющие об-

наружить качественные особенности поведения материала и определить свойства 

композиции в определенных областях конструкции. При необходимости уточне-
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ния свойств в местах разрыва волокон, около края или с учетом неупругих 

свойств матрицы, могут быть рассмотрены особые модели, учитывающие те или 

иные дефекты в микроструктуре. 

Следует отметить, что анизотропия свойств волокон исследована в настоящее 

время недостаточно. Определение модуля упругости угольного волокна в попе-

речном направлении трудоемко, а результаты не достаточно достоверны. Опреде-

лив свойства однонаправленного слоя КМ в осях упругой симметрии, по извест-

ным формулам преобразования упругих констант при переходе к другим коорди-

натам, мы можем найти упругие свойства слоя армированного материала, лежа-

щего под любым углом к оси лопатки [16].  

Механические и физические свойства деталей изготовленных из КМ, могут 

изменяться в достаточно широких пределах. При этом целенаправленное регули-

рование свойств конкретного материала может быть осуществлено путем выбора 

схемы укладки отдельного слоя, т.е. изменением углов между главными направ-

лениями упругой симметрии материала и осями, в которых исследуется напря-

женно-деформированное состояние тела.  

Для слоистой конструкции управление свойствами слоя осуществляется по-

воротом слоя относительно прямой перпендикулярной к волокнам, т.е. относи-

тельно оси x (рис.1.3.1). При этом направляющие косинусы, определяющие вза-

имное расположение главных направлений упругой симметрии (осей z,y,x ) и 

используемой в расчетах системы координат (осей z,y,x  ), приведены в таблице 

1.3.1. 

 

Рисунок 1.3.1 - Угол между осью нагружения и осью симметрии волокон 
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Таблица 1.3.1  Направляющие косинусы 

 х y z 

x  n=n1=cosψ l1=0 m=m1=-sinψ 

y  n2=0 l2=1 m=0 

z  m=n3=-sinψ l3=0 n=m3=cosψ 

 

В системе координат z,y,x   соотношения (1.2.1), устанавливающие связь 

между напряжениями и деформациями, усложняются и для материала i-го слоя и 

принимают вид [16], [22]: 
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Упругие константы, входящие в соотношение (1.3.1), выражается через угол 

армирования i  и девять упругих констант ортотропного тела формулами [16], 

[22] 

),
E

m

E

n
(a,

E

n
mn)

EG
(

E

m
a

i

i

i

i
i

ii

i

ii

i

2

23
2

1

12
2

12

1

4
22

3

13

131

4

11

21 
  

),
E

n

E

m
(a,mn)

GEE
(

E
a

i

i

i

i
i

i

i

iii

i
i

2

23
2

1

12
2

23
22

13

13

133

13
13

211 



  

,
E

m
mn)

EG
(

E

n
a,

E
a

ii

i

ii

i

i

i

1

4
22

3

13

131

4

33

2

22

211



 

,
G

m

G

n
a,mn)

GEE
(

G
a

ii

i

iii

i

i

i

23

2

12

2

66
22

1323

13

13

55

111
4

1






  (1.3.2) 

,nm)
GG

(a,
G

n

G

m
a,nm)

EE
(a

ii

i

ii

i

i

i

i

i
i

2312

46

23

2

12

2

44

2

23

1

12
25

11



 

,nm)]mn)(
E

2

G

1
(5.0

E

n

E

m
[a 22

i
3

i
13

i
13

i
3

2

i
1

2
i

35 


 .sinm,cosn ii    



 43 

,nm)]mn)(
EG

(.
E

m

E

n
[a

i

i

iii

i 22

3

13

133

2

1

2

15

21
50 


 

05645363424261614  iiiiiiii aaaaaaaa .             (1.3.3) 

При решении конкретных задач иногда физические соотношения (1.3.1) для i-

го слоя необходимо представить в равносильной ему форме - разрешенной отно-

сительно компонент тензора напряжении [16]: 
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Здесь параметры упругости i
kjc  обозначены значками штрих с целью пока-

зать, что они выписаны для произвольного угла армирования i  i-го слоя. Значе-

ния параметров упругости i
kjc  (k=1,...,6) могут быть определены следующими за-

висимостями через параметры податливости  
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Здесь по одинаковым индексам подразумевается суммирование. Тензор тем-
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Определители *,  имеют вид: 
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Параметры упругости i
kjс  ортотропного материала i-го слоя определяются 

через технические постоянные формулами [16], [43] 
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В частности, для трансверсально-изотропного материала справедливы соот-

ношения 

).(5.0)]1(2/[

),/(2,

),/(

,,

1211121266

121113335544

1211131323

321

iiii
t

ii

iiiiiiii

iiiiii

iii
t

ii

ccEGc

ccccEGcc

ccc

EEEEE












     (1.3.9) 



 45 

В таблице 1.3.1 представлены значения упругих постоянных для некоторых 

видов современных стеклопластиков: стеклопластик на основе стеклоткани марки 

АССТТ(б)-C2-0 и полиэфирной смолы марок ПН-3 и НПС-609-21М, стеклопла-

стики на эпоксидном связующем СВАМ при соотношении волокон 1:1, 5:1, 10:1, 

15:1 и стеклотестолит горячего прессования типа СТЭР-С-30 [32]. 

Таблица 1.3.1 Упругие характеристики стеклопластиков. 

Материалы 

 

АСТТ(b)

-C2 -0 и 

 ПН-3 

АСТТ(b)-С2-0 и 

НПС-609-21М 

СВАМ 

1:1 

СВАМ 

1:5 

СВАМ 

1:10 

СВАМ 

1:15 

СТЭР-

С-30 

Свойства  

1E , ГПа 13.1 12 26 18.8 18 16 26 

2E , ГПа 4.3 4.5 8.4 8 9.8 11.2 12.4 

,3E , ГПа 17.9 19 26 30.5 39 46 35.6 

12G , ГПа 
2.4 2.3 3 3.5 3.2 4.3 6.8 

13G , ГПа 2.8 3 4.5 4.9 5.3 5.6 8.2 

23G , ГПа 2.4 2.3 3 3.1 3.9 3.3 6.8 

13  0.15 0.15 0.13 0.18 0.22 0.27 0.13 

23  0.08 0.07 0.072 0.07 0.07 0.07 0.07 

12  0.31 0.3 0.31 0.3 0.31 0.3 0.33 

 

Основная задача заключается в определении независимых констант орто-

тропного материала (число их 9) или трансверсально-изотропного материала 

(число их 5). Существует два метода определения этих констант - эксперимен-

тальный и расчетный. В таблице 1.3.1 приведены экспериментальные характери-

стики стеклопластиков [32]. 

В таблице 1.3.2 приведены экспериментально найденные характеристики уг-

лепластика с эпоксидным связующим [33], значения постоянных для пластмассы, 

армированной углеволокном (GFRP) и стекловолокном (GFRP) [34], эксперимен-

тальные значения характеристик углеалюминия (CAL) [35] и боралюминия (ВAL) 

[36]. 

При симметричном расположении слоев в стержне или в пере  лопатки быва-

ет целесообразно рассматривать не каждый слой за основу материала, а пару пе-

рекрестных слоев как один [41]. 
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Таблица 1.3.2  Упругие  постоянные некоторых типов КМ. 

Материалы Углепластик САL BAL СFRP GFRP ТЖ-07 и ЭТД-13 

Свойства  

1E , ГПа 15.7 27 104 30 4 29.3 

2E , ГПа 15.7 427 104 30 4 18.3 

3E , ГПа 112.5 300 213 140 20 35.9 

12G , ГПа 
3.3 103.85 32.6 11.28 1.52 6.29 

13G ,ГПа 5.3 21.6 25.4 9.38 1.37 7.62 

23G , ГПа 5.3 21.6 26.1 9.38 1.37 6.64 

13  0.48 0.03 0.229 0.33 0.33 0.371 

23  0.03 0.18 0.226 0.3 0.3 0.144 

12  0.03 0.18 0.226 0.3 0.3 0.157 

Источники [33] [35] [36] [37] [37] [32] 

 

Более экономичный, но все же требующий экспериментального подтвержде-

ния, способ расчетного определения упругих констант анизотропного материала 

основан на использовании результатов решения отдельных задач для составного 

тела - для тела, состоящего из наполнителя и связующего. Эти задачи могут быть 

решены различными методами - вариационными, статическими, численными, с 

помощью двояко-периодических функций и т.д., - на основе самых различных ги-

потез (например, схемы параллельного, последовательного соединения) и упро-

щающих предположений о характере взаимной деформации компонент компози-

ции и условии их взаимодействия. Исследования по разработке расчетных спосо-

бов определения упругих констант многочисленны. Подробный обзор литературы 

по этому вопросу можно найти в [21], [38]-[40]. В [41] на основе сравнения рас-

четных формул между собой и с экспериментальными данными рекомендовано 

использовать для трансверсально-изотропного тела следующие соотношения  

,,EEE M
M

H
H

31M
M

H
H

3        (1.3.10) 
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 (1.3.13) 

Здесь Н, М - индексы, указывающие на принадлежность материалу наполни-

теля и матрицы;  MH , объемное содержание материала наполнителя и матри-

цы ).1( HM   

Значения упругих постоянных, вычисленные по формулам (1.3.10) для раз-

личных КМ показывают, что простейшие модели Фойгхта и Рейсса вполне при-

менимы для армированных пластиков. Для армированного алюминия они дают 

значительно завышенные результаты. Характерной особенностью некоторых вы-

сокомодульных волокон, особенно углеродных, является явно выраженная анизо-

тропия свойств самих волокон. В расчетах обычно принимается, что волокна изо-

тропны. Однако для углеродных волокон типа Торнел 40 аксиальный модуль уп-

ругости и трансверсальный отличаются примерно в 40 раз [14] . 

Зная верхние и нижние грани упругих характеристик композиционного мате-

риала, из которого изготовляется стержень или лопатка, можно провести расчет 

напряженно-деформированного состояния лопатки. В таблице 1.3.3 [32] приведе-

ны пределы прочности при сжатии и при растяжении стеклопластика на основе 

полиэфирной смолы марки ПН-3 и стеклоткани марки АСТТ(б)-С2-0 в полярных 

координатах. 

Таким образом, в настоящем параграфе предполагается, что однонаправлен-

ный слой представляет собой квазиоднородную анизотропную среду, упругие 

свойства которого определяются упругими свойствами составляющих, т.е. свой-

ствами волокон и матрицы, их количественным соотношением, а также структу-

рой расположения волокон и их ориентацией. Поведение однонаправленного слоя 

полагается линейно-упругим, а связь между напряжением и деформациями опи-
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сывается обобщенным законом Гука (1.3.4). В случае совпадения линии действия 

силы с направлением армирования направленный слой является трансверсально-

изотропным. При этом постоянные трансверсально-изотропного материала реко-

мендуется определять по формулам (1.3.10). 

Таблица 1.3.3  Разрушающие напряжения для тканевых стеклопластиков при растяжении и 

сжатии [32]. 

 

 

Разрушающие 

напряжения, 

МПа 

Стеклопластика контакт-

ного формирования на 

основе 

АСТТ(b)-C2-0 и ПН-3 

Прессованные стеклопластики 

СТЭТ на 

ЭТД-13, 

ТЖС-07 

ЭП, ТС 8/3-250 

Укладка 

Парал- 

лельная 

Ортого- 

нальная 

Растяжение Сжатие 

вх  300 222 511 451 399 

ву  200 149 411 327 398 

zв  10 281 686 349 376 

)45(
хув  100 83,5 236 211 239 

)45(
уzв  20 97 172 134 117 

)45(
zхв  20 97 150 132 129 

 

Таким образом, в настоящей главе проанализирован первый этап расчета на 

прочность и конструирования стержней и рабочих лопаток компрессора из КМ, а 

именно, определяются упругие константы волокнистого КМ слоистой структуры 

с различными типами армирования. При этом особенно тщательно анализирова-

лись аналитические методы определения упругих свойств однонаправленных сло-

ев, из совокупности которых и состоит КМ. При этом свойства однонаправленно-

го материала выражались через исходные свойства его компонентов, т.е. волокна 

и матрицы.  

Анализ существующих расчетных соотношений и сравнение с эксперимен-

том позволили рекомендовать некоторые из них для практического применения. 

Для вычисления продольного модуля Юнга (Е3) и основного коэффициента Пуас-

сона (ν31) справедливо правило механического смешивания формулы (1.3.10). Ос-

тальные выражения существенной поправки не дают. Для определения трансвер-

сального модуля Юнга из всего многообразия проанализированных выражений 
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рекомендуется формула (1.3.11), полученная апроксимацией результатов метода 

конечных элементов [42]. Эта формула проста и дает достаточную для практиче-

ских целей точность. Модуль сдвига в плоскости слоя для однонаправленного ма-

териала целесообразно определять по формуле (1.3.12), выведенной Ваниным 

Г.А. или по тождественной ей формуле, полученной Хашиным и Розеном. Пятую 

постоянную трансверсально-изотропного материала целесообразно определять по 

формуле (1.3.13).  

Таким образом, по указанным формулам, зная свойства выбранного вида во-

локна и матрицы, можно определить свойства однонаправленного слоя, а затем и 

приведенные свойства армированного в любом направлении КМ. Можно решать 

и обратную задачу, по заданным свойствам КМ подобрать тип волокон и матри-

цы, а также вид армирования метали, т.е. сконструировать материал для конкрет-

ной детали. 

При использования перекрестных слоев арматуры в конструкции для учета 

стеснения деформации волокна за счет матрицы необходимо пользоваться  фор-

мулами (1.3.6) - (1.3.7).  Расчет упругих констант в направлении под углом к во-

локну по формулам преобразования координат дает заниженные результаты. 

 

1.4 Расчетные формулы композиционной многослойной структуры 

 

 При изучении деформаций в слоистой конструкции ее следует рассматривать 

как составное тело. Решение краевых задач о НДС тела включает в себя ее реше-

ние для каждого слоя в отдельности. При переходе от слоя к слою удовлетворяют 

условиям непрерывности перемещений и условию равенства векторов напряже-

ний в двух соседних слоях на поверхности их сочленения. В этом случае, если 

только свойства двух соседних слоев отличаются друг от друга, то при переходе 

от слоя к слою скачком могут изменяться все компоненты тензора напряжений - 

.,, xxxzzz   

Это означает, что найденное в результате решения краевой задачи вектор пе-

ремещении является непрерывной функцией координат. Известны случаи, когда 
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указанные условия при переходе от слоя к слою выполняются частично или в 

других комбинациях. 

Следует заметить, что из-за многочисленности слоев решение важных задач в 

строгой постановке для составного тела практически не удается. Это обстоятель-

ство приводит к тому, что принимается ряд предположений, которые значительно 

упрощают способы получения решения. 

Основные положения и гипотезы. Основной особенностью, подлежащей 

учету при разработке методов расчета НДС конструкций из материалов, армиро-

ванных волокнами, является их слабое сопротивление сдвиговым и поперечным 

нагрузкам. Классические теории сплошных стержней, пластин и оболочек по-

строены на гипотезе плоских сечений [23] и недеформируемых нормалей. Здесь 

постулируется пренебрежимо малое влияния "второстепенных" напряжений 

),,( xуxxyy   на перемещения точек детали и на распределение "основных" на-

пряжений ),,( xzyzzz  (ось у направлена перпендикулярно слоям). Деление на-

пряжений на основные и второстепенные возникло при сопоставлении их относи-

тельных величин [39]: 

zzxxzzxz )
h

(~,
h

~ 


       (1.4.1) 

Для анизотропных материалов необходимо сопоставление их соответствую-

щих деформаций. Для стержней получено такое сопоставление в виде [39] 
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где h,  - соответственно поперечные и продольные размеры стержня, т.е. его вы-

сота и длина. 

Таким образом, гипотеза недеформируемых поперечных сечений придает ма-

териалу бесконечную сдвиговую и трансверсальную жесткость. 

В работах С.Г. Лехницкого, С.А. Амбарцумяна [17], [37] и других работах 

показано, что погрешность теории недеформируемых нормалей растет с увеличе-

нием отношений Еz/Gхz  и Еz/Еx. 
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Для некоторых задач, особенно при нагружении распределенными медленно 

меняющимися нагрузками, необходимость учета сдвига и сжимаемости нормали 

может быть определена на основе энергетического метода [19], [39]. Оценка со-

стоит в определении вклада рассматриваемой компоненты в величину полной по-

тенциальной энергии системы ,,( yyyyxxxx   ...),xzxz . С помощью соотноше-

нии (1.4.1) и (1.4.2), можно получить относительную величину потенциальной 

энергии от сдвиговых и трансверсальных составляющих  

yzz
2

zzzzyzyz G/E)/h()/(  ,      (1.4.3) 

yz
4

zzzzyyyy E/E)/h()/(  .      (1.4.4) 

Из формул (1.4.3) и (1.4.4) видно, что для тонких стержней (h/<0.1), по-

правка от трансверсальных напряжений мала, так как вклад от них в потенциаль-

ную энергию системы не превышает 0.1%. Вклад от касательных напряжений 

оценивается величиной 5-10%. 

Следует заметить, что действительно xyyzyy ,,   значительно меньше на-

пряжений xzxxzz ,,   и поэтому вполне допустимо считать их пренебрежимо 

малыми. Однако, пределы прочности на межслоевой сдвиг или предел прочности 

при поперечном растяжении слоистых КМ низки и поэтому малые значения 

xyyzyy ,,   могут определять работоспособность конструкции. В связи с этим 

определение реализуемых значений xyyzyy ,,   представляется важным. 

 

1.5. Определение физико-геометрических характеристик многослойных 

структур закрученного анизотропного стержня 

1.5.1 Математическая модель предварительно закрученного   

неоднородного стержня произвольного сечения 

 

1. Геометрическая характеристика стержня. Протяженный вдоль одной 

пространственной кривой Г конструкционный элемент называется стержнем. 

Кривая Г именуется осью стержня. Ось стержня может быть прямой или криво-
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линейной. Стержень можно представить в виде тела, которое образуется при дви-

жений плоской фигуры вдоль оси Г. Если при этом движении плоская фигура до-

полнительно вращается вокруг оси Г, то образуется естественно-закрученный 

стержень (рис.1.5.1). 

 

Рисунок 1.5.1 - Схема закрученного стержня. 

 

Одной из важных особенностей стержня является то, что основная нагрузка 

имеет направление, практически совпадающее с осью стержня.  

Криволинейный естественно-закрученный стержень изучают в некоторой 

прямоугольной неподвижной системе координат i0 OX)K( (i=1,2,3) (на рис. 1.5.1 

система OXYZ). Уравнение оси Г недеформированного стержня задается в виде 

)3,2,1(,)(
0

)(
0

 iiЭsixsr         (1.5.1) 

в котором )(
0

six  является координатами текущей точки Р; iЭ - единичные орты 

системы К0; s - скалярный параметр, соответствующий длине дуги, отчитываемой 

от начальной точки 0. 

Наряду с неподвижной системой координат К0 может быть использована свя-

занная с осью стержня подвижная система координат 
i

xp)( 
р

K 1,2,3)(i   (на 

рис.1.5.1 система P ). Ортогональный триэдр 
i

e  единичных векторов в системе 

Кр предполагается совпадающим с направлениями касательной )e( 2  и бинормали 

)e( 1 . Положение системы Кр относительно  К0  определяется из равенства  
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iiji Эse )( ,          (1.5.2) 

в котором 
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    (1.5.3) 

Здесь   - радиус кривизны; 0 - начальное кручение оси стержня; mnje  - эле-

менты кососимметрического тензора [46]. Нетрудно видеть, что компоненты, 

метрического тензора ij  являются функциями длины дуги s. 

Плоская фигура, ограниченная боковой поверхностью стержня и лежащая в 

нормальной к его оси Г плоскости, называется поперечным сечением в точке Р (Р-

сечение). Произвольная точка М в Р-сечении стержня имеет координаты 

)()()()( 00 seMsrrsrr PMРM       (1.5.4) 

Здесь Mr  - радиус вектор точки М в подвижной системе координат Кр, грече-

ские индексы принимают значения 1, 2 и по одинаковым индексам подразумева-

ется суммирование. Если стержень незакрученный, то значениями параметров s, 

2
x

1
x  , определяются координаты произвольной точки М. 

 Закрученный стержень образуется путем поворота Р-сечения относительно 

оси стержня на угол , равный 

 = (s).          (1.5.5) 

Здесь параметр   в общем случае является функцией длины дуги и характе-

ризует относительный угол закрутки [47-[49]. 

При указанном повороте местная система координат Кр преобразуется в но-

вую систему координат Кх с ортами in [50]. Единичные векторы in  определяются 

из равенств 

).ssin(,)scos(

,0,1,en

12212211

3223133133jiji


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

 
     (1.5.6) 

С помощью соотношений  (1.5.3), и (1.5.6)  устанавливается связь локальной 

Кх и неподвижной  К0 систем координат 
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.ЭЭn jmjimjiji           (1.5.7) 

Координаты произвольной точки  М в Р-сечений закрученного стержня опре-

деляются из равенства  

 n)M(x)s(rr 0
M  ,        (1.5.8) 

через длину дуги s и независимые параметры х1(М), х2(М). 

Если размеры сечений изменяются пропорционально скалярному параметру 

(s), то координаты произвольной точки М  Р-сечения  определяется из равенств  

.n)M(x)s()s(rr 0
pm         (1.5.9) 

В этом случае вместо ij удобно использовать учитывающие изменения раз-

меров  нормирующие множители   

)3,2,1j;2,1k,(,,)s(n j33jj3k     .   (1.5.10) 

При этом единичные орты  in  местной системы координат  Кх  определяются  

из выражения 

,ЭlЭgn jmjimjiji          (1.5.11) 

а радиус-вектор произвольной точки М в системе К0 из соотношений 

,ЭXЭg)M(x)s(rr jjjjРM  
0

j
0
jj g)M(xxX  .  (1.5.12) 

Для стержней, изготовленных из неоднородного в сечении материала (на-

пример, композиционного), целесообразно использовать локальную систему ко-

ординат, связанную с физико-геометрическими характеристиками сечения. Спо-

соб введения такой системы координат будет обсуждаться ниже. Здесь необходи-

мо отметить некоторые особенности строения поперечного сечения изготовлен-

ных из композиционных материалов стержней. 

 

1.5.2. Определение слоистой структуры по длине многослойного стержня 

Стержни из КМ могут изготавливаться из отдельных жгутов, слоев ленты или 

ткани. В этих случаях сечения стержня имеет слоистую регулярную структуру. В 

связи с этим для стержней постоянного и переменного сечения возникает специ-
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фическая для армированных стержней задача – задача укладки в сечении слоев 

постоянной толщины. Так как размеры сечений могут меняться вдоль длины 

стержня, то и число слоев в каждом сечении будет различным. В плоскости, со-

держащей ось стержня, отдельно слои представляются в виде лепестков. В связи с 

этим возникает технологическая задача раскроя таких лепестков. На рисунке 1.5.2 

представлена компрессорная лопатка с различным образом уложенных слоев.  

 

Рисунок 1.5.2 - Построенные слои поперечных сечений компрессорной лопатки; номера 

сечений лопатки соответствуют сечениям, удаленным от ее корневого сечения. 

 

Расположение отдельных слоев в сечении стержня определяется толщиной 

монослоя ленты или ткани и наружной конфигурацией сечения. Для стержня про-

извольного сечения методика расчета координат для каждого слоя разработана в 

работе [51, 68, 89, 96]. Предложен алгоритм и он реализован для расчетов на ЭВМ 

с помощью алгоритмического языка Фортран [51, 68, 89, 96]. Входными парамет-
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рами программы являются координаты линии, ограничивающие отдельное плос-

кое сечение. Эта линия разбивается на две части (условно называемые впредь 

«спинка», «корытце»), к которым прилегают два наружных в сечении слоя. Коор-

динаты наружной поверхности слоя заданы. Строится геометрическое место то-

чек удаленных от наружной линии на величину, равную толщине монослоя (рис. 

1.5.2) [51] (см. Приложение 1).  

   

  а)      б)  

Рисунок 1.5.3 - Лепестки а) спинки б) корытца компрессорной лопатки из восьми сечений. 

 

Построенные координаты считаются наружной линией следующего слоя и 

вновь повторяются в процессе построения координат внутренней линии текущего 

слоя. Так продолжается до тех пор, пока не выбирается вся толщина плоской фи-

гуры. Движение идет с двух сторон – со стороны «спинки» и со стороны «корыт-

ца». Это предопределяет появление коротких слоев внутри сечения (см. рис. 1.5.3) 

[51]. 

Наиболее сложным в алгоритме является процесс построения начала и конца 

каждого слоя. Такие построения проводятся для ряда следующих друг за другом 

сечений. Взятые из разных сечений координаты начала и конца одного слоя обра-

зуют координаты одного лепестка, т.е. позволяет решить сформулированную за-
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дачу раскроя слоев ленты, ткани [126, 242]. Более подробное описание алгоритма  

дано в приложении 1. Здесь на рисунке 1.5.4 приведен ряд сечений  типичных 

стержней и с помощью графопостроителя построены результаты расчетов коор-

динат слоев. 

Каждый слой представляет собой трансверсально-изотропное или ортотроп-

ное тело. Так как направление осей симметрии материала не совпадает с осями 

координат стержня и может меняться от слоя к слою, то физико-механические 

свойства слоев могут отличаться друг от друга. В связи с этим возникает необхо-

димость определения приведенных механических характеристик поперечного се-

чения. 

 

 

Рисунок 1.5.4 - Машинный раскрой по точкам сечения ромбовидной формы и авиационно-

го профиля слоистого сечения. 

 

1.5.3. Расчет физико-геометрических характеристик сечений  

анизотропного слоистого стержня 

 

Наиболее часто используются следующие геометрические и физико-

геометрические характеристики сечения стержня [63] 


F

mnkk
mn .dxdyyx)y,x(HI        (1.5.13)  
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Здесь показатели степеней m и n должны удовлетворять условию 0m4, 

0n4 (0n+m4), а физико-механические свойства )y,x(H k  содержат различные 

параметры (например, модуль упругости, коэффициент Пуассона, модуль сдвига, 

коэффициент линейного расширения  и т.д.) в зависимости от номера k. При k=0 

)y,x(H 0 =1 и интеграл (1.5.13) определяет геометрические характеристики сече-

ния стержня. При k=m=n=0 интеграл 0
00I  равен площади поперечного сечения, 

т.е. 0
00I =F. 

В пункте 1.5.2 показано каким образом сечение стержня представляется в ви-

де отдельных слоев. Ниже описан алгоритм численного интегрирования соотно-

шений (1.5.13). Предполагается, что материал каждого слоя может отличаться от 

материала других слоев своими физико-механическими характеристиками 

)y,x(H k . Возможные при этом разрывы подынтегральной функции  в (1.5.13)  

обуславливают представление интеграла (1.5.13) в виде суперпозиции интегралов, 

взятых по площади iF  каждого слоя. При этом интеграл (1.5.13) представляется в 

виде  

 


i

c

F

mni
mn

K

1i

i
mn

k
i

k
mn .dxdyyxJ,J)y,x(HI     (1.5.14) 

Здесь Кс – число слоев и интегрирование осуществляется по площади Fi  те-

кущего слоя стержня, в котором )y,x(H k =const . 

Каждый слой ограничен совокупностью ломаных линии у «спинки» и у «ко-

рытца». На вершинах этих ломаных строятся треугольники   (=1,2,…;), полно-

стью перекрывающие площадь слоя  Fi ( 



iМ

1i
iF  ) (см. рис.1.5.5). При этом 

.dxdyуnx
s
mnQ,

iм
s
mnQdxdy

iF

уnx
i
mnJ

s

m

1s

m


 
     (1.5.15) 

Здесь Мi – количество треугольников в i-ом слое. Отдельный треугольник АВС 

имеет координаты вершин ),у,х(А),у,х(А),у,х(А 332211  которые выбраны так, 
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что при обходе АВСА треугольник остается слева. Геометрические харак-

теристики треугольника АВС находятся из соотношений (см. приложение 2) 
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    (1.5.16) 

в котором k
1mC   - число сочетаний из m+1 элементов по к; 

)3,2,1(,xdyb),xx/()yy(d 111 
  .  (1.5.17) 

 

Рисунок 1.5.5 - Сетка из 1260 узлов и 1100 адаптированных со слоистостью структуры се-

чения элементов в ромбовидном стержне. 

 

Если индекс у координаты превышает 3, то его следует заменить на 1. В тех 

случаях, когда абсциссы 1x,x   двух точек мало отличаются друг от друга, ха-

рактеристики s
mnQ  вычисляются по формулам (см. приложение 2) 

 

s

.dyydxxdyydxxdxdyyxQ
D

B

m
)2(

)1(

n
D

A

m
)3(

)1(

nmns
mn



   (1.5.18) 

Численная реализация описанного алгоритма осуществляется с помощью 

специально составленной программы на алгоритмическом языке Фортран. Срав-

нение численных результатов геометрических характеристик k
mnI  стержня с ром-

бовидным  (d1=120 мм, d2=20 мм) и прямоугольным (a=120мм, h=20 мм) сечени-

ем вычисленные по формулам (1.3.18), с точными вычислениями приведены на 

таблице 1.5.1.  

Численные результаты геометрических характеристик для приведенных се-

чений, вычисленные по формулам (1.3.13), отличаются от точных их значений не 

более чем на  0,0001%. 
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Таблица 1.5.1 Значения геометрических характеристик 
k
mnI  сечения 

Интеграл k
mnI  Профиль прямоугольник Профиль pомб 

m n формула (1.3.15) Точное  

значение 

Формула (1.3.15) Точное 

значение 


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Система  координат 

 
 

 

После вычисления на ЭВМ физико-геометрических характеристик сечения 

находят центр тяжести сечения по формуле 

,IIy,IIx 0
00

0
01

0
00

0
01  

       (1.5.19) 
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а также направление главных осей. Если   - угол между осью х  и одной из 

главных осей сечения, то  

cos2=0.5(1-cos2),  sin2 =0.5(1+cos2), 

определяется из равенства  

;2tg1/12cos *2*     .)II/(I22tg 0
20

0
02

0
22     (1.5.20) 

В последующем анализе может использоваться новая, местная система коор-

динат  х, у , связанная со старой следующей зависимостью 

 х=(х-х) cos +(у-у)sin,   

у=-(х-х)sin+(у-у) cos.       (1.5.21) 

C изменением координатной системы  (параллельный перенос в центр тяже-

сти и поворот относительно осей х и у ) геометрические и физико-геометрические 

характеристики стержня произвольного сечения меняют величину. Физико-

геометрические характеристики слоя в системе координат  х, у, z  (1.5.21) нахо-

дятся по формулам  
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  (1.5.22) 

где i
mnQ - значения, вычисленные для слоя i по формуле (1.5.16) или (1.5.18).  

Формула (1.5.22) характеризует, что в новой, местной системе координат фи-

зико-геометрические характеристики сечения могут  отличаться от значения  

(1.5.13). 

Метод расчета стержней произвольного сечения, в основе которых лежала 

классическая теория тонких изогнуто-закрученных стержней Кирхгофа-Клебша, 

разрабатывались и развивались многими авторами [45], [47-49], [54]  и другими. 

Однако, в настоящее время не до конца разработаны методы расчета слоистых 

стержней произвольного сечения. Поэтому, рассматривается цилиндрический 

стержень из слоистого материала с поперечным сечением произвольной формы, 
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находящийся под действием усилий, распределенных по концам стержня и при-

водящихся к скручивающему моменту tM , изгибающим моментам 1M , 2M  и силе 

Р. Область сечения предполагается конечной и односвязной. Оси х, у совпадают с 

главными осями инерции рассматриваемого текущего сечения и проходят через 

центр тяжести сечения. Текущая ось z нормальна к сечению (см. рис. 1.5.6) 

 
Рисунок 1.5.6 - Схема нагружения слоистого стержня. 

 

В случае продольно-поперечной укладки слоев i =0 или i =90, в этих слоях 

физические соотношения (1.3.4) упрощаются из-за отсутствия связанности сдви-

говых и продольно-поперечных деформации и напряжений. В этом случае 

0aa i
46

i
5j  )3,2,1j(   и кручение стержня является чистым [3], [4]. Если угол 

армирования i  в некотором слое i отличен от нуля, то исследуемая деформация 

стержня является «обобщенной» и кручение стержня, в частности, обуславливает 

появление эффектов изгиба при кручении. 

 

1.5.4 Формулы обобщенного кручения композиционного стержня 
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При "обобщенном " кручении компоненты перемещения точек i-го слоя u, v, 

w отыскиваются в виде [3] 
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Здесь iii W,V,U некоторые подлежащие определению функции координат 

сечения  х, у;   - относительный угол закручивания на единицу длины стержня; 

-длина стержня; 
F

ik
i
k dFxJ 2

 (k=1,2) - главные моменты инерции поперечного 

сечения i-го слоя; i0
00I = iF  - площадь сечения i-го слоя; t21 M,M,M,P - силы и мо-

менты, действующие в поперечном сечении стержня. Как правило, последние 

),,,( 21 tMMMP  являются известными величинами, однако иногда встречаются 

случаи, когда их следует определить  в ходе решения задачи.  

Используя геометрические соотношения Коши из (1.5.23) легко получить вы-

ражения для компонент  тензора деформации при "обобщенном кручении" для 

слоя i в виде   
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Следует заметить, что в (1.5.24) все компоненты тензора деформации не за-

висят  от координат z . 

Если соотношения (1.3.4) подставить в уравнения равновесия   

,)3,2,1j,k(0xi
k

i
j,kj         (1.5.25) 
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где индекс после запятой  означает  дифференцирование по соответствующей ко-

ординате, и при этом, учесть представления  (1.5.24), то уравнения  равновесия  

могут быть приведены  к виду [67,120, 244] 
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Здесь функция )y,x(Z i
j (j=1,2) определяются следующими соотношениями  
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 Специальная форма уравнений равновесия  (1.5.26), (1.5.28)  относительно 

составляющих iii W,V,U  перемещений )N,...,2,1i(w,v,u iii   выбрана с целью 

перенести вправо члены, обусловленные взаимодействием сдвиговых и продоль-

но-поперечных деформаций. Действительно, если 0465  ii
j cc )3,2,1j(  , что 

реализуется при 0i 0  или 0i 90 , то 0i 0 , 0Z i
3 , а i

2
i
1 Z,Z  зависят только 

от изгибающих моментов М1, М2 обуславливая возможность по раздельного опре-

деления функции iW  и функции ii V,U . Этот метод описан ниже  (см. 1.7). 

Дифференциальные уравнения (1.5.26), (1.5.28) должны быть решены при за-

данных условиях на боковой поверхности стержня, а также на его торцах. В сече-

ниях стержня должны выполняться условия непрерывности перемещений ,, ii VU

iW  при переходе от слоя к слою. 
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1.6. Постановка граничных условий 

1.6.1. Условия на боковой поверхности 

 

Пусть  на цилиндрической  поверхности неоднородного анизотропного приз-

матического стержня заданы усилия .Z,Y,Х   Тогда в рассматриваемом сечении 

z условия на контуре L слоистой области запишутся в виде [67,120] 
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Здесь  - направление нормали к ограничивающему рассматриваемое сечение 

контуру L (рис.1.3.5). ,/y)x,cos(1     /x)x,cos(2   направляю-

щие косинусы, которые написаны в предположении, что положительный обход 

области  осуществляется так, что область при обходе всегда  находится слева. 

Если в соотношения (1.6.1) подставить физические зависимости (1.5.4) и, при 

этом, учесть выражения для компонент тензора деформации  (1.5.24), то гранич-

ные условия на боковой  поверхности запишутся в виде [67] 
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в которых приняты  обозначения  
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Специальная форма граничных условий (1.6.3), (1.6.2) относительно составляю-

щих Ui, Vi, Wi (i=1,2,...,N), выбрана с целью  перенести вправо члены, обусловлен-

ные взаимодействием сдвиговых и продольно-поперечных деформаций. Действи-

тельно, если параметры i
45c  и i

46c  равны нулю (i=1,2,3), что реализуется при 

0i 0  или 0i 90  (i=1,2,...,N), то 
Х  и 

Y  зависят только от изгибающих мо-

ментов  М1, М2 , и тем самым, обуславливают возможность раздельного представ-

ления граничных условии для функции U
i
, V

i
, W

i
. Левые  части условий (1.6.2), 

(1.6.3) характерны для задачи изгиба [16] и кручения анизотропных стержней [1], 

[3]. 

 

1.6.2. Условия на поверхностях контакта анизотропных слоев  

многослойного стержня 

 

Из условия совместности перемещения и равновесия бесконечно малого эле-

мента, находящегося в окрестности  линии раздела Lkj  анизотропных слоев Rk и 

Rj, следуют кинематические условия [67,120] 

jkjkjk WW,VV,UU         (1.6.5)  
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Здесь )x,cos( kj1  = ,s/y  s/x)x,cos(2    направляющие косину-

сы нормали kj ; kj  - направление нормали к линии раздела слоев Rk, Rj; s – дуга 

линии Lkj (см. рисунок 1.3.5). После подстановки в (1.6.6) физических зависимо-

стей (1.3.4) с учетом выражения (1.5.24), граничные условия на поверхностях кон-

такта слоев запишутся в виде 
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где k
zM  определяется из выражения (1.6.4). 

Если параметры i
jc 5  и i

jc 6  равны нулю (i=1,2,3), что реализуется при  i =0 

или i 090 (i=1,2,...,N), то  ,,, jkjkjk WWVVUU   
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где k*
zM  определяется из выражения 
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Выбранная форма граничных условий (1.6.7), (1.6.8) обуславливает возмож-

ность раздельного определения граничных условий для функций W
i
 и функций U

i
, 

V
i
. Действительно, условия (1.6.7) зависят только от изгибающих моментов М1, М2 

характерные для задач изгиба [16], а условие (1.6.8) от значения , что характерно 

для задачи кручения анизотропных стержней [3]. 

 

1.6.3. Условия на торцевых поверхностях контакта многослойного стержня 

 

На торце z=const. граничные условия обычно для стержней выполняются ин-

тегрально [3], [58]. При этом 
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Первые три условия и частично последнее учтены при выборе формы функ-

ций, характеризующих перемещение, заданное соотношением (1.5.23). 
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Для отдельного слоя интегральные зависимости (1.6.11) могут быть выписа-

ны с учетом жесткости слоя [52] – 
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где Сi – жесткость на кручение по Сен-Венану i–го слоя. 

При получении соотношений (1.6.2), (1.6.3) использован прием, рекомендо-

ванный в работах [2], [3], [54]. В этих работах используется выражение компонент 

тензора напряжения 33 , найденное из третьего уравнения системы (1.3.4). Соот-

ветствующему подинтегральному выражению из (1.6.11) добавляется левая часть 

уравнений равновесия предварительно умноженная на х, у или их степени и про-

изведения. В результате можно заменить интеграл по поверхности интегралами от 

объемных и поверхностных сил, распределенных по контуру сечения. Считая 

объемные и поверхностные силы равными нулю, можно установить справедли-

вость первых пяти равенств (1.6.11). Последнее условие (1.6.11) дает необходимое 

контурное выражение для функции перемещения W
i
. Действительно, если в эти 

уравнения подставить выражения i
13  и i

23  из (1.3.4),  в которых использованы 

зависимости Коши (1.5.24), то оно записывается в виде  

,)](
1

)([ 44
55









MdFWcx

yc
yW

xF

iii        (1.6.12) 

где приведенный крутящий момент М - 
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В (1.6.13) приняты обозначения 
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где i0
10

i0
01 I,I  - статические моменты инерции относительно оси у и х; i0

11I  – центро-

бежный момент слоя i. 

Для решения задачи о кручении слоистого стержня, необходимо найти функ-

ции U
i
, V

i
, W

i
, удовлетворяющие одновременно как дифференциальным уравнени-

ям равновесия (1.5.26), (1.5.28), так и граничным условиям (1.6.2)-(1.6.6) и 

(1.6.12). Особенностью этих уравнений является то, что из-за связанности круче-

ния и изгиба (коэффициенты i
5jс  и i

46с  (i=1, 2,3) отличны от нуля) приходится од-

новременно решать систему трех дифференциальных уравнений (1.5.26), (1.5.28). 

Только тогда, когда параметры 0сс i
46

i
5j  , система уравнений (1.5.26), (1.5.28) 

расщепляется на задачи чистого кручения и чистого изгиба. В дальнейших иссле-

дованиях рассматривается задача о кручении анизотропного слоистого стержня 

при выполнении условий на боковой поверхности 

  0  ZУХ         (1.6.15) 

и на торцах 

  021  ММР         (1.6.16) 

стержня. В результате решения поставленной задачи определяются функции U
i
, 

V
i
, W

i
 и по формулам (1.5.24) деформации в слое i, что позволяет в соответствии с 

соотношениями (1.3.4) оценить НДС слоя. Однако решения поставленной задачи 

в полном объеме представляет определенные трудности. В связи с этим, ниже 

предложен метод получения приближенного решения с помощью представления 

решения в виде ряда по степеням малого параметра. 

 

1.7.  Разработка метода решения полученных уравнений 

 

В тех случаях, когда отношение 5555546 , cccc i
j

i  (i=1,2,..., N) оказывается 

меньшим 1, то, следуя  работам [44], [45], [53], в которых использовано разложе-
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ние в ряд по малому физическому параметру, можно  ввести один малый пара-

метр [67,120] 

=Sup{ij}          (1.7.1)     

при  данном значении угла (см. зависимости (1.3.7)). В (1.3.4) параметр жесткости 

является эффективным параметром упругости сечения. В таблице 1.7.1 приведены 

значения параметра  меньше 1. В этом  случае решение уравнений  (1.5.4), (1.5.5)  

при граничных  условиях (1.6.2)-(1.6.6) и (1.6.12)  удобно отыскивать  для каждого 

слоя  i в виде степенного  ряда [67,120] 
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Если принятую  форму  решения (1.7.2)  подставить в уравнение  (1.5.28), то 

оно принимает вид 

j
i
j2

2

i
55

i
44

2

2
i
j1 SW

~

yC

C

x
W
~

D 


























,      (1.7.3) 
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В равенстве (1.7.4) 1
j символ Кронеккера.  

Если функции i
j

i
j U

~
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~
 были предварительно определены, то уравнение (1.7.3) 

является неоднородным дифференциальным уравнением относительно i
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~
. Если 

же  j=0, то S0=0 и для определения i
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~
получается однородное уравнение.  

Из соотношений (1.6.12) и принятой  формы решения (1.7.2) находится усло-
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которому должно удовлетворяться найденное решение уравнения на контуре L. 

На линиях раздела Lik слоев Ri и Rk должны выполняться  условия, k
j

i
j W

~
W
~

  
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в которых  приняты  обозначения 
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Таблица 1.7.1 - Значение параметра  

Название материала и источник i  
015  

030  045  

   

BAL [36] i
55

i
15 с/с   0.35 0.07 -0.7 

i
55

i
25 с/с   0.31 0.5 0.53 

i
55

i
46 с/с   0.07 0.11 0.17 

i
11

i
66 с/с   0.2 0.22 0.2 

Стеклопластик  [32] i
55

i
15 с/с   0.41 0.31 0.02 

i
55

i
25 с/с   0.23 0.31 0.24 

i
55

i
46 с/с   -0.03 -0.03 -0.04 

ii с/с 5535   -0.41 -0.22 -0.02 

СFRP  [34] i
55

i
15 с/с   -0.08 -0.37 -0.7 

i
55

i
25 с/с   -0.02 -0.02 -0.02 

i
55

i
44 с/с   0.51 0.31 0.27 

i
55

i
46 с/с   0.02 0.02 0.02 

Углепластик  [33] i
55

i
15 с/с   -0.15 -0.45 -0.8 

i
55

i
25 с/с   -0.05 -0.05 -0.04 

i
55

i
44 с/с   0.41 0.21 0.11 

i
55

i
46 с/с   0.02 0.02 0.02 

Здесь, i
zM - определяется  из  выражения (1.6.4), 21 , - направляющие  коси-

нусы нормали  к линии раздела L слоев Ri и Rk. В (1.7.5) правая часть определя-

ется равенством 
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где i
zzM  определяется из выражения (1.6.14). Правая часть условия (1.7.5) также 

как и правая часть уравнения (1.7.3) может быть найдена, если будут предвари-

тельно определены функции  i
1jU

~
 и i

1jV
~
  для  каждого слоя i. При j=0 выражение 

Mt0 зависит от заданного крутящего момента  Мt  и параметра кручения . Таким 

образом, при j=0 должно быть найдено решение задачи о чистом кручении  

(1.6.16). 

Если решение отыскивается в виде (1.7.2), то функции i
j
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~
в соответствии 

с уравнениями (1.7.3) и (1.7.8) должны быть определены  в результате решения 

системы неоднородных уравнений [67,120] 
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Таким образом, если функции предварительно определены, то уравнения 

(1.7.8) должны быть решены при следующих  граничных условиях: 

а) На  контуре L 
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в  которых  введены  дополнительные  обозначения  
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В (1.7.10)  выражение i
zM  определяется из отношений (1.6.4), а 

)y,cos(,)x,cos( 21     - направляющие косинусы нормали к контуру L. 

б) На  поверхностях  контакта Lik слоев Ri и Rk. 
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где )y,(cos,)x,(cos ki2ki1     - направляющие косинусы нормали ki  к линии 

раздела ikL слоев iR и kR . Правые части условии (1.7.8) будут полностью опреде-
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лены, если предварительно был установлен вид функции i
1jW

~
 . Вместе с тем, при 

j, равном нулю, как правые части уравнений (1.7.8), так и правые части условий 

(1.7.9) определяются независимыми от i
1jW

~
  факторами. Это обстоятельство со-

вместно с замечаниями, касающимися уравнения (1.7.3) и соответствующих им 

граничных условий (1.7.5), говорит, что полученная разрешающая система урав-

нений (1.7.3), (1.7.8) является рекуррентной системой уравнений. 

Действительно, при j=0 правая часть уравнения (1.7.3) равна нулю и при гра-

ничных условиях (1.7.5) должно быть найдено решение задачи о чистом кручении 

(1.6.16), т.е. находится решение i
0W

~
 для каждого слоя i. При j=0, как правые части 

уравнений (1.7.8), так и правые части условий (1.7.9) определяются значением 

i
0

i
0 V

~
,U

~
 для каждого слоя i. После подстановки предварительно определенные 

функции i
0

i
0 V

~
,U

~
 для каждого слоя i в правые части уравнения (1.7.3) и (1.7.5), из 

решения неоднородного дифференциального уравнения (1.7.3) относительно i
1W

~
, 

находится значение  i
1W

~
 для каждого слоя i. Так как функции i

0W
~

 предварительно 

определены, то из решения неоднородного дифференциального уравнения (1.7.8) 

относительно i
1

i
1 V

~
,U

~
 находится значение i

1
i
1 V

~
,U

~
 для каждого слоя i. 

Таким образом, по найденным функциям i
1

i
1 V

~
,U

~
, iW

~
1  система уравнений 

(1.7.3), (1.7.8) совместно с граничными условиями (1.7.5), (1.7.6), (1.7.9) и (1.7.11) 

позволяет математически сформулировать задачу для определения отдельно 

функции i
j

i
j V

~
,U

~
, и отдельно функции i

jW
~

 для каждого слоя i при следующем j+1-

ом приближений. 

В работе [44, 45] для анизотропного тела описан аналогичный способ для ре-

шения системы уравнений (1.7.3), (1.7.8) при достаточно жестких условиях, нало-

женных на упругие характеристики анизотропного тела. Там же доказана теорема 

существования и единственность решения в классе обобщенных функций, а также 

установлена сходимость степенного ряда (1.7.2) при представлении решения в ви-

де разложения по малому параметру. Предложенный в настоящей работе алго-
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ритм решения по существу является развитием работы [44, 45], в котором реше-

ние реализуется для каждого слоя многослойного стержня в перемещениях. Та-

ким же образом, как и в [44, 45] можно показать сходимость рядов (1.7.2) к иско-

мому решению. Однако, все же получение решения в такой схеме затруднено. По-

этому ниже отдельно рассматривается задача о кручении слоистого стержня (см. 

1.8-1.9 и глава II) и в рамках определенных кинематических предположений зада-

ча о НДС естественно-закрученных слоистых стержней произвольного сечения, 

находящихся в поле центробежных сил (см. глава III-IV).  

 

1.8. Кручение многослойного призматического стержня прямоугольного  

сечения,  составленного из материала ортотропных слоев  

 

Известно, что отыскание точного решения задачи о кручении анизотропных 

слоистых стержней произвольной формы поперечного сечения сопряжено с 

большими математическими трудностями. 

В работах [1], [2], [3] изложены общие методы решения задач о кручении со-

ставных стержней, приведены решения ряда конкретных задач и дана обширная 

библиография. В [1] решена задача о кручении многослойного стержня, состав-

ленного из изотропных материалов, а в [2], [3] - из ортотропных материалов для 

прямоугольного сечения. При решении задач о кручении многослойного стержня 

с поперечным сечением сложной формы в [2], [3] материал стержня представля-

ется в виде однородного анизотропного тела с "эффективными" по всему попе-

речному сечению механическими характеристиками. При этом, не учитывается 

слоистая структура материала стержня, не позволяя, тем самым, оценить влияние 

на характеристики деформирования при кручении месторасположения слоя с те-

ми или иными свойствами. Интегральные характеристики не позволяют сформу-

лировать и решить задачу о выборе оптимальной структуры сечения, обеспечи-

вающей, например, ему наибольшую жесткость на кручение. Формулировка задач 

об определении НДС цилиндрических стержней, работающих на кручение, весьма 

мало отличается друг от друга [1-3]. Тем не менее, в литературе трудно отыскать 
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решения и формулировки этих задач для слоистых анизотропных стержней про-

извольного сечения. Поэтому коротко рассматривается общая постановка задачи о 

кручении составных анизотропных стержней произвольного поперечного сечения. 

Пусть дано постоянное по длине поперечное сечение составного стержня, 

образованного из N слоев R1, R2,..., Rn, которым соответствуют различные упру-

гие постоянные i
44c  и i

55c  (i=1, 2 , ...,N). Боковая поверхность стержня свободна от 

нагрузки (1.6.15), а нагрузка, действующая по торцам, статически эквивалентна 

крутящему моменту Мt  (1.6.16). Обозначим через L внешний контур всего сечения, 

Li - контуры слоя  Ri и Lij  линия раздела между слоями Ri и Rj. Линия раздела смеж-

ных слоев Lij внутри сечения или пересекает внешний контур L под углом, не рав-

ным нулю (рис.1.5.5). В этом случае граничные условия на боковой поверхности 

запишутся в виде (1.6.1) и на торцевых поверхностях – (1.6.11). 

Для решения задачи,  описываемой уравнениями  (1.3.4)  с граничными условиями 

(1.6.1) - (1.6.11), используется полуобратный метод Сен-Венана [4]. Исходя из 

граничных условий (1.6.1), предполагается, что в слоистом стержне качественная 

картина распределения напряжений не отличается от картины в случае однород-

ного тела, т . е .  из шести компонент тензора напряжений i
kj (k,j=1,2,3), входящих 

в выражение (1.3.4), по-прежнему только две не равны нулю в любой точке сечения 

стержня - i
хz и i

yz. Тогда уравнения равновесия для слоя i запишутся в виде 

(1.5.28). Разница между уравнениями (1.5.28) и уравнениями для однородного те-

ла с такой же упругой симметрией заключается в том, что в (1.5.28) параметры 

жесткости i
44c  и i

55c  - для каждого слоя i имеют различные значения, тогда как у 

однородного тела они постоянны. Поэтому при переходе от слоя к слою скачком 

могут изменяться отдельные компоненты тензоров напряжений. 

Таким образом, задача о кручении анизотропных составных стержней сво-

дится к задаче определения N функции W
i
(x,у) удовлетворяющих внутри Ri урав-

нениям (1.5.28) и условиям (1.6.3) на свободных участках границы и линиях раз-

дела слоев (1.6.5). 

Сравнивая методы решения задачи кручения в напряжениях [1-2]  и в пере-



 78 

мещениях [3], следует заметить, что оба метода обладают достоинствами и недос-

татками. Введение функции напряжений U(x,y) приводит к неоднородному диф-

ференциальному уравнению в частных производных, решение которого представ-

ляет большие трудности, в частности, для нерегулярных слоистых сечений, чем 

решение однородного уравнения, к которому сводится задача при решении в пе-

ремещениях. Граничные условия проще записываются через функцию напряже-

ний. Кроме того, с помощью результатов, полученных для слоистых стержней, 

составленных из изотропных материалов, легче построить решение в напряжен-

ниях для регулярных сечений с изотропными слоями, чем в перемещениях. Одна-

ко, решение в перемещениях для неоднородных анизотропных стержней нерегу-

лярного сечения выгодно отличается от решения в напряжениях, в связи с про-

стым условием на линиях раздела анизотропных слоев. 

Решение задачи о кручении составных стержней с помощью функции круче-

ния приведены в работах [1], [2], [54], а при применении функции напряжений 

получило отражение в обширной библиографии, приведенной в работах [1], [55]. 

Имеется довольно много приближенных методов решения задачи о кручении 

анизотропных слоистых стержней с поперечным сечением произвольной формы 

(МКЭ, метод сеток, метод малого параметра, энергетический метод, и др.). Одна-

ко для доказательства достоверности результатов, полученных приближенными 

методами решения задачи о кручении анизотропных слоистых стержней, следует 

сопоставить их с точными решениями для регулярных многослойных сечений (в 

частности, с изотропными или ортотропными слоями) или с экспериментальными 

результатами. Поэтому здесь более подробно рассматриваются и обсуждаются ре-

зультаты решения задачи о кручении многослойного стержня прямоугольного се-

чения, составленного из ортотропных материалов. В п.1.9 подробно рассматрива-

ется влияние жесткости на кручение анизотропных стержней слоистой структуры. 

Полученные результаты п. 1.8, 1.9, в последующем используется для определения 

достоверности полученных численных результатов решения задачи  о кручении 

многослойных анизотропных стержней произвольного сечения методом конечных 

элементов (см. глава 2). 
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Аналитическое решение задачи о кручении призматического стержня прямо-

угольного сечения, составленного из различных ортотропных слоев, имеющих 

одинаковую ширину и удовлетворяющих условию непрерывности перемещений 

u
i
, v

i
, w

i
 и касательного напряжения i

yz (см. рисунок 1.8.1) при переходе от слоя к 

слою было получено Лехницким С.Г. [54]. В этой задаче напряжения в каждом 

слое i выражаются через контактные усилия. В свою очередь, контактные усилия 

определяются из условия непрерывности перемещения w
i
 при переходе от слоя к 

слою. При этом решается вспомогательная задача о равновесии стержня прямо-

угольного сечения, деформируемого касательными усилиями. В этом случае каса-

тельные напряжения i
yz на двух поверхностях слоя i не равны нулю, а задаются в 

виде тригонометрических рядов с неопределенными коэффициентами. Коэффи-

циенты определяются из условий (1.6.5) на поверхностях контакта. В результате 

для определения трех коэффициентов усилий, получается рекуррентная система 

уравнений. Для N-cлойного стержня, составленного из ортотропных материалов, 

при определении контактных усилий, решается система алгебраических уравне-

ний N-1 порядка.  

 

Рисунок - 1.8.1 Слоистый стержень прямоугольного сечения 

 

В [54] касательные напряжения i
xz, 

i
yz, функция кручения )y,x(i  в слое i  

определяются из соотношений 
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Здесь h=bi-bi-1 толщина, i
44c , i

55c  - модули сдвига i-го слоя в плоскости уz и xz 

соответственно (см. рис.1.8.1), bi - расстояние от оси x до линии раздела слоев с 

номерами i-1 и i; a - ширина стержня;  - относительный угол закручивания на 

единицу длины стержня. Кроме того,  
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В выражения (1.8.4) входят параметры жесткости i
mnс , определяющиеся по 

формулам (1.3.7) и (1.3.8). 

Контактные усилия между слоями i,k  находятся из решения системы  N-1 ал-

гебраических уравнений 
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Определение касательных напряжений  i
xz и 

i
yz, а также функции кручения 

i
(x,у) и жесткости на кручение C каждого слоя i и всего сечения в целом требует 
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решения подобной системы алгебраических уравнений (1.8.5). Например, в [1], 

[2], [56] решается система из 2N алгебраических уравнений (i=1,2,...,N). В этой 

связи в [1], [2], [56], [64] приближенные оценки значений распределения каса-

тельных напряжений i
xz, 

i
yz приведены для сечения только с тремя чередующи-

мися изотропными слоями. Это означает, что недостаточно подробно изучены 

особенности распределения касательных напряжений и перемещений в сечениях 

многослойных стержней. 

На основе соотношений (1.8.1)-(1.8.5) впервые была составлена программа 

расчета на алгоритмическом языке Фортран и на еѐ основе исследовались распре-

деления касательных напряжений, перемещений в многослойных стержнях пря-

моугольного сечения, составленных из изотропных и ортотропных материалов 

[66]. Блок-схема этой программы приведена на рисунке 1.8.2. Следует отметить, 

что значения A
*

ki, В
*

ki из уравнения (1.8.1)-(1.8.3) зависят от значения контактных 

усилий, которые предварительно определяются из решения системы уравнений 

(1.8.5). Рассмотрим варианты расчета многослойных стержней различной струк-

туру. 

1. Особенности НДС многослойных стержней с изотропными слоями. На 

основе описанной выше программы были проведены исследования распределения 

касательных напряжений, перемещений и определены жесткости на кручение 

многослойных стержней прямоугольного сечения со сторонами а=120 мм, h=20 

мм [66]. Изотропные слои, изготовленные из мягкого материала A типа эпоксид-

ной смолы ( i
55

i
44 cc  =GA=1.1 ГПа, показаны на рисунках в виде черных слоев) и 

жесткого материала Б типа стали ( i
55

i
44 cc  =GA=78.74 ГПа, светлые слои), чередо-

вались. Каждый слой имеет свою постоянную толщину, подобранную таким обра-

зом, что относительное объемное содержание материала А из эпоксидной смолы в 

обсуждаемых здесь результатах соответствовало vA=0.3. В виду симметрии изу-

чаемого напряженного и деформированного состояния на рисунках изображена 

лишь четверть сечения стержня.  



 82 

 

Рисунок 1.8.2 - Блок-схема программы 

 

На рисунке 1.8.3-1.8.5 приведены результаты расчетов для трехслойных 

стержней в случаях, когда мягкий слой находится внутри (случай а) и снаружи 

(случай б) сечения. 

 

  а)   б) 

Рисунок 1.8.3 - Распределение касательных напряжений xz в сечении трехслойного 

стержня с жестким (случай б) и мягким  (случай а) наружными слоями. 0 центр сечения, а/2  

полусторона прямоугольника. 

 

Результаты расчетов показывают, что касательные напряжения i
xz при пере-

ходе от слоя к слою претерпевают разрыв первого рода. При переходе от слоя к 

слою значения разрыва увеличиваются или уменьшаются пропорционально  от-
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ношению модулей 1i
Б

i
A G/G  <1 или 1i

Б
i
A G/G  <1 (рис.1.8.3). При более жестких 

наружных слоях наибольшие напряжения i
xz  достигаются на серединах длинных 

сторон внешнего контура (рис. 1.8.3а). При менее жестких наружных слоях наи-

большие значения получаются в точках соприкосновения слоев на середине 

длинных сторон прямоугольника (рис.1.8.3б).  

 

 

а)    б) 

Рисунок 1.8.4 - Распределение касательных напряжений  yz в сечении трехслойного 

стержня с жестким (случай б) и мягким  (случай а) наружными слоями. 0 центр сечения, а/2  

полусторона прямоугольника. 

 

а)    б) 

Рисунок 1.8.5 - Распределение осевых перемещений w в сечении трехслойного стержня с 

жестким (случай б) и мягким  (случай а) наружными слоями. 0 центр сечения, а/2, h/2 - полу-

стороны прямоугольника. 

 

Для стержня с жесткими наружными слоями (рпс.1.8.4а) наибольшие значе-

ния напряжений i
yz реализуются на серединах жесткого слоя коротких сторон 

внешнего контура, а при менее жестких наружных слоях наблюдается неравно-

мерное распределение по сечению (рис. 1.8.4б). При более жестких наружных 
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слоях осевые перемещения w
i
 достигают наибольших значений на контуре 

(рис.1.8.5а), а при менее жестких наружных слоях ее значения как на контуре, так 

и во внутренних точках сечения увеличиваются (рис.1.8.5б). 

Качественная картина распределения касательных напряжений и осевых пе-

ремещений находится в соответствии с общими представлениями о кручении изо-

тропных стержней прямоугольного сечения [4]. Однако, если учесть незначитель-

ность модуля мягкого слоя, то в этих слоях градиенты напряжений (рис.1.8.4а) 

являются довольно большими. С изменением положения мягких и жестких слоев 

характер распределения, а также величины касательных напряжений и осевых пе-

ремещений изменяются. 

Характер распределения величин касательных напряжений i
xz, 

i
yz и осевых 

перемещений w
i
 по сечению 39-ти слойного стержня с более жестким наружным 

слоем незначительно отличается от их распределения в стержне с менее жестким 

наружным слоем. Однако, здесь более наглядно демонстрируется скачкообразное 

изменение касательных напряжений i
xz при переходе от слоя к слою (см. рис. 

1.8.6). 

 

Рисунок 1.8.6 - Распределение касательных напряжений xz в сечении 39-ти слойного 

стержня с мягкими наружными слоями. 0 центр сечения, а/2 - полусторона прямоугольника. 

 

Из-за непрерывности касательных напряжений i
yz и осевых перемещении w

i
 

при переходе от слоя к слою и малой толщины мягких слоев в многослойных 

стержнях уровень напряжении i
yz и значение перемещений w

i
 в этих слоях доста-
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точно высок (рис. 1.8.7, 1.8.8). Это может привести к тому, что мягкие слои с от-

носительно низкой прочностью на сдвиг достаточно быстро (уже при малых углах 

относительного угла закручивания ) достигают предельных состояний или пла-

стических деформаций. Жесткость мягких слоев при этом, уменьшается и эффект 

разрыва градиентов напряжений i
yz и значений w

i
 усиливается. Исследование 

особенности распределения напряжений и перемещений в отдельных слоях 

стержня позволяет оценить работоспособность слоистой конструкции при круче-

нии. 

 
  а)    б) 

Рисунок 1.8.7 - Распределение касательных напряжений уz в сечении 39-ти слойного 

стержня с мягкими (случай а) и жесткими (случай б) наружными слоями. 0 центр сечения, h/2 - 

полусторона прямоугольника. 

 

  а)    б) 

Рисунок 1.8.8 - Распределение осевых перемещений w в сечении 39-ти слойного стержня с 

мягкими (случай а) и жесткими (случай б) наружными слоями. 0 центр сечения, h/2, а/2  - полу-

стороны прямоугольника. 

 

Из-за непрерывности касательных напряжений i
yz и осевых перемещении w

i
 

при переходе от слоя к слою и малой толщины мягких слоев в многослойных 
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стержнях уровень напряжении i
yz и значение перемещений w

i
 в этих слоях доста-

точно высок (рис. 1.8.7, 1.8.8). Это может привести к тому, что мягкие слои с от-

носительно низкой прочностью на сдвиг достаточно быстро (уже при малых углах 

относительного угла закручивания ) достигают предельных состояний или пла-

стических деформаций. Жесткость мягких слоев при этом уменьшается и эффект 

разрыва градиентов напряжений i
yz и значений w

i
 усиливается. Исследование 

особенности распределения напряжений и перемещений в отдельных слоях 

стержня позволяет оценить работоспособность слоистой конструкции при круче-

нии. 

2. Особенности НДС многослойного стержня с ортотропными слоями. На 

основе разработанной программы проведены исследования распределения каса-

тельных напряжений, перемещений в многослойных стержнях прямоугольного 

сечения со сторонами a=120 мм., h=20 мм [66]. Изотропные слои изготовлены из 

материала А типа алюминия ( i
55

i
44 cc  =GA=26.31 ГПа, зачерненные на рисунках 

слои), а ортотропные слои - из композиционных материалов Б (упругие свойства 

боралюминия, которых приведены на таблице 1.3.2 [36], заштрихованные на ри-

сунках слои). Каждый слой имеет свою постоянную толщину, подобранную та-

ким образом, что относительное объемное содержание материала матрицы А из 

алюминия в обсуждаемых результатах соответствовало v=0.2. В виду симметрии 

напряженно-деформированного состояния на рисунках изображена лишь четверть 

прямоугольного сечения стержня.  

На рис.1.8.9-1.8.11 приведены результаты расчетов касательных напряжений 

и перемещений в виде поверхностен для трехслойных стержней в случаях, когда 

слой из материала А находится внутри (случай а) и снаружи (случай б) сечения. 

Качественная картина распределения касательных напряжений находится в соот-

ветствии с представлениями о кручении слоистых стержней прямоугольного се-

чения, составленных из изотропных материалов (см. пункт 1). 

Результаты расчетов показывают, что с изменением положения слоев из ма-

териала А и Б характер распределения, а также величины касательных напряже-

ний i
xz, 

i
yz  и осевых перемещений w

i
 изменяются незначительно в связи с малым 
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отличием значений модулей сдвига материалов слоев GA и GБ  (рис. 1.8.9- 1.8.11). 

 
    а)      б) 

Рисунок 1.8.9 - Распределение касательных напряжений хz в сечении трехслойного 

стержня с ортотропными (случай а) и изотропными (случай б) наружными слоями. 0 центр се-

чения, а/2 - полусторона прямоугольника. 

 
   а)       б) 

Рисунок 1.8.10 - Распределение касательных напряжений уz в сечении трехслойного 

стержня с ортотропными (случай а) и изотропными (случай б) наружными слоями. 0 центр се-

чения, а/2, h/2 - полустороны прямоугольника. 

 
  а)    б) 

Рисунок 1.8.11 - Распределение осевых перемещений w в сечении трехслойного стержня с 

ортотропными (случай а) и изотропными (случай б) наружными слоями. 0 центр сечения, а/2, 

h/2 - полустороны прямоугольника. 
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На рисунке 1.8.12-1.8.14 приведены распределения величин касательных на-

пряжений и осевых перемещений по сечению 29-ти слойного стержня. Здесь бо-

лее наглядно демонстрируется скачкообразное изменение касательных напряже-

ний i
xz при переходе от слоя к слою (рис.1.6.12). 

 

  а)      б) 

Рисунок 1.8.12 - Распределение касательных напряжений хz в сечении 29-ти слойного 

призматического стержня с ортотропными (случай а) и изотропными (случай б) наружными 

слоями. 0 центр сечения, а/2 - полусторона прямоугольника. 

 

 
 а)    б) 

Рис.1.8.13 - Распределение касательных напряжений уz в сечении 29-ти слойного призма-

тического стержня с ортотропными (случай а) и изотропными (случай б) наружными слоями. 0 

центр сечения, h/2 - полусторона прямоугольника. 

 

Из-за малой толщины слоев из материала матрицы А в многослойных стерж-

нях уровни напряжений i
yz и значения перемещений w

i
 в этих слоях большие 

(рис. 1.8.13, 1.8.14), что может привести слои из материала с относительно низкой 
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прочностью на сдвиг к предельному состоянию или пластическим деформациям. 

Поэтому, для уменьшения градиентов касательных напряжений i
yz и значений 

осевых перемещений w
i
 в слое с малой толщиной, необходимо для этих слоев 

подбирать материалы со свойствами более прочными на сдвиг. 

 
  а)    б) 

Рисунок 1.8.14 - Распределение осевых перемещений w в сечении 29-ти cлойного стержня 

с ортотропными (случай а) и изотропными (случай б) наружными слоями. 0 центр сечения, а/2, 

h/2 - полустороны прямоугольника. 

 

На рисунке 1.8.15-1.8.16 приведены результаты расчетов для трехслойного 

стержня, когда наружные слои из материала Б армированы под углом ±45 (случай 

а) относительно центра кручения. Результаты расчетов показывают, что с измене-

нием положения слоев из материала Б характер распределения, а также величины 

касательных напряжений i
xz, 

i
yz изменяются (рис.1.8.15, 1.8.16). В связи с тем, 

что отношение модулей сдвига 1i
Б

i
A G/G   значительно и из-за малой толщины 

слоя из материала матрицы A в этих слоях значения касательных напряжений i
xz 

(рис.1.8.15б) и i
yz (рис.1.8.16а) достаточно высоки в сравнении со случаем 

(рис.1.8.9б, рис.1.8.10а), когда угол армирования слоя из материала Б был равным 

нулю (i
= 0). Для того, чтобы не было предельных состояний или пластических 

деформаций в этих слоях необходимо, чередующие слои из материала Б армиро-

вать под углом 
i
 так, чтобы отношение 1i

Б
i
A G/G   было не столь большим. 

На рисунке 1.8.17-1.8.19 приведены распределения касательных напряжений 

i
xz, 

i
yz и осевых перемещений w

i
 для 29-ти слойного стержня, когда слои из ма-
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териала Б армированы под углом 45°, 30°, 15°, 0° относительно центра круче-

ния (случай а, когда наружные слои из материала Б и случай б, когда наружные 

слои из материала А). 

 
а)     б) 

Рисунок 1.8.15 - Распределение касательных напряжений xz в сечении трехслойного 

стержня с ортотропными (угол армирования 45°, случай а) и изотропными (случай б) наруж-

ными слоями. 0 центр сечения, а/2 - полусторона прямоугольника. 

 

 

     а)   б) 

Рисунок 1.8.16 - Распределение касательных напряжений уz в сечении трехслойного 

стержня с ортотропными (угол армирования 45°, случай а) и изотропными (случай б) наруж-

ными слоями. 0 центр сечения, h/2,  а/2 - полустороны прямоугольника. 

 

С изменением положение слоев из армированного материала Б характер рас-

пределения касательных напряжений i
xz, 

i
yz (рис. 1.8.18, 1.8.17) и осевых пере-

мещений w
i
 (рис.1.8.19) изменяется. Здесь скачкообразное изменение касательных 

напряжений i
xz при переходе от слоя к слою существенно в слоях, армированных 

под углом ±45° и ±30° (рис. 1.8.18). Поэтому в слоях из материала чередующегося 

со слоями, армированными под углами i
 =±45° и i

 =30°, достигается предель-



 91 

ное состояние или возникают пластические деформации (=0,001). Из-за непре-

рывности касательных напряжений i
yz при переходе от слоя к слою и малой тол-

щины слоя из материала А чередующиеся с армированными слоями под углом 

±45°, ±30° градиенты напряжений i
yz с в этих слоях велики. 

      

  а)    б) 

Рисунок 1.8.17 - Распределение касательных напряжений уz в сечении 29-ти слойного 

стержня с ортотропными (углы армирования 45°, 30°, 15°, 0°, случай а) и изотропными 

(случай б) наружными слоями. 0 центр сечения, h/2 - полусторона прямоугольника. 

 

 
 а)     б) 

Рисунок 1.8.18 - Распределение касательных напряжений хz в сечении 29-ти слойного 

стержня с ортотропными (углы армирования 45°, 30°, 15°, 0°, случай а) и изотропными 

(случай б) наружными слоями. 0 центр сечения, а/2 - полусторона прямоугольника. 
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В связи с этим, для того, чтобы заметно уменьшить градиенты касательных 

напряжений в слоях из материала матрица А, чередующихся со слоями, армиро-

ванными под углами ±45°, ±30°, для этих слоев необходимо подобрать материалы, 

модули сдвига которых близки по значению с модулями сдвига материала Б, ар-

мированного под определенным углом i
. 

 

 

Рис.1.8.19 - Распределение осевых перемещений W в сечении 29-ти слойного стержня с 

ортотропными (углы армирования 45°, 30°, 15°, 0° относительно центра кручения) внутрен-

ными слоями. 0 центр сечения, а/2, h/2 - полустороны прямоугольника. 

 

3. Особенности НДС многослойного стержня чередующимися с орто-

тропными и изотропными слоями. Была проведена серия численных эксперимен-

тов с образцами прямоугольного сечения из чередующихся слоев углепластика (САL, см. 

таб. 1.3.2) (с различными вариантами уклада слоев) и эпоксида [122, 123]. Образцы были 

шириной b=150 мм, толщиной h=10 мм и  τ0=0.00215 рад/мм. В качестве полимерных 

связующих волокна была взята эпоксид с упругими характеристиками Е=3000 МПа, 

G=938 MПа, ν=0.33. В виду симметрии напряженно-деформированного состояния 

на рисунках изображена лишь четверть прямоугольного сечения стержня.  

Рассмотрим пример расчета кручения стержня следующей структуры. Струк-

тура симметрична по толщине сечения. Наружные четыре слоя со структурой  ук-

ладки под углом +60°,-60°,+60°, -60° к оси стержня, остальные слои нулевой укладки до 

оси симметрии. Расчет проводился с целью  учета работы межслоевой эпоксидной про-

слойки. 
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 Объемное содержание углепластика в пакете чередующихся слоев было v1=0.6, а 

связующего эпоксида -  v1 =0.4. На основе соотношений (1.8.1)-(1.8.3) исследовались 

распределения касательных напряжений, функций кручения в 40 слойном 

стержне прямоугольного сечения, составленных из чередующихся ортотропных 

слоях и межслоевой эпоксидной прослойке. 

На рис.1.8.20 приведена поверхность касательного напряжения i
13  при пере-

ходе от слоя с ортотропными материалами (углепластика) к слою с изотропными 

материалами (эпоксидная смола). Армированными под углами +60
0
, -60

0
 наруж-

ных слоях углепластика и с чередующими с ними межслоевой эпоксидной прослой-

ке (эпоксид) наблюдается скачкообразное изменение поверхности касательных  

напряжений i
13 . Происходить в этих слоях большие касательные напряжения, а в 

межслоевой эпоксидной прослойке, чередующихся с однонаправленными углепла-

стиками происходить равномерное распределение поверхности касательных на-

пряжений i
13 . 

 

 

Рисунок 1.8.20 - Поверхность касательного напряжения 
i
13  и его изолинии для четверти 

сечения. 

 

0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00 70.00
0.00
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На рисунке 1.8.21 приведена поверхность распределения касательного на-

пряжения i
23  и его изолиний. Из за граничных условий непрерывности напряже-

ний i
23  при переходе от слоя к слою, поверхность касательных  напряжений i

23  

распределена относительно равномерно. На слоях наружных кромок из углепла-

стика, армированными под углами +60
0
, -60

0  
к оси стержня и с чередующими с 

ними межслоевой эпоксидной прослойке (эпоксид) наблюдается резкое изменение 

касательных напряжений i
23 . Происходить на слоях этих кромок большие каса-

тельные напряжения. В межслоевой эпоксидной прослойке, чередующихся с одно-

направленными углепластиками происходить равномерное распределение по-

верхности касательных напряжений i
23  

 

 

Рисунок 1.8.21 - Поверхность касательного напряжения 
i
23  и изолиний для четверти сечения. 

 

На рисунке 1.8.22 приведена поверхность распределения по слоям функции 

кручения (х,у). Из за граничных условий непрерывности функции кручения  

(х,у) при переходе от слоя к слою, поверхность функции кручения (х,у) рас-

пределена по сечению относительно равномерно. На слоях наружных кромок из 

углепластика, армированными под углами +60
0
, -60

0
,
 
с чередующими с ними меж-

слоевых эпоксидных прослойках (эпоксид) наблюдаются неравномерное изменение 

0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00 70.00
0.00

5.00
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функции кручения. Происходить в этих слоях большие искривление сечений. В 

чередующихся слоях однонаправленного углепластика с межслоевой эпоксидной 

прослойки происходить равномерное распределение поверхности функции круче-

ния. 

 

 

Рисунок 1.8.22 -  Поверхность функции кручения (х,у) и его изолиний для четверти сечения. 

 

Как показали расчеты, вследствие малой сдвиговой жесткости между слоями внут-

ренние мягкие слои под действием кручения смещаются относительно внешних, проис-

ходит искривление сечений  (рис.1.8.22) , которое достигает наибольшей величины в се-

редине сечений. Искривление сечений приводит к перераспределению касательных на-

пряжений (рис.1.8.20-1.8.21)  по толщине стержня. 

Поэтому, при проектировании лопаток необходимо учитывать возможное увеличе-

ние напряжений во внешних слоях. Видно, что при увеличении числа перекрестных сло-

ев касательные напряжения, возникающие между продольными слоями, резко возраста-

ют. Как видно из приведенных примеров, использование теории кручения многослойных 

стержней позволяет не только оценить вклад каждого слоя в эффективную жесткость на 

кручение, но и определить напряженное состояние каждого слоя, что особенно важно 

при определении слабого звена в исходном материале. Совокупность данных о влиянии 

жесткости на кручение отдельных слоев многослойного стержня и его прочность позво-

лить осуществить наиболее оптимальную укладку армирующих слоев, а также тип арма-

туры и матрицы. 
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1.9 Анализ зависимости жесткости на кручение анизотропного 

стержня от количества слоев 

 

Жесткость на кручение является важной интегральной характеристикой сече-

ния стержней, элементов ферм, рам и других инженерных сооружений. Обычно ее 

определяют из экспериментов на кручение путем деления действующего момента 

Мt на наблюдаемый угол поворота  единицы длины образца [1,4] – 

C=Mt /          (1.9.1) 

На стадии выбора материала конструкции, их эскизного проектирования ча-

ще всего используется аналитический метод определения жесткости на кручение 

С. Наиболее разработанными являются способы расчетной оценки жесткости на 

кручение С стержней сравнительно простого поперечного сечения из изотропных 

материалов. Для анизотропных стержней, для неоднородных стержней слоистой 

структуры опубликованные результаты исследования представляются недоста-

точными, особенно, в части изучения влияния числа слоев, свойств отдельных 

слоев, их взаимодействия при кручении на параметр жесткости С. 

Здесь для приближенной аналитической оценки жесткости на кручение С не-

однородного стержня используются приведенные в предыдущем пункте 1.8 ре-

зультаты решения задачи о кручении стержня прямоугольного сечения, образо-

ванного скрепленными и чередующимися N слоями двух или нескольких различ-

ных изотропных или ортотропных материалов. Анализ этих работ  показывает, 

что определение жесткости на кручение С многослойного тела требует решения 

системы алгебраических уравнений (1.8.5) высокого порядка. Ниже аналитически 

и путем непосредственных расчетов на основе составленной программы (см. 

рис.1.8.2) для стержней с различным числом слоев N и их расположением впервые 

установлено, что при увеличении числа слоев N  (N)  выражение для жестко-

сти на кручение С асимптотически стремится к пределу, характерному для одно-

родного анизотропного стержня с эффективными параметрами упругости. В связи 

с этим была предпринята попытка установления аналитического выражения для 

жесткости на кручение однородных тел мелкослоистой структуры. Полученный 
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при этом приближенный результат для исследованных стержней отличался от 

указанного выше предела не более, чем на 6%, но все же был неожиданным, так 

как он отличался от известных в литературе данных по жесткости на кручение. В 

связи с этим ниже проведено исследование этого отличия, и, кроме того, построе-

ны специальные номограммы, облегчающие и анализ изменения свойств отдель-

ных компонентов однородной среды и их объемного содержания в широком диа-

пазоне [57]. 

Рассмотрим влияние количество слоев на жесткость стержня при кручении. 

1. Жесткость на кручение слоистого стержня. Для многослойного стержня 

прямоугольного сечения с ортотропными слоями жесткость на кручение в соот-

ветствии с [54] определяется по формуле 

  

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N

1i
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k

a4
))2/(th
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a2
h(c

k

a32
[С


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
.  (1.9.2) 

Здесь hi=bi-bi-1 - толщина; bi - расстояние от оси x до линии раздела слоев с 

номерами  i-1 и i; а - общая ширина стержня (см. рис.1.8.1). Значения k,ii , ,  оп-

ределяются из выражения (1.8.4), а модули сдвига i
55

i
44 cc   ортотропного i-го слоя 

в плоскости уz и хz - из (1.3.7) и (1.3.8). Наконец, в выражение (1.9.2) входят сла-

гаемые  

)/()2/(th)(c ik,ik,ik,1iki    ,      (1.9.3) 

определяемые через неизвестные пока контактные усилия k,i  и заданный угол 

раскручивания на единицу длины стержня . Контактные усилия между слоями 

k,i  находятся из решения системы рекуррентных уравнений (1.8.5) [54]. Таким 

образом, для определения жесткости на кручение С из (1.8.2) необходимо предва-

рительно определить контактные усилия из системы уравнений (1.8.5). Проведе-

ние непосредственных расчетов становится затруднительным при большом числе 

N слоев. В связи с этим была использована составленная программа расчета на 

ЭВМ (рис. 1.8.2), позволяющая при заданных механических свойствах слоев, их 

геометрических размерах, вычислить значение жесткости на кручение С. Ниже 

обсуждаются некоторые результаты численных расчетов. Во всех случаях (кроме 
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специально оговоренных) рассматривался стержень прямоугольного сечения со 

стороной  а=120 мм. и толщиной  h=20 мм [57]. 

а. Жесткость на кручение слоистых стержней, составленных из изотропных 

материалов. Расчеты проведены для стержня, составленного из чередующихся 

листов двух изотропных материалов А и Б с модулями сдвига GA=52.5ГПа и  

GБ=26.31 ГПа. На рисунке 1.9.1 приведены результаты расчетов жесткости на 

кручение в виде зависимостей от числа слоев N. При проведении расчетов для 

стержней постоянной толщины h с различным числом слоев N сохранялось посто-

янным относительное содержание объема vj 

.2,1j,N
2

hh
h,

hh

h
v 21

21

j
j 





       (1.9.4) 

отдельных компонентов слоистого тела. Приведены результаты расчетов для двух 

объемных содержаний материала  A – v1 =0.7 (кривые обозначены знаком *) и – v2 

= 0.525 (см. pис.1.9.1, кривые – о). 

  

Рисунок 1.9.1 - Зависимость жесткости на кручение от числа слоев N (1-3 -  v1 равно соот-

ветственно 0.525; 0.7; 0.8 соответственно.  
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Нетрудно видеть, что с увеличением числа слоев N жесткость слоистого 

стержня С асимптотически приближается к пределу Сk которое сравнивается с его 

приближенным аналитическим выражением С (см. пункт 2, (1.9.10)). Обращает 

внимание, что стремление к пределу является стремлением сверху для материала 

с более жестким наружным слоем и снизу - для материала с относительно мягким 

наружным слоем. Сопоставление кривых зависимостей для приведенных объем-

ных содержаний показывает, что уже при 13 слоях отличие жесткости на круче-

ние слоистого стержня от жесткости С, вычисленной по формуле (1.9.10), состав-

ляет не более 6%. С ростом отличия модулей сдвига слоев стремление жесткости 

на кручение стержня к асимптоте замедляется. Это показано в результате вычис-

лений С для другого стержня, материалы слоев которого имели модули сдвига 

GA=78.74 ГПа, GБ=1.1 ГПа (см. рисунок 1.9.2) [57]. 

 

Рисунок 1.9.2 - Зависимость жесткости на кручение от числа слоев N: 1-3 – см. рис. 1.9.1. 
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На основе точного аналитического решения задачи о кручении слоистого 

стержня прямоугольного сечения впервые численно оценена характеристика же-

сткости на кручение С для тела мелкослоистой структуры и приведена количест-

венная оценка области применимости однородной анизотропной модели к иссле-

дованию кручения неоднородных слоистых структур [57], [124]. 

б. Жесткость на кручение многослойного стержня с ортотропными слоями. 

Расчеты проведены для стержня, составленного из чередующихся листов изо-

тропного материала А (с модулем сдвига GA=26.31 ГПа) и ортотропного боралю-

миниевого материала Б, (см. табл.1.3.2)  характеристики которого вычисляются на 

основе формул (1.3.7) и данных таблицы 1.3.2 [36]. Каждый слои имеет свою 

толщину, подобранную таким образом, что относительное содержание объемов 

материалов А и Б являются постоянными и составляют v1=0.2, v2=0.8. 

В таблице 1.9.1 приведены значения жесткости на кручение стержня, состав-

ленного из материалов А и Б, когда наружный слой составного стержня изготов-

лен из материала А (значение CA) и из материала Б (СБ). Из таблицы видно, что 

значение жесткости на кручение С с увеличением числа слоев N (N) стремится 

к пределу. В связи с тем, что отношение модулей сдвига (GA/GБ3 отличается не-

значительно, значение жесткости на кручение многослойного стержня (N=29) СA 

(СБ) отличается от значения СA (СБ) трехслойного стержня не более чем на 5%. Из 

таблицы видно, что максимальное значение жесткости на кручение достигается 

для трехслойного стержня, когда наружные слои армированы под углом 45°. 

Следует отметить, что с увеличением числа слоев N отношение hi/a стремится к 

нулю и это обстоятельство используется для получения приближенной оценки 

жесткости на кручение стержня мелкослоистой структуры. 

Проведенные расчеты показывают, что существует единственный предел, к 

которому с ростом числа слоев N асимптотически стремится интегральная харак-

теристика сечения стержня - жесткость на кручение С. В связи с этим ниже пред-

принята попытка аналитического определения этого предела. 

2. Приближенная оценка жесткости на кручение стержня в зависимости 

от количество слоев. Для простоты предполагается, что стержень образован че-
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редующимися слоями двух изотропных материалов с A
1i2

55
1i2

44 Gcc    
и 

Б
i2

55
i2

44 Gcc   (i=1,2...,0.5(N+1)), имеющих толщины  h1,  h2 и постоянное относи-

тельное объемное содержание v1, v2 компонентов.  

Таблица 1.9.1 Значение жесткости на кручение многослойного стержня, составленных из 

ортотропных материалов. 

Число слоев N 

 

СА 

 

СБ 

 Нм
2 

 3 69.02 

162.2* 

62.23 

244* 

19 

 

65.42 

 

64.43 

 29 

 

65.19 

 

64.59 

 39 65 

 

65 

 С
3
-С

29
/C

29
,  4.3 3.6 

      * - приведены значение жесткости СБ (СА) трехслойного 

стержня, когда наружные (внутренний) слои армированы из 

материала Б под углами ±45°. 

 

Если в соотношении (1.9.2) гиперболический тангенс представить в виде сте-

пенного ряда и сохранить при этом члены порядка hi /a, то приближенно выраже-

ние жесткости на кручение С
о
  определяется из равенства 
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В нашем случае первое слагаемое вычисляется из приближенного равенства 

 )GvGv(
N3

a4
hc

h

a
Б

3
2A

3
12

3
3
i

N

1i

i
44  



      (1.9.6) 

С ростом числа слоев N слагаемое (1.9.6) быстро убывает и приближается к 

нулю. Этот результат подтверждѐн и численными результатами. В приведенном 

выше примере в пункте 1а значение этого слагаемого составило для 3 слоев 26%, 

9 - 1.6%, 13 - 1.2%, 29 - 1%. Этот анализ показывает, что приближенное значение 

жесткости на кручение С
o
 в основном определяется вторым слагаемым в равенст-

ве (1.9.5), т.е. 
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Входящие в равенство (1.9.5), (1.9.7), контактные усилия должны быть опре-

делены из системы разрешающих алгебраических уравнений (1.9.5). Одинаковая с 

соотношением (1.9.7) степень приближенности уравнений (1.9.5) достигается в 

результате предоставления входящих в них гиперболических функций в степен-

ной ряд по параметру hi/a и сохранения членов первого порядка малости. При 

этом уравнение (1.9.5) приводится к виду 
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      (1.9.8) 

Матрица коэффициентов при неизвестных k,i  имеет симметричную структу-

ру относительно главной диагонали. В уравнениях (1.9.8) введены обозначения: 

 p=-(GAh1+GБh2), sj=Gkhj,  (j=1, если N нечетное; j=2, если N четное); 

,)GG
a

f
ÁA 2121 hhh(h

4



  (k=A, если j=1, k=Б, если j=2). 

Если стержень составлен из нечетного числа N чередующихся слоев, то он 

является симметричным относительно продольной оси z и в плане геометрии и в 

плане упругих свойств. B силу симметрии контактные усилия k,i  последователь-

но находятся из системы уравнении (1.9.8) по формулам 

)iN)(G)i(iG[
a

БAi 12h](hh1h
2

212112 
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 ,   (1.9.9) 

)G)iN(G)iN[(i
a

БAi 21212 h](hh12h12
2




 ,  

i=1,2,…,0.5(N-1). 

Если решения (1.9.9) уравнений (1.9.8) подставить в выражение (1.9.7), то 

при предельном переходе  (N) можно получить приближенную оценку жест-

кости на кручение С
o
 в виде [57] 
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)GGahC БA 21
3 vv(

3

1
 .        (1.9.10) 

Значения жесткости С, вычисленные по точным (1.9.2) и приближенным 

(1.9.10) формулам, приведены в таблице на рисунке 1.9.1. Сопоставление числен-

ных результатов показывает, что жесткость C
 
композиционного стержня опреде-

ленная по приближенной формуле (1.9.10) дает оценку сверху. Результаты расче-

тов, проведенных для различных отношений h/a, показывают, что отличие при-

ближенных оценок С по формуле (1.9.10) от жесткости на кручение Сk, получен-

ных по соотношениям (1.9.2) для тонких стержней, составляет не более 10%. В 

связи с этим на этапе предварительного выбора материала тонкого многослойного 

стержня для вычисления жесткости на кручение С можно рекомендовать полу-

ченное относительно простое соотношение (1.9.10). Очевидно, что для сплошно-

го, неслоистого тонкого удлиненного стержня (h/a<0.1) формула (1.9.10) дает ши-

роко используемый на практике приближенный результат 

 3i
55ahc

3

1
C  ,         (1.9.11) 

что может служить обоснованием достоверности полученного результата (1.9.10). 

Если GGGcc AБ
i

55
i

44   и так как v1+v2=1, то из (1.9.10) получается извест-

ное в литературе [4] соотношение для тонкого изотропного тела 

3Gah
3

1
C  .          (1.9.12) 

Таким образом, полученное выражение (1.9.10) является обобщением извест-

ных соотношений (1.9.11), (1.9.12) на случай тонкого многослойного стержня. 

3. Анализ результатов использования соотношений (1.9.10). Для анизо-

тропных относительно тонких (h/a<0.1) стержней с эффективными параметрами 

упругости известно соотношение (1.9.11) [21]. Поэтому обычно до решения зада-

чи на кручение определялись эффективные модули с55 анизотропного тела. Сле-

дует отметить, что изделия из композиционных материалов состоят из отдельных 

слоев с различной ориентацией армирующих наполнителей. В связи с этим опре-

деление эффективных значений параметров упругости в каждом конкретном слу-
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чае является одной из важнейших задач. Известные экспериментальные способы 

их определения могут оказаться не рациональными и трудоемкими. Аналитиче-

ский путь позволяет выразить упругие постоянные анизотропного однородного 

тела через упругие характеристики отдельных компонентов композиционного ма-

териала, их объемное содержание. Это направление нашло надлежащее развитие в 

работах [59-62] и широко используется на практике. Одним из таких известных и 

используемых расчетных формул является выражение 
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оценивающее эффективный модуль сдвига c55 через модули сдвига j
55c  компонен-

тов и их объемное содержание vj (j=1,2) в рамках модели Рейсса. Если использо-

вать соотношение (1.3.4) и полученную оценку (1.9.10) жесткости на кручение С, 

то легко обнаружить, что эффективный модуль сдвига должен быть определен по 

формуле (1.3.10) 

1
552

2
55155 cvcvc  ,         (1.9.14) 

следующей из гипотез Фойхта. Это отличие используемых в расчетах формул 

(1.9.13) и формула, полученной как следствие решения задачи о кручении [3], 

оказалось заметным. В связи с этим становится актуальным более глубокое про-

ведение сравнительных оценок и их экспериментального обоснования. Как было 

указано выше значение жесткости на кручение С, вычисленное по формуле 

(1.9.10), отличается от точного не более чем на 6% рамках этой же точности с по-

мощью формулы (1.9.14) определяется и эффективный модуль сдвига c55. 

4. Номограмма для определения жесткости на кручение С. Были проведе-

ны многочисленные расчеты по приближенной формуле (1.9.10) для определения 

жесткости на кручения C композиционных материалов [57]. Они показали, что с 

увеличением модуля сдвига GA жесткость С увеличивается линейно. Результaты 

расчетов приведены на рисунке 1.9.3 в виде зависимостей жесткости C от отно-

шения GА/GБ при определенных объемных содержаниях v1. Параметры GА, GБ мо-

гут быть связаны с отдельными конкретными углами армирования. Построенная 
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линейная зависимость жесткости С от отношений модулей сдвига GА/GБ (см. рис. 

1.9.3) позволяет определить эффективные параметры упругости мелкослоистой 

среды или же жесткости на кручение С
о 

двухфазного композиционного стержня 

при заданных значениях GА, GБ и v1, v2. Действительно, если известно отношение 

модулей сдвига GА/GБ чередующихся материалов и их относительное объемное 

содержание v1, v2, то жесткость неоднородного стержня С находится из линейной 

зависимости, приведенной на рисунке 1.9.3 (точки АВС).  

 

Рисунок 1.9.3 - Зависимость жесткости на кручение от отношения значений модулей на 

сдвиг слоев: 1–5 - v1 равно 0.2; 0.3; 0.5; 0.7 и 0.8 соответственно. 

 

При известных значениях жесткости С (экспериментальные значения С
*
, для 

прямоугольных однонаправленно-армированных (ψ=0°) углеалюминиевых (САL) 

[35] и боралюминиевых (BAL) [36] композиционных стержней со сторонами а=60 

мм, h=3 мм, были любезно представлены к.т.н. Л.Л.Горшковым, на рисунке 1.9.3 

эти данные отмечены знаком 
«
*

»
) и относительном объемном содержании компо-

нента v1 (или отношении GА/GБ) можно определить отношение GА/GБ (или v1) (см. 

рис. 1.9.3). Если, кроме того, известны характеристика одного из материалов А 
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или Б, то найденное отношение GА/GБ позволяет установить модуль сдвига друго-

го компонента. Сравнения жесткости на кручение и модуля сдвига с55, получен-

ные экспериментально (данные Л.Л.Горшкова) и с помощью приведенной на ри-

сунке 1.9.3 линейной  зависимости С от GА/GБ даны в таблице 1.9.2 (v1=0.5). Здесь 

же приведена приближенная оценка модуля сдвига композиции, полученная из 

соотношения (1.9.14) по формуле 

3

*

55
ah

C3
c  .          (1.9.15) 

Результаты расчетов для композиции с алюминиевой матрицей (GБ=26.31 

ГПа) показывают, что расчетные С и экспериментальные С
*
 значения жесткостей 

и модулей сдвига с55, 

55c  вычисленные по формулам (1.9.14) и (1.9.15), отличают-

ся не более  3% (см.табл.1.9.2).  

Таблица 1.9.2. Сравнения жесткости на кручение С и модуля сдвига с55 с эксперименталь-

ными результатами. 

Характеристики материала φ, град 
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Выводы 

Таким образом, полученные соотношения для оценки жесткости на кручение 

С° и эффективного модуля с55 КМ, являясь достаточно простыми, по крайней ме-

ре, для исследованных случаев дали достоверные результаты. Следовательно, 

впервые разработана методика количественной оценки жесткости на кручение те-

ла многослойной структуры на основе результатов точных аналитических реше-

ний задачи о кручении многослойного стержня прямоугольного сечения. Получе-

но приближенное соотношение для оценки жесткости на кручение для тела с че-

редующимися слоями. 

Численное исследование задачи о кручении составных стержней прямо-

угольного сечения показывает существенное изменение напряжений и перемеще-

ний при переходе от слоя к слою. Обеспечение непрерывности касательного на-

пряжения yz на границах контакта слоев приводит к возможности разрушения 

слоев с низкой сдвиговой прочностью и, следовательно, к дальнейшему уменьше-

нию их вклада в жесткость на кручение стержня и последующему повышению 

скачков напряжения хz  и перемещения w, а так же градиентов напряжений yz. 

Поэтому увеличение межслоевой прочности КМ является основным способом 

обеспечения целостности и работоспособности стержней из КМ, а также их на-

дежности и эффективности. 

Таким образом, полученные соотношения для оценки жесткости на кручение 

С° и эффективного модуля с55 стержневых конструкции, рам, и т.д. из КМ, явля-

ясь достаточно простыми, дает достоверные результаты. 

Впервые разработана методика количественной оценки жесткости на круче-

ние тела слоистой структуры на основе результатов точных аналитических реше-

ний задачи о кручении многослойного стержня прямоугольного сечения. 

Получено приближенное соотношение для оценки жесткости на кручение для 

тела с чередующимися слоями. На стадии эскизного проектирования тонкостен-

ных многослойных стержневых конструкции, рам и других инженерных сооруже-

ний работающих в условиях кручения предложена номограмма для оценки их ха-

рактеристик жесткости на кручение С и эффективного модуля с55. 
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ГЛАВА II 

РАЗРАБОТКА КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЙ МОДЕЛИ РАСЧЕТА ЗАДАЧИ  

        О КРУЧЕНИИ  МНОГОСЛОЙНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ СТЕРЖНЕЙ  

ПРОИЗВОЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ 

 

В ряде случаев рациональное проектирование и оценка работоспособности 

стержневых деталей из композиционных материалов (КМ), используемых в раз-

личных конструкциях, связаны с необходимостью решения задачи о кручении 

слоистых анизотропных стержней. Обзор работ, посвященных решению задач о 

кручении неоднородных стержней, показывает недостаточность аналитических и 

экспериментальных результатов [1], [55]. 

Приближенное аналитическое решение задачи о кручении неоднородных 

стержней с простой формой поперечного сечения получены в [1], [3]. Поэтому 

представляется, что численные методы являются в настоящее время наиболее об-

щим подходом в исследованиях кручения неоднородных стержней с произволь-

ной конфигурацией поперечного сечения [55], [63]-[75]. 

В работе [70] метод конечных элементов (МКЭ) применяется к задаче о кру-

чении стержней, поперечное сечение которых составлено из N подобластей, соот-

ветствующих материалов с различными модулями сдвига. Задача сведена к ми-

нимизации функционала, содержащего функцию напряжений при разделении ка-

ждой подобласти треугольной сеткой. Для определения узловых значений функ-

ции напряжении получена система линейных алгебраических уравнении. Приве-

дены результаты применения составленной программы к вычислению жесткости 

и максимальных напряжений при кручении однородных стержней с сечениями в 

форме квадрата, полого квадрата и эллипса.  

В работе [71] показано, как исходя из вариационной задачи, с помощью МКЭ 

можно перейти к обычной задаче на экстремум. Применяются треугольные эле-

менты с квадратичным выражением искомой функции. Метод используется для 

определения напряженного состояния при кручении произвольных односвязных 

поперечных сечений и может распространяться на многосвязные сечения. 
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В [72] исследуется задача оптимизации скручиваемого стержня из КМ В ка-

честве максимизируемого функционала принимается жесткость на кручение. Ма-

териал стержня предполагается армированным жесткими включениями. Исполь-

зуется расчетная схема деформирования материалов, базирующаяся на представ-

лениях о микроструктурных особенностях и эффективных модулях. В этой схеме 

эффективные модули композита связаны с характеристиками армирующего мате-

риала AM и матрицы, коэффициентов концентрации включений. Между эффек-

тивным модулем сдвига G и коэффициентом концентрации v имеет место линей-

ная зависимость (подобная зависимость для слоистого композиционного стержня 

установлена в п. 1.8, 1.9): 

G=AM + GM,  AM=E/15 – GM, 

где  Е - модуль Юнга арматуры, а GM - модуль сдвига связующего. В рассматри-

ваемой задаче оптимизации параметр v играет роль управляющей переменной, 

которая разыскивается из условия максимизации функционала жесткости. Для 

отыскания оптимального распределения v используется итерационный алгоритм, 

основанный на малых вариациях управляющей функции, и решения "прямых" ва-

риационных задач. Дается анализ найденных оптимальных решений. Оценивается 

выигрыш получаемый при оптимизации структуры. 

В [73] рассмотрены границы применимости некоторых приближенных фор-

мул для определения жесткости на кручение лопаток турбомашин. Исследования 

проведены МКЭ на тестовых задачах, а также на реальных профилях турбинных и 

компрессорных лопаток. В работе оцениваются погрешности вычисления геомет-

рической жесткости на кручение по приближенным формулам в зависимости от 

определенных геометрических параметров. Геометрическая жесткость на круче-

ние определялась по следующим приближенным зависимостям [49] формула (2.1) 





II

II4
I

1d


 ,         (2.1) 




 d)(h
3

1
I

2d ,         (2.2) 
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3
d bh

16
I

3


 .          (2.3)  

Здесь  I,I  - главные центральные моменты инерции;  - координата, отсчи-

тываемая вдоль средней линии профиля, длина которой  ; b - хорда профиля (рис. 

2.1.1 ). 

 

Рисунок 2.1.1 - Средняя линия профиля. 

 

Формула Власова (2.1) [49]  применяется в расчетах различных конструкций, 

а зависимости (2.2), (2.3) - в расчетах только удлиненных тонкостенных профи-

лей. Формула (2.2) точно определяет геометрическую жесткость бесконечной по-

лосы постоянной ширины h=const., а в общем случае точность решения зависит 

от степени искривленности h/r и тонкостенности h/ профиля. Зависимость (2.3) 

чаще всего применяется для приближенной оценки геометрической жесткости на 

кручение турбинных лопаток. Отмечено, что во всех расчетах погрешность опре-

деления геометрической жесткости по формуле (2.2) меньше чем при использова-

нии других известных соотношений. 

Компрессорные лопатки имеют удлиненную форму поперечного сечения с 

небольшой степенью искривленности, а турбинные лопатки более компактны и 

отличаются существенной изогнутостью профиля. Поэтому для турбинных и не-

которых профилей компрессорных лопаток необходимо рассматривать задачу о 

кручении в полной постановке. 

Анализ этих работ показывает, что жесткость на кручение является важной 

интегральной характеристикой сечения стержней. Опубликованные результаты 

представляются недостаточными, особенно в части влияния слоев, свойств от-
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дельных слоев, их взаимодействия на жесткость при кручении слоистых стержней 

произвольного сечения. Поэтому, в п. 2.1-2.3 предлагается методика и алгоритм  

решения задачи о кручении слоистых анизотропных стержней МКЭ с использова-

нием алгоритмического языка Фортран. Рассматривается задача о кручении 

стержней прямоугольного, ромбовидного сечения и сечения компрессорной ло-

патки (см. 2.4). Значения осевых перемещений прямоугольного и ромбовидного 

сечения, вычисленные МКЭ сравниваются с точными их значениями (см. 2.4). 

В настоящее время для решения задачи кручения применяется различные 

прикладные программы (Ansys, Nastran, и др.), где используется МКЭ. В этих 

программах по заданной геометрии формируется твердотельная модель рассмат-

риваемого стержня или конструкции и разбивается на конечные элементы. Мож-

но с помощью специальных программ (UG NX, T_Flex, и др.) разбить рассматри-

ваемое сечение на слои по заданной толщине и импортировать полученную гео-

метрию в другие программы, например Ansys, Nastran, и др. В этом случае 

полученная геометрия сечения может не соответствовать реальному слоистому 

сечению конструкции, который был выбран в соответствии с  технологическим 

заданием. Поэтому геометрия слоистого стержня (см. глава 1,  п. 1.5) разбивается 

на слои по заданой толщине с учетом физической неоднородности и слоистости 

(технологическая задача раскроя сечения на слои), алгоритм которого реализован 

по специально созданной программе на алгоритмическом языке Фортран. Полу-

ченная геометрия слоев различных сечении по длине стержня, позволяеть при оп-

ределении НДС исследуемой области учитывать их физическую неоднородность 

с учетом слоистости. Каждый слой рассматриваемого сечения можеть быть изго-

товлены из различных орторопных материалов (количество характеристик равно 

9, см. п.1.5). Кроме того исследуемый стержень является переменным по длине, 

ширине и толщине. В этом случае количество слоев в каждом сечение будеть раз-

личным. Следовательна появляются короткие лепестки слоев одного материала по 

длине стержня (см. п.1.5).  Из-за этого при твердотельном расчете по программам 

Ansys, Nastran, и др. задачи кручения или определения НДС стержня, 

находящихся под действием растяжения, изгиба и кручения (см. глава 3), в 
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слоистых стержнях возникают конфликтные ситуации в этих программах (Ansys, 

Nastran, и др.). Это связано с появлением коротких лепестков с различными физи-

ческими свойствами по длине стержня. Появляются конфликтные ситуации и в 

программах Ansys, Nastran, и др. с задачами склеявания этих лепестков по длине в 

слоистом стержне. Такую же задачу эти программы могут решать (Ansys, Nastran, 

и др.), если физические характеристики слоистого сечения стержня рассматривать 

анизотропными с эффективными параметрами по длине и по сечению (см. глава 

4). В этом случае учет физической неоднородности и слоистости сечения, особен-

но, в части влияния слоев, свойств отдельных слоев, их взаимодействия на жест-

кость при кручении и НДС слоистых стержней произвольного сечения не учиты-

вается. Результаты определения таких параметров в последующем используются 

при расчете НДС многослойного стержня и слоистой компрессорной лопатки из 

КМ, которая находится в поле центробежных сил (см. главу 3). Также при опре-

делении свободного колебания аналогичных конструкций (см. глава 5.). 

В связи с этим, для учета физической неоднородности и слоистости сечений, 

рассматриваемых конструкций при определении НДС, возникает необходимость 

для решения таких задач использование численных методов (МКЭ, МГЭ и др.). 

Поэтому в рассматриваемой главе для решения таких задач МКЭ, приведен алго-

ритм построения треугольник элементов по сечению слоистого стержня (см. 

п.2.1-2.3), который учитывает физическую неоднородность и слоистость сечения. 

Предлагаемый способ решения задачи о кручении многослойного анизотропного 

стержня произвольного сечения использует алгоритмический язык Фортран в ка-

честве расчетного ядра для МКЭ. При этом, применяемый итерационный способ 

решения разрешающего уравнения в каждой узловой точке позволяет использо-

вать только оперативную память ЭВМ, обеспечив одновременно необходимую 

точность решения поставленной задачи (см. п.2.4). Необходимо отметит, что ре-

зультаты решения таких задач в прикладных программах (Ansys, Nastran, и др.) 

потребует дополнительного подтверждения полученных решений. 
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2.1 Рациональные способы разбиения на треугольные элементы  

поперечного сечения  слоистых анизотропных стержней 

 

Для проведения конечно-элементного расчета НДС исследуемой области при 

кручении необходимо сначала разбить на конечные элементы с учетом физиче-

ской неоднородности и слоистости сечения. Эта операция заключается в опреде-

лении координат, связанная с физико-геометрическими характеристиками сече-

ния. Способ введения такой системы координат обсужден  в пункте 1.5 (подпункт 

1.5.2.-1.5.3). Здесь необходимо отметить процесс построения начала и конца каж-

дого слоя "спинки" (выпуклая сторона сечения) ("корытца") со старой линией 

"корытца" (вогнутая сторона сечения) ("спинки"), которые определяются незави-

симо друг от друга. Такой порядок нумерации, во-первых, позволяет свести раз-

ность номеров узловых точек к минимуму [51]. Например, для эллипса и авиаци-

онного профиля, максимальное значение разности узловых номеров, среди 1300 и 

1678 точек, было 4 и 6, а для ромба с 1260 точками составляло 2. Следовательно, 

при решении с использованием МКЭ задачи кручении, автоматически получается 

оптимальная ширина ленты матрицы жесткости системы. Координаты и номера 

построенных точек сохраняются в памяти ЭВМ и при необходимости можно по-

лучить их изображение с помощью отдельной процедуры. Более подробное опи-

сание алгоритма дано в приложение 1 [51]. 

В связи с широким внедрением МКЭ в исследованиях сложных объектов с 

различными физико-геометрическими характеристиками были созданы алгорит-

мы автоматического построения сетки конечных элементов [51], [76]-[85]. 

Характерной особенностью большинства алгоритмов является то, что при 

создании систем автоматического разбиения исследуемой области на конечные 

элементы решаются топологические задачи, в которых пытаются получить тре-

угольные элементы максимально-приближенные к равносторонним [76], [80]-[85]. 

Номера узлов в автоматически генерируемой сетке присваиваются в порядке вы-

числения их координат. Получаемые при этом матрицы жесткости системы обыч-

но имеют большую ширину ленты. В [86], [87] описана методика и предложены 
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алгоритмы уменьшения ширины ленты матрицы жесткости системы путем пере-

нумерации узлов после формирования сетки конечных элементов для исследуе-

мой области. 

Однако, алгоритмам, приведенным в [77], [78], [81]-[85], присущи опреде-

ленные недостатки. Так, например, алгоритмы, приведенные в [81], [86], [88] не 

позволяют учесть при дискретизации возможную физическую неоднородность 

составных областей. Разработанные в [80] алгоритмы не позволяют вычислять 

геометрические и физико-геометрические характеристики отдельного треуголь-

ного элемента и исследуемой области неоднородной структуры, что необходимо 

при исследовании слоистых тел, тел из КМ. Поэтому в п.1.5 предложена методика 

расчета координат внутренних слоев произвольного поперечного сечения стерж-

ня, с учетом физической неоднородности слоев и специальная нумерация узловых 

точек, позволяющая оптимизировать ширину ленты матрицы жесткости системы 

[51], [89],[136],[142], [144], [157]. 

Автоматическое построение сетки конечных элементов производится на ос-

нове известной информации о координатах и номерах точки каждого слоя "спин-

ки" и "корытца" сечения. Так как расчет координат внутренних слоев сечения 

учитывает все физико-геометрические особенности области, дискретизация на 

конечные элементы производится по отдельным слоям отдельной области. Зада-

ются по две точки из каждого прилежащего слоя и строится четырехугольник 

элемента. Сравнение длин диагоналей позволяет разделить четырехугольник на 

треугольные элементы максимально близкие к равносторонним. После этого за-

даются следующие точки этих слоев и повторяется вышеизложенный процесс по-

ка не будут просмотрены все участки ломаной линии "спинки" ("корытца"). 

В процессе построения сетки конечных элементов, вычисляются физико-

геометрические характеристики только что построенного треугольного элемента 

по формуле (1.5.13). Это позволяет вести поэлементный подсчет интегральных 

физико-геометрических характеристик каждого слоя и получить физико-

геометрические значения физически неоднородных слоистых сечений. 

Одним из трудоемких этапов реализации МКЭ, который все еще входит в 



 115 

функцию расчетчика, является формирование конечно-элементной сетки или под-

готовка информации по области геометрии, а также ввод данных в ЭВМ, оценка 

точности МКЭ-решения, требующих больших затрат, причем как интеллектуаль-

ных, так и вычислительных. Считается, что затраты на подготовку конечно-

элементной сетки и системы составляют половину времени конечно-элементного 

расчета [89]. Поэтому ниже предлагается методика автоматического формирова-

ния жесткости системы и ее решения (см. п. 2.2 - 2.3). 

 

2.2 Матрица жесткости треугольного элемента многослойных  

анизотропных стержней 

 

Конечно-элементное представление задачи о кручении неоднородных стерж-

ней, поперечное сечение которых составлено из отдельных слоев анизотропного 

материала, трудно отыскать в литературе [3]. 

В системе координат x, y, z (см. рисунок 1.5.5) соотношения между напряже-

ниями i
kj  и  деформациями i

kj  для слоя i определяются из формулы (1.3.4). Пе-

ремещения  u
i
 , w

i
 , v

i
  точек i-го слоя определяются из равенств (1.5.23) и (1.6.16). 

Принятая форма перемещений говорит о том, что при переходе от слоя к слою 

перемещения u
i
, v

i
 в плоскости сечения изменяются непрерывно. Непрерывность 

перемещения w
i
 из плоскости сечения при переходе от слоя к слою обеспечивает-

ся в последующем соответствующей линейной аппроксимацией функции круче-

ния )y,x(i  в треугольных элементах. Деформации i
xz , i

yz  i-го слоя определя-

ются из соотношений (1.5.24). 

В треугольном элементе с вершинами xj, yj (j=r,s,t) функции кручения  

)y,x(i
j  в слое i определяются в виде скалярных функций координат [63],[69], 

[70]: 

   T
321

i
j

i
j }x{yx)y,x(w      (2.2.1) 

Здесь T}x{ - транспонированная матрица-столбец {x}, состоящая из элемен-
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тов l, x, y;  - относительный угол закручивания на единицу длины стержня; 

{}={1, 2, 3}. 

Совокупность значений функции кручения в вершинах треугольного элемен-

та е определяется как вектор {i}e={ir, is, it}. 

Из (2.2.1) следует  

{i}e=А{},          (2.2.2) 

в котором матрица А определяется равенством 

.

yx1

yx1

yx1

A
tt

ss

rr

















  

Из (2.2.2) можно получить  

{}=А
-1

{i
}e ,          (2.2.3) 

где обратная матрица А
-1

 равна 

.

ccc

bbb

aaa

F2

1
A

tsr

tsr

tsr
1

















         (2.2.4) 

В  (2.2.4) элементы матрицы А
-1

 определяются из соотношений 

,xxc,yyb,yxyxа mnknmkmnnmk  (n,k,m=r,s,t), (mnk), 

F - площадь треугольного элемента е. В соответствии (2.2.1) и (2.2.3)  

 i
j = {x}

T
А

-1
{i

}e         (2.2.5) 

Производные функции (2.2.5) по х и у имеют вид: 

   

    .F2c,c,cA0,1,0
e

,F2b,b,bA0,1,0
x

tsr
1

i
j

tsr
1

i
j

















      (2.2.6) 

Вектор деформации  

 













i
xz

i
yz

e
i




   
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после подстановки в него (2.2.6), записывается в виде  

 }Y{}{B}{ e
i

e
i           (2.2.7) 

Вектор {Y} определяется компонентами 

 











y

x

2
}Y{


, 

а матрица B 

 









tsr

tsr

ccc

bbb

F4
B


. 

После подстановки в (1.3.4) деформаций (2.2.7), компоненты вектора напря-

жения определяется по формуле 

,T})Y{}{B(D}{ ii
e

ii

i
хz

i
yz

e
i 




 














      (2.2.8)  

где Di  - матрица упругости элемента i-го слоя  

.
0

,
с0

0с
D i

13

i

i
55

i
44i






























  

Исходя из граничных условий (1.6.1) предполагается, что в слоистом стержне 

качественная картина распределения напряжений не отличается от картины в слу-

чае однородного тела. Следовательно, из (2.2.8) определяются две компоненты 

касательных напряжений 

 .}{
i
13

i
23

e
i













  

Интеграл энергии треугольного элемента е вычисляется по формуле  

de}{}{П e
iT

e
i

e   .        (2.2.10) 

Подставив в (2.2.10) выражения (2.2.7), можно получить 

 de}){}Y{B}({deT)}Y{B}({П e
iTT

e

T
e

ii
e

iTT

e

T
e

i
e   . 

Параметры T
e

i }{  не зависят от внутренних координат точек треугольного 

элемента е и поэтому могут, вынесены за знак интеграла 
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deTdeYBП i
e

i

e

T
e

i
e

iTT

e

T
e

i
e   }{}){}{(}{ .   (2.2.11)  

Ввиду справедливости равенств 

 }Y{}{}{}Y{ T
e

i
e

iT    

интеграл (2.2.11) может быть записан в виде 





deTBYDBBDB

deYDYBDYYDBBDBП

i
e

iTiT
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iiT

e

T
e

i

iT
e

iiTiTT
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iiT

e

T
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i
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)]}{2}{[(}{

}]{}{}{}{}{}{[}{





 

 + deTBYdeYDY i
e

iTi

e

T }{}{}{  . 

Минимум энергии достигается, если во всех треугольных элементах е, вы-

полняется равенство 

 0


T
e

i
e

}{


, 

т.е. 

   
e e

i
e

iTiT

e
e

iiT deTBde}Y{DB2de}{BDB  .   (2.2.12) 

Учитывая выражения, зависящие от внутренних координат треугольного 

элемента е уравнения (2.2.12) приводятся к виду 

  i
e

iT
iT

e
iiT TBz

F

DB
2}{BDB   ,     (2.2.13) 

где F - площадь треугольного элемента, а 

   











x

i
y

e S

S

2
de}Y{}z{


. 

Sх , Sу - статические моменты элемента относительно осей х и у. 

Подстановка значений (2.2.5) в (1.6.12) позволяет определить жесткость на 

кручение треугольного элемента е слоя i в виде  

i
ex

i
13

i
y

i
44

i
x

i
55e

ii

2

i
e TSJcJc}{BD}z{

2
C 


 ,    (2.2.14) 

где Jх, Jу - главные моменты инерции элемента е относительно осей х и у. 

Равенство (2.2.13) в матричном выражении имеет вид [63]: 
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 i
e

ii
e FWK  ,          (2.2.15) 

где BDBK iTi
e   - матрица жесткости элемента е 
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i
eF - узловые силы элемента е 
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2.3. Формирование  матрицы  жесткости системы в узловой точке и  

способ  ее  решения 

 

Этап подготовительных работ при расчете МКЭ завершается формированием 

обобщенной матрицы жесткости всей системы конечных элементов или, что тоже 

самое, построением разрешающей системы алгебраических уравнений. В матрич-

ной форме система уравнений записывается в виде  

{F}={K}{W}.          (2.3.1) 

Здесь [K] - матрица жесткости системы (она имеет ленточную структуру), 

{W}, {F} - совокупность узловых перемещении и сил для исследуемой области. 

Решением системы уравнений (2.2.1) определяются узловые перемещения {W}, 

далее по формулам (2.2.8) - напряжения в i-ом слое. 

Однако, обзор работ посвященных применению МКЭ в различных отраслях 

техники, показывает [76], [74], [89], что количество рассматриваемых узловых то-

чек в исследуемой области ограничены (n<1000). Это связано с возможностями 

используемых ЭВМ. В случае, когда рассматривается НДС слоистых конструк-

ции, количество узловых точек в конструкции из КМ, подлежащие к рассмотре-

нию, могут расти без ограничения [63]. В связи с этим предлагается метод по-
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строения матрицы жесткости системы в узловой точке j и использовать  итераци-

онный способ еѐ решения. 

Вначале поперечное сечение неоднородного слоистого анизотропного стерж-

ня представляется в виде совокупности слоев по описанной методике в 1.5. В ок-

рестности каждой узловой точки  j строятся совокупность N треугольных элемен-

тов. Построенный отдельный треугольный элемент принадлежит только одному 

слою. Элементы строятся вокруг узла  j строго против движения часовой стрелки, 

перебирая самые ближайшие точки из его окрестности (рис.2.3.1). 

 

Рисунок 2.3.1 - Построение в узловой точке j ( ) совокупность треугольных элементов. () 

– точки с известными значениями перемещений в m-1 итерации, () -  точки в m–ой итерации 

 

В каждом из построенных треугольных элементов устанавливается равенство 

(2.2.15). Для всех N окаймляющих узловую точку треугольных элементов на ос-

нове равенства (2.2.15) формируется уравнение относительно осевого перемеще-

ния узла j. В связи с нерегулярностью и слоистостью сечения стержня в окрестно-

сти рассматриваемой узловой точки можно построить до десяти треугольных 

элементов. Система уравнений равновесия для узловой точки j, аналогичная сис-

теме (2.3.1), получается стандартным образом: 

{Fj} =[K] {Wj}         (2.3.2) 

Здесь [K] - матрица жесткости узловой точки j 

 
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)2(
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)2(
12

)1(
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)n(
11j )],kk()kk()kk(k[K    (2.3.3) 

а  {Fj}, {Wj}  - совокупность узловых перемещений и сил для  узла  j: 
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       (2.3.4) 

 В соотношениях (2.3.3) и (2.3.4) N - означает количество построенных тре-

угольников в окрестности узловой точки  j, jr =j - функция кручения в точке j, а 

)n(
s (n=1,2,...,N) - функция кручения в вершине s треугольного элемента n. Пара-

метры )n(
smk (s,m=1,2,3) (n=1,2, ..., N) определяются из соотношения (2.2.16), а па-

раметры )n(
mf (m=r,s,t) - из (2.2.17). 

Из соотношения (2.2.3) можно получить значение функции кручения в точке j 

по формуле  
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Решение задачи построено на применение итерационного метода Зейделя-

Гаусса с неполной верхней релаксацией и точечной прогонкой [63]. В вершинах 

окаймляющих рассматриваемый узел  j  N треугольных элементов предполагают-

ся известными значения функции кручения (х,у) предыдущей m-1 итерации (на 

рис.2.3.1 обозначены знаком *) и значение (х,у), полученные в текущей m-ой 

итерации (на рис. 2.3.1 обозначены знаком о). При этом в каждом узле решается 

уравнение  
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Используя результат решения уравнения (2.3.6) и значения функции круче-

ния в предыдущей m-1 итерации, приближенное решение в m-ой итерации стро-

ится по формуле 

),(R 1m
j

m
j

m
j

m
j

         (2.3.7) 

где ,/r1R 1m
j

1m
j

m
j

   a  r - коэффициент релаксации, выбираемый опыт-

ным путем [76]. Процесс итерации для всех узловых точек сечения продолжается 

до тех пор, пока отношение  

1m
j

1m
j

m
j

    

не станет меньше некоторой требуемой малой величины . 

 Напряжения  (2.2.8) для узла  j определяются как среднее значение напряже-

ний в окаймляющих узел  j  N треугольных элементах. Жесткость С при кручении 

определяется, как суперпозиция жесткостей отдельных элементов и слоев состав-

ного стержня 
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i ,CCCС
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         (2.3.8) 

где Кс - количество слоев, L - количество треугольников в слое i. 

 В МКЭ предложенный метод построения матрицы жесткости системы в уз-

ловой точке j использует только оперативную память ЭВМ, тем самым позволяет 

увеличить количество рассматриваемых узловых точек (на ПЭВМ можно рас-

сматривать до 15 000 узловых точек сечения), а способ решения уравнений (2.3.5) 

методом итерации позволит получить требуемую точность МКЭ-решения. С уве-

личением количества рассматриваемых слоев, то же самое, что и узловых точек, 

сходимость МКЭ-решения убыстряется (см. п. 2.4). 

 

2.4  Численные решения МКЭ задачи о кручении слоистых анизотропных 

стержней произвольного сечения.  Анализ результатов расчета 

 

Как было установлено в 1.8 и 1.9, в литературе трудно найти решение задачи 

кручения для слоистых анизотропных стержней произвольного сечения. Поэтому 
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на основе соотношений (2.3.9), (2.3.13) - (2.3.15), (2.4.7), (2.4.8) впервые была со-

ставлена программа расчета НДС слоистого стержня произвольного стержня на 

алгоритмическом языке FORTRAN  для  ЭВМ и на ее основе исследовались рас-

пределения перемещений в сечениях и определены жесткости на кручение стерж-

ней прямоугольного, ромбовидного сечения и сечения компрессорной лопатки. 

Блок-схема этой программы приведена на рисунке 2.4.1. Вычисленные значения 

перемещений прямоугольного сечения сравнены с их точными аналитическими 

значениями. Численные результаты жесткости на кручение прямоугольного и 

ромбовидного сечения сопоставлены с их аналитическими значениями. 

 

Рисунок 2.4.1 - Блок-схема программы. 

 

Даже на такой высокопроизводительной ЭВМ, как  IBM PС для расчета од-

ной итерации по составленной программе требуется большое количество вычис-

лительного времени. Это связано с большим  количеством рассматриваемых уз-
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ловых точек. Поэтому, при расчетах использовалась технология временного пре-

рывания счета в контрольных точках, суть которого в том, что в задаваемых точ-

ках программы все рабочие переменные записываются в отдельный файл. При 

продолжении счета после временного прерывания, все рабочие переменные про-

граммы считываются с файла и вычисления продолжаются по программе. В нача-

ле счета рабочие переменные определяются по программе. 

Таким образом, достигается значительная независимость программы от тех-

нических возможностей используемой ЭВМ, а вычисления могут продолжаться 

сколь угодно длительное время. Лишь параметры файла, на котором записывают-

ся рабочие переменные вычислительной программы определяются устройством 

носителей внешней памяти. При использовании описанной технологии временно-

го прерывания счета допускается возможность корректирования программы в 

контрольных точках с целью получения полной выходной информации. 

Расчеты были проведены для стержней прямоугольного и ромбовидного се-

чения из дюралюминия с модулем сдвига G=28 ГПа, а - компрессорной лопатки 

из бораллюминия (табл.1.1.5 BAL [36]). 

Рассматривался стержень прямоугольного сечения со стороной а=120 мм и 

толщиной h=20 мм, и ромб, диагонали которого равны d1=120мм, d2=20мм. 

Cечения компрессорной лопатки имеют следующие характеристики: сmax=4.47 

мм,  хорда b=62 мм, площадь сечения F=187мм2.  Данные этой лопатки соответ-

ствуют второму сечению, показанному на рисунке 1.5.2 компрессорной лопатки. 

На рисунке  2.4.2 приведены результаты расчетов жесткости С на кручение в 

виде зависимостей от числа итерации NI. Жесткость на кручение лопаточного се-

чения быстрее приближается к точному значению С, чем жесткости на кручение 

стержней  прямоугольного и ромбовидного сечения из-за особенностей угловых 

точек.  

Здесь точные значения С для прямоугольного сечения определялись по фор-

муле (1.7.2), а ромба [90] 

.dd/)dd(G03515.0СС 2
2

2
1

3
21ромб       (2.4.3) 
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Жесткость на кручения сечения  компрессорной лопатки оценивалась по 

формуле (2.2). 

 

Рисунок  2.4.2 - Зависимость жесткости на кручение С от числа итерации NI. 

 

На рисунке 2.4.3 приведены кривые зависимости отношения числа j не схо-

дящихся перемещении сечении (W) к числу (k) рассматриваемых перемещений 

сечении от номера итерации NI. Видно, что перемещения в сечении ромба 

(k=1360) сходятся к истинному значению в два раза быстрее по сравнению с пе-

ремещением в сечении стержня прямоугольного вида (k=1134). 

На рисунке  2.4.4 приведены кривые распределения перемещений по контуру 

сечении прямоугольного призматического стержня от номера итерации NI. Кри-

вая отмеченная знаком (*) соответствует номеру итерации NI=20, () - NI=50, (_ _) - 

NI=140. По мере увеличения количества итерации NI, вычисленные значения пе-

ремещений (W) стремятся к истинному полю перемещении (на рис. непрерывная 

линия) определенной по формуле (1.6.3), снизу. При итерации NI=120 отличие 

распределения перемещений (W) по сечению от точного решения составляет не 

более 3%. 
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Рисунок 2.4.3 - Кривые зависимости отношения точек неудовлетворяющих условию 
11   m

j
m
j

m
j  к общему числу точек k сечений от номера итерации NI. 

 

Рисунок 2.4.4 -  Кривые распределения перемещений W по контуру сечения прямоуголь-

ного стержня от номера итерации NI. (*) - NI=20, () - NI=50, (_ _) - NI=140. 

 

На рисунке 2.4.5 приведена поверхность распределения перемещений (W) в 

сечении (NI=60) ромбовидного призматического стержня. При итерации NI=60 
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жесткость на кручение С ромба от его точного значения С (2.4.3) отличается не 

более чем на 3%. Поверхность распределения перемещений (W) в сечении ромбо-

видного стержня (см. рис. 2.4.5) находится в соответствии с его аналитическим 

решением [90]. Наибольшего значения перемещения (W) достигается ближе к 

средней части контура ромба (точка А, рис.2.4.5.). 

 

Рисунок 2.4.5 - Поверхность распределения перемещений W в сечении (NI=60) ромбовид-

ного призматического стержня.  d1, d2  - диагонали ромба. 

 

В связи симметрией распределения перемещений в вышеприведенных при-

мерах рассматривались лишь четверть сечения прямоугольника и ромба. 

На рисунке 2.4.6 приведена поверхность распределения перемещений (W) в 

сечении а) лопатки б) (NI=60) ромбовидного призматического стержня с чере-

дующими слоями алюминия и боралюминия [68]. Наибольшие перемещения  для 

лопатки достигается у кромки спинки и корытца лопатки. В этом случае на спин-

ке (у выходной кромки) лопатки происходить растягивающее, а на корытце (у вы-

ходной кромки) сжимающее перемещение.  

На рисунке 2.4.7 приведены поверхности касательного напряжения yz  ром-

бовидного сечения стержня  с чередующими слоями алюминия и боралюминия 

[68]. При этом наибольшие касательные напряжения происходит у входной и вы-

ходной кромки лопатки (ромба, точка А). Касательные напряжения в тонких слоях 

кромки корытца (спинки) и ромба (точка А) может привести к местной потере ус-

тойчивости слоя с малыми свойствами на сдвиг. 
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а)  

 
б) 

Рисунок 2.4.6 - Поверхность распределения перемещений W в сечении а) лопатки б) 

(NI=60) ромбовидного призматического стержня с чередующими слоями боралюминия и алю-

миния. 

 

На рисунке 2.4.8. приведены поверхности распределения перемещений W в 

сечении а) лопатки б) (NI=60) ромбовидного призматического стержня с чере-

дующими слоями боралюминия уложенных под углами (+45
0
,-45

0
,+30

0
,-30

0
, +15

0
) 

и алюминия к оси стержня [68]. В этом случае происходить неравномерное рас-
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пределение перемещении во внутренних слоях боралюминия армированных во-

локнами с различными углами армирования. Здесь наибольшие перемещение  

достигается в слоях кромки из боралюминия армированных волокнами под угла-

ми +45
0
, -45

0
 и ромба в точках (А, В, С, D). 

 
а) 

 
   б) 

Рисунок 2.4.7 -  Поверхности касательного напряжения yz ромбовидного сечения стерж-

ня  с чередующими слоями боралюминия и алюминия. 
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а)  

 
    б) 

Рисунок 2.4.8. - Поверхность распределения перемещений W в сечении а) лопатки б) 

(NI=60) ромбовидного призматического стержня с чередующими слоями боралюминия уло-

женных под углами (+45
0
,-45

0
,+30

0
, -30

0
,+15

0
) и алюминия. 

 

На рисунке  2.4.9 приведены поверхности касательного напряжения yz  в се-

чении а) лопатки б) (NI=60) ромбовидного призматического стержня с чередую-

щими слоями боралюминия, уложенными под углами (+45
0
,-45

0
,+30

0
,-30

0
, +15

0
) и 

алюминия к оси стержня [68]. В этом случае происходить неравномерное распре-

деление касательного напряжения yz  во внутренних слоях боралюминия арми-
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рованных волокнами с различными углами армирования.  

 

а) 

 

б) 

Рисунок 2.4.9 - Поверхность распределения касательных напряжений yz в сечении а) ло-

патки б) (NI=60) ромбовидного призматического стержня с чередующими слоями боралюминия 

уложенных под углами (+45
0
,-45

0
,+30

0
,-30

0 
, +15

0
) и алюминия. 

 

Здесь наибольшие перемещение  достигается в слоях кромки из боралюминия 

армированных волокнами под углами +45
0
, -45

0
 и ромба в точках (А, В, С, D). В 

этом случае наибольшие касательные напряжения (точки А, В, С, D), по сравне-
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нию с значениями распределения касательного напряжения в слоях составленного 

из чередующих слоев боралюминия и алюминия (рис. 2.4.7), достигает своего 

значения вдали от входной и выходной кромки. Таким образом, можно избежать 

от опасных касательных напряжений у входной и выходной кромки стержня с 

помощью армирования тонких слоев кромки волокнами под различными углами. 

Проведем анализ результатов расчетов. 

Таким образом, в этой главе с помощью МКЭ разработан алгоритм и реали-

зована на алгоритмическом языке Фортран задача, позволяющая вычислить пере-

мещения, деформации и напряжения, а так же жесткость на кручение многослой-

ных композиционных стержней произвольного сечения при кручении. 

В МКЭ предложенный метод построения матрицы жесткости системы в уз-

ловой точке j использует только оперативную память ЭВМ, тем самым позволяет 

увеличить количество рассматриваемых узловых точек (на ПЭВМ можно рас-

сматривать до 15 000 узловых точек сечения), а способ решения уравнений (2.3.5) 

методом итерации позволит получить требуемую точность МКЭ-решения. С уве-

личением количества рассматриваемых слоев, то же самое, что и узловых точек, 

сходимость МКЭ-решения убыстряется  

Впервые была составлена программа расчета НДС слоистого анизотропного 

стержня произвольного стержня на алгоритмическом языке FORTRAN  для  ЭВМ 

и на ее основе исследовались распределения перемещений в сечениях и определе-

ны жесткости на кручение стержней прямоугольного, ромбовидного сечения и се-

чения компрессорной лопатки. Вычисленные значения перемещений прямоуголь-

ного сечения сравнены с их точными аналитическими значениями. Численные ре-

зультаты жесткости на кручение прямоугольного и ромбовидного сечения сопос-

тавлены с их аналитическими значениями. По мере увеличения количества итера-

ции NI, вычисленные значения перемещений (W) стремятся к истинному полю 

перемещении, определенной по аналитической формуле (1.6.3), снизу. При итера-

ции NI=120 отличие распределения перемещений (W) по сечению от точного зна-

чения составляет не более 3%. 

Так же в качестве примера были проведены расчеты МКЭ для многослойных 
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стержней прямоугольного, ромбовидного сечения и сечения компрессорной ло-

патки, составленных из различных композиционных материалов с различными 

углами армирования. При этом наибольшие касательные напряжения возникают у 

входной и выходной кромках лопатки (у ромба точка А). Касательные напряжения 

в тонких слоях кромки корытца (спинки) и ромба (точка А) может привести к ме-

стной потере устойчивости слоя с малыми свойствами на сдвиг. 

Показано, что можно избавиться от опасных касательных напряжений около 

входной и выходной кромок стержня с помощью армирования тонких слоев кро-

мок волокнами под различными углами. 

Результаты представленной работы достаточно точно позволяют определять, 

взаимного влияния слоев, свойств отдельных слоев, их взаимодействия на жест-

кость и напряженно-деформированное состояние при кручении слоистых стерж-

ней произвольного сечения. 

Использованный итерационный способ решения разрешающего уравнения в 

каждой узловой точке позволяет использовать только оперативную память ЭВМ, 

обеспечив одновременно необходимую точность решения поставленной задачи. 

Расчетные значения жесткости на кручение используется в дальнейшем (гла-

ва V) при определении НДС естественно-закрученных слоистых стержней. 

Разработанный комплекс программ заявлены в Федеральную службу по ин-

теллектуальной собственности  для государственной регистрации как «Программа 

для ЭВМ» на тему «Решения задачи кручения слоистых анизотропных стержней 

произвольного сечения методом конечных элементов» (см. приложение 3), кото-

рый позволяет регулировать уровни максимальных касательных напряжений в за-

висимости от механических свойств отдельных слоев и последующего рацио-

нального их расположения в теле многослойного анизотропного стержня. 
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ГЛАВА  III 

МЕТОД  РАСЧЕТА ЗАКРУЧЕННЫХ МНОГОСЛОЙНЫХ  

КОМПОЗИЦИОННЫХ СТЕРЖНЕЙ ПРИ СОВМЕСТНОМ ДЕЙСТВИЙ  

КРУЧЕНИЯ, ИЗГИБА И РАСТЯЖЕНИЯ  

 

Прямые и криволинейные, закрученные и незакрученные стержни являются 

моделями несущие основную часть нагрузки конструкционных элементов в 

строительной механике, машиностроении и других отраслях техники. Например, 

закрученные стержни являются моделями рабочих лопаток турбомашин. В по-

следние годы стержневые системы стали изготавливаться из КМ. Обнаружилось 

91, что наименее развитая часть механики КМ касается методов расчета стерж-

ней.  

Расчету закрученных стержней из изотропных однородных материалов по-

священы многочисленные исследования. В работах  92, 93-95 впервые иссле-

довалось явление раскрутки закрученного стержня при растяжении и изгибе. 

Наиболее подробно исследование НДС естественно-закрученных стержней из од-

нородных материалов было проведено в [47], 49, [97], 92-95], [97]-[105, в ко-

торых дано объяснение взаимосвязанности всех видов нагрузок и деформаций с 

учетом естественной закрученности. 

В 106 применительно к расчету статического напряженного состояния ло-

пастей вертолетных винтов и ветроэнергетических установок предлагается вари-

ант дискретно-континуального метода расчета упругих анизотропных цилиндри-

ческих стержней произвольного поперечного неоднородного сечения. Плотность 

потенциальной энергии деформируемой системы представляется рядом, первые 

члены которого соответствуют деформированию в рамках гипотез С.П. Тимошен-

ко, а в остальных слагаемых используется конечно-элементная аппроксимация 

дифференциальных операторов, отражающих изменяемость напряженного со-

стояния в плоскости поперечного сечения. Условие стационарности функционала 

Лагранжа приводит к матричному дифференциальному уравнению в направлении 

осевой координаты, интегрируемому при помощи матричной экспоненциальной 
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функции. Приводятся примеры численных расчетов стержней простого и комби-

нированного профилей, однородной и слоистой структуры, нагруженных перере-

зывающей силой и крутящим моментом на свободном торце. Результаты расчета 

тестовых задач хорошо согласуются с известными аналитическими решениями. 

В 107 дан расчет криволинейных слоистых из бимодульных материалов 

МКЭ. Рассматривается два типа поперечных сечений: сплошное прямоугольное и 

круговое тонкостенное. Применен итерационный метод решения уравнений. Поле 

перемещений представлено в форме интерполяционных полиномов Эрмита пер-

вого порядка. Положение нейтрального слоя, которое переменно по длине балки, 

находится итерационным способом решения матрицы жесткости. Для этого со-

ставлены  итерационные вычислительные программы для обоих типов сечений. 

В работах 108-112 принят специальный вид выражений для нормальных и 

тангенциальных перемещений в виде  

),z()y,x(g)z(y)z(x)z(ww~

),z(x)z(vv~

),z(y)z(uu~













 

и деформаций 

,gyxww~~
z,zz    




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x,x,z,xz

gxvw~v~~

gyuw~u~~


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где w,v,u перемещения; )z( угол закручивания на единицу длины; z z  

кривизны относительно оси х и у; g(x,y) - функция депланации; (z) - кручение. 

В 108 исследовались кручение и изгиб призматических балок произвольно-

го поперечного сечения с учетом изменения формы поперечного сечения балки в 

процессе деформации. Принят специальный вид выражений для нормальных и 

тангенциальных перемещений, которые содержат семь неизвестных функций. 

Уравнения равновесия задачи выписаны с использованием вариационного метода. 

Проведен асимптотический анализ решения полученных уравнений. 

В 111 рассматривается взаимодействие между растяжением и кручением в 
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брусе с начальной закруткой и слабо спиральной формой оси центров тяжести се-

чении. Исследование проводится на основе уравнений теории упругости, а анализ 

и выводы - на основе полученных общих решений. Оценки даны на примерах 

бруса эллиптического сечения с начальной закруткой и прямой осью центров тя-

жести. 

В 112 рассматриваются задачи нелинейного поведения брусьев, поперечное 

сечение которых предварительно повернуто на некоторый угол к осевой линии, 

при совестном действии крутящего момента и растягивающего осевого усилия. В 

нелинейной постановке учитывается совместное действие изгиба с кручением и 

растяжением. Приводятся результаты проведенного эксперимента, которые удов-

летворительно подтверждают решение нелинейных уравнений и сильно отлича-

ются от соответствующих результатов линейной теории. Анализируется эффект 

нелинейности в рассматриваемой задаче. 

В 113 на основе вариационного принципа Лагранжа получены уравнения, 

описывающие поведение призматических стержней с произвольным сечением, 

нагруженных осевыми силами, крутящим моментам, поперечными силами и из-

гибающими моментами, действующими в двух ортогональных плоскостях. Ис-

пользуется геометрически нелинейные (по Карману) соотношения, учитывающие 

деформации поперечного сдвига. Сечение наделяется семью степенями свободы - 

шесть из них соответствует закону плоских сечений, а одна учитывает деплана-

цию. Получено семь уравнений равновесия относительно девяти обобщенных си-

ловых факторов и соответствующие физические соотношения, которые записаны 

для случаев, когда сечение обладает симметрией и не учитывает деформации по-

перечного сдвига. В качестве примеров рассматриваются задачи о растяжении и 

кручение стержней. 

В 114 излагается линейная теория для упругих балок с предварительной  за-

круткой, испытывающих воздействие произвольных нагрузок. Распределение 

продольных деформаций принимается таким  же, как для балок без закрутки. Оно 

выражается посредством использования функций искажения Сен-Венана и ее 

производных по длине балки. Данная работа содержит общую систему диффе-
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ренциальных уравнений для поставленной задачи, приводятся результаты реше-

ния в явном виде для чистого растяжения, кручения и изгиба балок с предвари-

тельной закруткой. Излагаемая теория расчета указанных объектов позволяет 

также определять положение центра сдвига и оси предварительной закрутки. 

Приводятся результаты, полученные также и для случая комбинированной де-

формаций кручение-растяжение, которые хорошо согласуются с асимптотически-

ми решениями соответствующей объемной задачи теории упругости независимо 

от пределов, излагаемых за счет пренебрежения деформациями поперечных сече-

ний в своей плоскости. Параметры НДС при комбинированной деформаций кру-

чение-растяжение представляются в виде нечетных функций степени закрутки 

балки. Общее решение комбинированной задачи представляет сумму двух членов, 

один из которых зависит от продольных деформаций, возникающих за счет пред-

варительной закрутки в результате внутреннего стеснения при кручении балки. 

Второй член отражает влияние на НДС балки деформации в плоскости попереч-

ного сечения, которыми обычно пренебрегают в технической теории балок. Уста-

навливается, что явная формула при комбинированной деформации кручение - 

растяжение предварительно-закрученных изотропных балок может быть выведена 

из полной системы дифференциальных уравнений объемной задачи теории упру-

гости путем приравнивания работ внешних и внутренних сил и интегрирования 

по всему поперечному сечению балки. 

В 115 на основе уравнений трехмерной линейной теории упругости иссле-

дуется задача о кручении прямого стержня. При этом исследуется два случая: 

кручение в рамках плоской и трехмерной задачи теории упругости. Последняя за-

дача решается асимптотическим методом. Результирующие соотношение для кру-

тящего момента и осевой силы содержит два слагаемых, первое из которых связа-

но с искажением первоначально плоской формы поперечных сечений, а другое 

обусловлено локальными поворотами, возникающими при изгибе, когда упругий 

центр и ось предварительного закручивания не совпадают. Отмечается соответст-

вие результатов данной работы результатом известных приближенных решений. 

В работе [49] дан подробный обзор исследований, посвященных закручен-



 138 

ным изотропным стержням. Как видно из этой работы проблема составных закру-

ченных стержней была рассмотрена только в работах [106], [107], [116], [117], 

решения в которых не были доведены до практического использование [49]. 

При применении КМ в закрученных стержнях появляется ряд дополнитель-

ных эффектов, связанных с возможностью варьирования типа и укладки арматуры 

в слоях, положения слоев относительно оси кручение, а также с малой межслое-

вой жесткостью на сдвиг и структурной несимметричностью сечения. Появляется 

возможность измерения обобщенных параметров систем дифференциальных 

уравнений [118], [161], [171] в рамках заданных условий нагрузки и геометрии 

стержня (см. п. 1.5). 

В работах [106], [117] применительно к анизотропным средам получены об-

щие результаты поведения стержней. При отсутствии связанности растяжения с 

изгибом и кручением в [106] предложено приближенное решение задачи о совме-

стном изгибе и кручении анизотропной балки. Полученное решение использовано 

для экспериментального определения пяти коэффициентов податливости транс-

версально-изотропной балки. Относительный вклад в общую энергию отдельных 

видов деформации оценивался в [9], [19]. Приведенные работы посвящены для 

тел с однородным сечением. Поэтому в 4.1 с помощью геометрических представ-

лений [118] , [97] для слоистых анизотропных стержней с прямолинейной осью 

получены кинематические соотношения, которые в последующем использовались 

для установления основных уравнений (cм. п.  4.2, 4.3). 

 

3.1 Геометрия и кинематические соотношения закрученных слоистых 

анизотропных стержней 

 

Закрученными называются стержни, боковая поверхность которых образует-

ся винтовым движением контура L плоского поперечного сечения относительно 

оси  Г. Такие стержни могут быть прямыми и кривыми, постоянного и переменно-

го сечения. В данной работе рассматривается прямые или слабо искривленные за-

крученные стержни, как имеющие наибольшее практическое применение. В рабо-
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тах [47], [49], [91-95], [118] начальная закрученность называется естественной. 

Такое определение начальной закрученности вызвано функциональными требо-

ваниями к соответствующему конструктивному элементу. Например, закручен-

ные элементы являются моделями лопаток газовых турбин, компрессоров и воз-

душных винтов. Поэтому закрученные стержни представляют собой тип стерж-

ней, требующих самостоятельного исследования. 

1. Геометрия закрученного слоистого стержня.  При рассмотрении закру-

ченных стержней используются две основные системы координат: неподвижная 

(Кх) и местная (К)  (рис.3.1.1). В качестве неподвижной принимается прямоуголь-

ная правая система 0xyz. Начало координат 0 расположено в центре масс началь-

ного сечения. При этом ось z направлена по длине стержня, ось х перпендикуляр-

но направлению  волокон, но в плоскости слоя, и ось у, перпендикулярно слою. 

Оси ,  неподвижной системы координат  при движении вдоль оси поворачи-

вается вместе с сечением, оставаясь главными центральными осями любого сече-

ния. Ось  совпадает с осью z.  

 

Рисунок 3.1.1 - Основные системы координат для закрученных стержней. 

 

Угол (z) есть начальный угол закрученности стержня, отсчитываемый меж-

ду осями х и  против движения часовой стрелки. В этом случае неподвижная 

система (Кх) и связанная с текущим поперечным сечением (К) системы коорди-

нат с помощью преобразования [118] 



 140 





















































z

y

x

100

0cossin

0sincos











.       (3.1.1) 

Относительная закрученность стержня в текущем сечении z= равна 

 0=
z


.          (3.1.2) 

Если стержень равномерно закручено, то 0 =const. В этом случае 

,
)0()(

;z)0()z( 00 

 
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
      (3.1.2) 

где   - длина стержня. 

Произвольная точка А0 в поперечном сечении z0 находится на расстоянии 

2222
0 ухr          (3.1.4) 

от оси вращения стержня. Траектория перемещения точки А0 при увеличении z 

образует винтовое волокно [50], [49], [97], [119]. На расстоянии z от сечения z0 

точка А0  займет положение А. Длина винтовой дуги АА0  равна 

5,022
0* )r1(z          (3.1.5) 

и она ортогональна плоскости поперечного сечения z0+z=const (рис. 3.1.2). 

 

Рисунок 3.1.2 - Элемент закрученного стержня. 
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2. Центр кручения закрученного стержня. Пусть под действием крутящих 

моментов Мt точка А поворачивается на угол  относительно центра кручения Ок 

[97]. Точка Ок удалена на расстояние 0
kr  под углом 0

k  к оси  (см. рис.3.1.3), а 

точка А в результате кручения занимает положение точки С. Тогда АС=rк 

(rк=ОкА=ОкС). В криволинейном треугольнике АВС 

АВ=АСcos(к-)= rк cos(к-), ВС=АСsin(к-)=rкsin(к-). 

Здесь к,  - угол между радиусами векторов, исходящими из точек Ок и О. 

Опустив перпендикуляр из точек Ок на направление радиуса вектора ОА легко 

получить ОАОк=к- и поэтому  

rкcos(к-)=r- 0
kr сos(к+), rкsin(к-)= 0

kr sin(к+).  

Следовательно, АВ и ВС выражаются через текущие координаты относи-

тельно основной системы координат и величины, характеризующие положение 

центра кручения определяется из соотношений (см. рис. 3.1.3) 

АВ= (r-pc);  BC=ps; r=ОB=ОA;  pc=
0
kr сos(0

к+);  

ps=
0
kr sin(0

к+); (pc )
2
+(ps)

2
= 20

k )r( ; ОкN=r-pc/r-ps/r.  (3.1.6) 

 

Рисунок  3.1.3 - Схема определения деформаций элемента при повороте сечений. 

 

3. Кинематика естественно закрученного стержня.  

3а. Удлинение винтового волокна, обусловленное кручением .  

В результате начальной закрутки 0  и дополнительной закрутки деформации 

кручения  длина    отрезка А0А станет А0В (см. рис. 3.1.4) 
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где pc, 
0
kr определяются из (3.1.6), а )r(arctg 0   угол наклона волокна по отно-

шению к оси стержня. 

 

Рисунок  3.1.4 - Схема определения деформаций элемента при повороте сечений. 

 

Следовательно, удлинение винтового волокна, обусловленное кручением , 

приближенно находится из выражения  
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где р=r-pc. При вычислении   считались малыми члены, содержащие параметр  

в третьей и более высоких степенях. Если центр кручения совпадает с осью 

стержня ( 0
kr =0, р=r) и при этом в выражении (3.1.8) сохранить первое слагаемое, 

то из него непосредственно следует соответствующее выражение работы [119].  

 3б. Удлинение винтового волокна, обусловленное растяжением и изги-

бом.  Аналогично (3.1.7) вычисляется удлинение винтового волокна, обусловлен-

ное растяжением  и изгибом 1, 2. При этом, деформации находятся из выраже-

ния  

.
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Здесь  относительное удлинение волокна за счѐт растяжения, а j (j=1,2) - 

изменение его кривизны. При малых деформациях  выражения (3.1.9) совпадают с 

соотношениями работ [97]. 

3в. Растяжение, изгиб и кручение винтового волокна. При сочетании рас-

тяжения, изгиба и кручения общая продольная деформация винтового волокна 

оценивается величиной [118] 

  
b ,          (3.1.10) 

проекции которой на оси неподвижной системы координат Кх равны  
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и определяют продольные и поперечные деформации стержня, обусловленные его 

начальной закрученностью. 

В последующем исследовании кинематические соотношения для слоя i вы-

браны в форме 

,Э,cos

),2,1j,k(,Э

i
kj

i
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b
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i
33

i
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i0
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i
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
      (3.1.12) 

в которой ci
3k  - соответствуют значениям максимальной деформации поперечного 

сечения, обусловленной поперечными силами Qj [49]; величины i
3kЭ  позволяют 

оценить влияние перемещений i
ju  в плоскости поперечного сечения на сдвиговые 

деформации и i
kjЭ =0.5( i

k,j
i

j,k uu  ) деформации элементов поперечного сечения. 

Таким образом, в развитие работ [42],  [115], [121] деформации i
3k  определяются 

суперпозицией трех типов деформации ci
3k

i0
3k , и i

kjЭ . 

 

3.2  Равновесие закрученных многослойных анизотропных стержней 

 

Отдельные слои составного закрученного стержня могут иметь различную 

симметрию строения и поэтому физические соотношения (1.3.4) используются в 
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общей форме. При исследованиях равновесия стержней обычно применяют урав-

нения в интегральной форме (1.6.11), приводя напряжение в текущем сечении z0 к 

статистически эквивалентной системе усилия Р и моментов М1, М2, Мt, прило-

женных к оси стержня [49], [97]. 

Величины Р, М1, М2 определяются как равнодействующие сила и моменты в 

поперечном сечении от нормальных напряжений zz в виде 
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где 
i
13

ci
13

0i
33

i
kj ,,,Э   берутся из зависимости (4.1.12), а статические соотношения 

имеют вид 
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i
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При определении крутящего момента Мt необходимо учесть, что напряжения 

i
zz, действующие вдоль винтовых волокон под углом 0 r к поперечному сече-

нию, имеют проекцию на поперечное сечение i
zz r0, которая вызывает дополни-

тельный крутящий момент. 

В связи с этим момент запишется 
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F F
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(3.2.3) 

Если в уравнения (3.2.2), (3.2.3) подставить выражения (3.2.1), то легко полу-

чить разрешающую систему уравнений  в виде 

,sq)L5.0K(P 2
0          (3.2.4) 

в котором вектор обобщенных сил  Р={P, М2, М1, Мt} определяется через вектор 

обобщенных деформаций },,,{ 12    и векторы ,,s,q   устанавливающие 

влияние поперечных сил, напряжений в плоскости сечения и температуры. Ком-

поненты матриц  K, L  и векторов  ,,s,q   приведены ниже – 
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где N количество слоев в сечении.  

В равенствах (3.2.5)-(3.2.7) приняты дополнительные обозначения 
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а также C0 - жесткость на кручение слоистого сечения, определенная по Сен-

Венану (глава II) 
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Система уравнений (3.2.4) является нелинейной относительно компонент 

вектора обобщенных деформаций  }.,,,{ 12    

Максимальная деформация поперечного сечения ci
3j  (j=1,2) может быть вы-

ражена через заданные поперечные силы Qj [97] энергетическим методом (см. п. 

1.2), и определяется из равенства, которые аналогичны следующим  

,NQ jj
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3j 

 
   

(3.2.12) 

(j=1, k=4), (j=2, k=5).  

По найденным величинам сi
j3  вычисляются компоненты (3.2.5) вектора q  в 

слое i. 

Влияние напряжений и деформаций, действующих в плоскости поперечного 

сечения, может быть установлено итерационными методами, предложенными в 

[97] и главе I, путем решений плоской задачи теории упругости. 

Координаты центра кручения могут быть найдены из условий 

Кj4= 0 ( j= 2,3),         (3.2.13) 

исключающих влияние кручения на деформации изгиба.  

Центр изгиба (жесткости) точка, относительно которой момент касательных 
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сил при поперечном изгибе равен нулю (см. приложение 4) [125, 233]. Если рав-

нодействующая внешних сил проходит через центр изгиба сечения, при деформа-

ции стержня оно не испытывают закрутки. Координаты (ξиз, ηиз) центра изгиба в 

системе главных осей сечения определяются по известным зависимостям [49, 125] 

(см. приложение 4): 

,dFI,dFI,
I

I
,

I

I

FF
изиз  








     
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     (3.2.14) 

В работах [49], [92] [97], [98], [105], уравнения (3.2.1) используются в линеа-

ризованной форме 

,KP             (3.2.15) 

которая при необходимости может быть уточнена в соответствии с (3.2.1). Из 

(3.2.15) следует, что  

),P(K 1   
         (3.2.16) 

которое используется для оценки деформированного состояние стержней, нахо-

дящихся под воздействием усилия Р, заданных моментов М1, М2, Мt и температу-

ры. В дальнейшем с помощью соотношений (3.1.7), (3.1.12) и (1.3.4) вычисляются 

напряжения в каждом слое i в рамках предположений, принятых при получении 

уравнений (3.2.15). 

Характерной особенностью приведенных уравнений, связанных со слоистой 

структурой стержней, является то, что параметры i
1c  меняются от слоя к слою и 

для вычисления параметров жесткости kmn (n,m=1,4) используются специально 
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созданные на основе соотношений (3.2.4) программы. Кроме того, из-за измене-

ния ориентации слоя i относительно системы координат параметры упругости i
mnс  

являются переменными. Следует отметить, что взаимосвязанность растяжения, 

изгиба и кручения являлось предметом многочисленных исследований [49], [92], 

[97], [108]-[110], [121]. Однако в основном они касались стержней из изотропных 

материалов. В стержнях из слоистых материалов эта взаимосвязанность проявля-

ется в большой мере из-за возможной структурной несимметричности. Так, на-

пример, в незакрученном стержне (0=0) параметры жесткости k4j  (j=1,2,3) могут 

отличаться от нуля и в связи с этим появляется эффект кручения при простом рас-

тяжении или изгибе. 

Применение точной теории естественно-закрученных стержней произвольно-

го поперечного сечения на базе общих уравнений теории упругости связано с 

большими математическими трудностями и приводят к сложным решениям, и по-

этому этот путь для разработки практических методов расчета не рационален.  

В связи с этим, получена приближенная теория закрученных слоистых 

стержней произвольного сечения основана на определенных гипотезах, позво-

ляющих разделить компоненты напряжений и деформаций на главные и второ-

степенные (см. п. 1.4), которыми в ряде уравнений пренебрегается. Достоверность 

приближенной теории закрученных слоистых стержней, проверяется сопоставле-

нием с известными для некоторых частных простых случаев решениями [49], [97] 

(см. п. 4.3) и сравнением результатов расчетов с экспериментальными данными 

(см. п. 4.4). 

 

3.3  Напряженно деформированное состояние закрученных анизотропных 

составных стержней произвольной конфигурации сечения 

 

Основные положения линейной теории стержней применимы к стержням, у 

которых 

1r22
0            (3.3.1) 
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Допущение, что соответствующие точки различных сечений закрученного 

стержня располагаются на винтовых линиях А0А (см. рис. 3.1.2), углы которых по 

отношению к оси стержня равна )r(arctg 0   и позволяет ограничиваться ма-

лыми углами наклона винтовых линий [49] 

12  .          (3.3.2) 

Критерий (3.3.1) эквивалентен критерию (3.3.2), так как при малых углах на-

клона  .r0    

Необходимо отметить, что понятие винтовой линии или волокна использует-

ся для наглядности при некоторых подходах к построению приближенной теории 

закрученных стержней, но не является необходимым при построении общей тео-

рии закрученных стержней. 

Некоторые особенности поведения закрученных стержней зависят от абсо-

лютного угла закрученности (z) (от взаимного положения сечений), другие от 

степени закрутки 0 (oт скорости изменения по длине взаимного положения сече-

ний), а также от (z) и 0. 

При условии (3.3.1) угол =0z будет малым, поэтому [49], [97]  

.1cos;sin;1)z( 2
0

2         (3.3.3) 

1. Слабо закрученные стержни (линейное по о приближение). Во многих 

исследованиях [48], [49], [92]-[95] естественно-закрученных стержней в качестве 

простейшего приближения принимается линейное по 0  приближение (3.2.15), ко-

гда во всех уравнениях сохраняются только члены, содержащие 0 в степени, не 

выше первой. В этом случае основные деформации в поперечном сечении  в со-

ответствии с (4.1.12) описываются выражениями [155] 
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      (3.3.4)  

в которых слагаемые Qj Nj (j=1,2) определяются из (3.2.12). С принятой точностью 

для напряжений в сечении  получаются следующие соотношения: 
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Из условий (3.3.1), (3.З.3) следует, что изменение основных напряжений из 

(3.3.5) по длине стержня имеет порядок 0. В этом случае компоненты матрицы К 

(3.2.5) принимают вид [155] 
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 (3.3.6) 
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где С0 - жесткость на кручение (3.2.11), а также 

 cosссс 0
i

35
i

33
i
1  .         (3.3.7) 

Если стержень состоит из однородного изотропного материала и при этом в 

(3.3.6) сохранить члены, содержащие 0 в первой степени, то можно получить 

формулы работы [49], [92], [93]. 

2. Умеренно закрученные стержни (нелинейное по 0 приближение). По-

лученные линейные относительно начальной закрученности соотношения из 

(3.3.6) не отражают такие общеизвестные факты, как зависимость жесткости 

стержня при растяжении, изгибе и кручении от предварительной закрученности 

[49], [97], [119]. Этот недостаток связан с формальным пренебрежением членами 
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порядка 0
2
 независимо от величины других членов. В формулах интегрального 

характера (3.2.2), (3.2.3) роль отдельных членов дополнительно зависит от харак-

тера распределения напряжений i
zz по сечению. В связи с этим при интегрирова-

нии по cечению слоистого стержня выражения (3.2.6) следует рассматривать при 

сохранении всех членов, в том числе, имеющие множитель 0
2
. При этом три вы-

ражения систем (3.2.2) для Р, М1, М2 изменяются незначительно, а выражение 

(3.2.3) зависит от члена с множителем 0
2
, так как с увеличением закрученности 

повышается жесткость на кручение С0 по Сен-Венану. 

Если стержень состоит из однородного изотропного материала и сохранить в 

(3.3.6) члены, содержащие 0 во второй степени, то в этом случае получаются 

формулы технической теории закрученных стержней [49] и формулы работ [39], 

[99]-[104], [115]. Это позволяет рассматривать формулы (3.2.4), (3.3.4), (3.3.5), 

(3.3.6) как основные соотношения приближенной теории закрученных анизотроп-

ных слоистых стержней произвольного сечения. 

 

3.4 Сравнение экспериментальных результатов с теоретическими расче-

тами кручения, изгиба и растяжения естественно-закрученных стержней 

 

1. Растяжение естественно-закрученных изотропных стержней прямо-

угольного сечения. Для проверок достоверности основных соотношений техниче-

ской теории закрученных изотропных стержней, в работе [102] проведен экспе-

римент на растяжение закрученных образцов прямоугольного сечения из листово-

го дуралюминия Д16АТ, отличающихся шириной а и толщиной h. При действии 

только растягивающего усилия Р зависимость =f(Р) представлена в виде [102] 

=-0KP,          (3.4.1) 

где введены безразмерные параметры 
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В (3.4.2) принято обозначения 
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Здесь )y,x(  устанавливается с помощью определения свойств главного 

сечения стержня, где  F- площадь,  - коэффициент Пуассона, а G - модуль сдвига 

материала сечения. 

Линейной теории соответствует значение K1, технической теории стержня 

соответствует значение K3(1-r1)
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    (3.4.3) 

Нелинейной задаче соответствует значение K из (3.4.2). Расчетные кривые 

для различных  при указанных значениях коэффициента K приведены на рис. 

3.4.1, знаком (о) указаны экспериментальные результаты.  

 

Рисунок 3.4.1а - Сравнение расчетных углов упругой раскрутки )к,к,к,к,( 321   

закрученных образцов прямоугольного сечения с экспериментальными (о) значениями. а=30 

мм., h=1.45 мм. 0=0.00197 рад./мм. 
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Видно хорошее соответствие результатов расчета по соотношениям (3.2.15) в 

широком диапазоне изменения упругой раскрутки . В работе [97] формула (3.4.1) 

представлена в качестве руководства при расчете на прочность рабочих лопаток 

ГТД. 

 

Рисунок 3.4.1б - Сравнение расчетных углов упругой раскрутки )к,к,к,к,( 321   

закрученных образцов прямоугольного сечения с экспериментальными (о) значениями. а=30 

мм., h=1.45 мм. 0=0.00648 рад./мм. 

 

2. Растяжение, изгиб и кручение закрученных слоистых стержней пря-

моугольного сечения, составленных из ортотропных материалов. Для стерж-

ней прямоугольного сечения, имеющего две оси симметрии, 

k12= k23= k21= k32= k24= k42=0       (3.4.4) 

и система уравнений (3.2.15) принимает вид 
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или 


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Разрешив уравнения (3.4.5) относительно деформации, можно получить 

,/,/,/ 3211         (3.4.6) 

где 
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(3.4.7) 

Если выразить геометрические характеристики слоистого стержня прямо-

угольного сечения, через толщину слоя )N,1i(bbh 1iii    и ширину а, то ком-

поненты kmn (3.3.6) принимают вид 
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где i
1с  определяется из (3.3.7), а С0 - из соотношений (3.2.11). 

Если стержень находится только под действием растягивающей силы Р (М1= 

М2=Мt=0), то выражение (3.4.5) записывается в виде 

,/P/,/P/,/P/ 3211        (3.4.9) 
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где ,kkk 2
3444331  ,kkkk,kkkk 331434133441334142  

 

а  определяется из 

(3.4.7). 

 

Рисунок 3.4.1с - Сравнение расчетных углов упругой раскрутки )к,к,к,к,( 321   

закрученных образцов прямоугольного сечения с экспериментальными (о) значениями. а=30 

мм., h=1.45 мм. 0=0.013 рад./мм. 

 

Л.А.Горшковым проведена серия экспериментов над закрученными образца-

ми прямоугольного сечения из стеклопластика и углепластика с различными ва-

риантами укладки слоев. Образцы шириной 40 мм, длиной 100 мм и углом за-

крутки 30° при различных толщинах подвергали растяжению. Варьируя толщину 

образцов, была получена экспериментальная зависимость угла упругой раскрутки 

от толщины h (рисунок 3.4.2). В связи с близостью значений углов раскрутки раз-

личных образцов на рисунке 3.4.2 приведена экспериментальная кривая только 

для стеклоткани, с расположенной основой вдоль оси образца. На этом же рисун-

ки приведена теоретическая кривая, рассчитанная по формуле (3.4.9). Упругие 

константы стеклоткани и стеклопластика ТЖС-0.7 [32] близки и поэтому спра-

ведливо утверждение, что экспериментальные точки ложатся довольно близко к 
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расчетным кривым. 

 

Рисунок 3.4.2 - Сравнение расчетных (пунктирная линия) значений угла упругой раскрут-

ки закрученных образцов прямоугольного сечения из стеклоткани при растягивающей нагрузке 

5900 Н с экспериментальной кривой (сплошная линия). (о) - экспериментальные точки. 

 

 
Рисунок 3.4.3 - Сравнение расчетных (сплошная линия) значений угла раскрутки для од-

нонаправленных образцов прямоугольного сечения из углепластика с экспериментальной кри-

вой в зависимости от нагрузки. Пунктирная линия - кривая, построенная по  эксперименталь-

ным точкам (  ). 

 

Для образцов из углепластиков, армированных под углом 0°, зависимости уг-

ла раскрутки от растягивающей силы приведены на рисунке 3.4.3. На этом же ри-

сунке нанесена прямая, соответствующая теоретическим расчетам по формуле 

(3.4.9). Видно, что соответствие экспериментальных и теоретических данных дос-

таточно хорошее. 

Таким образом, результаты сравнения экспериментальных данных с теорети-

ческими расчетами подтверждают правильность вывода соотношений (3.2.4), 

(3.4.9), полученных в настоящей главе. 
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3.5 Исследование естественно закрученных слоистых анизотропных стержней 

из армированных материалов 

 

Принятая в настоящее время технология изготовления деталей, элементов 

конструкций из композиционных материалов имеет явно выраженную слоистую 

структуру [51]. Свойства отдельных слоев и их взаимное расположение в составе 

пакета таких слоев, в конечном счете, определяют свойства всего материала. По-

ведение однонаправленного слоя полагается линейно-упругим, а связь между на-

пряжениями и деформациями описывается обобщенным законом Гука. Примене-

ние точной теории естественно-закрученных стержней произвольного поперечно-

го сечения на базе общих уравнений теории упругости связано с большими мате-

матическими трудностями и приводят к сложным решениям. Поэтому полученная 

приближенная теория [118] закрученных слоистых стержней произвольного сече-

ния основана на определенных гипотезах, позволяющих разделить компоненты 

напряжений и деформаций на главные и второстепенные, которыми в ряде урав-

нений пренебрегается.  

Рассмотрим пример расчета НДС стержня следующей структуры. Структура 

симметрична по толщине сечения. Наружные четыре слоя со структурой  укладки 

под углом +60°,-60°,+60°, -60° к оси стержня, остальные слои нулевой укладки до оси 

симметрии. Расчет проводился с целью  учета работы межслоевой эпоксидной прослой-

ки. Образцы были шириной  L=150 мм, толщиной h=10 мм и углом закрутки 55° на ба-

зе 450 мм  (рис. 3.5.1). Общее количество слоев было 40. Объемное содержание углепла-

стика в чередующихся слоях было v1=0.6, а связующего эпоксида -  v1 =0.4 [190]. 

 

Рисунок 3.5.1 - Четверть прямоугольного сечение образца. 
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Расчеты показали, что несмотря на различные упругие характеристики углепластика 

и матрицы (см.табл.3.5.1), угол раскрутки  , деформация растяжения ε и изгиба 2  y об-

разцов одних геометрических размеров от растягивающих сил Р меняется линейно (ри-

сунок 3.5.2-3.5.4).  

Таблица 3.5.1. Данные эпоксида и углепластика. 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Свойства  

материала 1E ,
310  

кг/мм
2
 

2E ,
310  

кг/мм
2
 

3E ,
310  

кг/мм
2
 

12

 
13

 
23

 
12G ,

310  

кг/м
2
 

13G ,

310  

кг/мм
2
 

23G , 

310  

кг/мм
2
 

 , 1010  

кг/мм
3
 

Углепластик 15.7 15.7 112.5 0.48 0.03 0.03 3.3 5.3 5.3 1,67 

Эпоксид 2.8-4.2 0.33-0.4 0.8-1.5 1,2 

 

Рисунок 3.5.2 - Изменение деформации раскрутки   от нагрузки растяжения Р. 

 

Рисунок 3.5.3 - Изменение деформации растяжения ε от нагрузки растяжения Р. 
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Таким образом, линейность зависимости угла упругой раскрутки от нагрузки 

при использовании углепластика не нарушается. Увеличение модуля сдвига в 

плоскости слоя образца за счет использования высокомодульных углеродных воло-

кон, расположенных под углом к оси нагружения, а также мягких матриц значи-

тельно уменьшает величину параметра гибкости, что позволяет при расчете лопа-

ток из композиционных материалов использовать формулы (3.2.16). 

 

Рисунок 3.5.4 - Изменение деформации изгиба 2  от нагрузки растяжения Р. 

 

Нормальные и касательные напряжения в любой точке прямоугольного сече-

ния находятся из следующих выражений (3.3.5) [122, 123,193]: 
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Неравномерность распределения нормальных напряжений i
33  возрастает: их зна-

чения в чередующих слоях углепластика с углами армирования 0
0
  в три раза больше, 

чем в слоях с углами армирования 060  (рис. 3.5.5). Увеличение нормальных напряже-
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ний i
33  в слоях углепластика с углами армирования 0

0
  связано с тем, что параметр уп-

ругости  (3.3.7)   cosссс 0
i

35
i

33
i
1   при 060  меньше чем при 0

0
. 

 

Рисунок 3.5.5 - Распределение нормального напряжения 
i
33  по толщине h. 

Касательные напряжения i
12  обычно малы и имеет порядок [2] ,

hJ

I i

p
13

03 


 где 

 
F F

2
p

3
03 ,dFr

3

1
J,dFy

3

1
I  что составляет 20% от i

13 . Поэтому при расчете 

изотропных стержней напряжением i
12  обычно пренебрегают. В композицион-

ных слоистых материалах напряжения i
12 , действующих между слоями, пред-

ставляют большую опасность, чем напряжения i
13 , действующие в плоскости 

слоев. Потому что прочность КМ на сдвиг между слоями, на порядок меньше 

прочности на сдвиг в плоскости слоя. На рисунке 3.5.6 приведены эпюры напря-

жений i
12  по толщине слоя. Видно скачкообразное изменение напряжений при 

переходе от слоя с углом армирования углепластика 060  к слою из материала 

эпоксида, что могут привести потери прочности мягкого слоя. 

На рисунке 3.5.7 приведена эпюры напряжений i
13  по толщине слоя. Видно 

скачкообразное изменение при переходе от слоя с углом армирования углепла-

стика 060  к слою из материала эпоксида. В слоях углепластика с углами армирования 

060  происходит сжимающие (растягивающие) напряжения, а мягких слоях эпоксида 
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имеется растягивающие (сжимающие) напряжения. Напряжения 0.1 МПа для мягкого 

слоя эпоксида может привести местной потере прочности. 

 

Рисунок 3.5.6 - Распределение касательного напряжения 
i
12  по толщине h. 

 

Рисунок 3.5.7 - Распределение касательного напряжения 
i
13  по толщине h. 

 

На рисунке 3.5.8 приведены эпюры касательных напряжений i
23  по толщине 

h. Видно, что перекрестным армированием углепластика можно уменьшить уро-

вень касательного напряжения i
23 . 

На рисунке 3.5.9 приведены эпюры напряжений i
11  по толщине h. Видно, 

что при переходе от слоя с углами армированием углепластика 060  к слою эпок-

сида происходит увеличение разрыва градиента напряжений i
11 , который превосхо-

дит уровень нормальных напряжений i
33 . В этом случае может происходить рас-
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слоение материала. 

 

Рисунок 3.5.8 - Распределение касательного напряжения 
i
23  по толщине h. 

 

Рисунок 3.5.9 - Распределение касательного напряжения 
i
11  по толщине h. 

 

На рисунке 3.5.10 приведены эпюры напряжений i
22  по толщине h. Видно, 

что при переходе от слоя с углами армированием углепластика 060  к слою эпок-

сида происходит уменьшение уровня напряжений в слоях с эпоксидом, при переходе от 

слоя с углами армированием углепластика 00  к слою эпоксида происходит увеличе-

ние уровня напряжений i
22 . Следовательно, с помощью перекрестного армиро-

вания слоев можно достичь уменьшения уровня градиента напряжений i
22 . 
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Рисунок 3.5.10 - Распределение касательного напряжения 
i
22  по толщине h. 

 

На рисунке 3.5.11-3.5.12 приведена зависимость напряжений i
13  по толщине 

слоя от нагрузки в слоях с углом армирования углепластика 060  и эпоксида. В 

этом случае сохраняется линейное изменение напряжений от нагрузки Р.  В слоях 

углепластика с углами армирования 060  возникают сжимающие (растягивающие) на-

пряжения, а в мягких слоях эпоксида имеем растягивающие (сжимающие) напряжения. 

Следовательно, с увеличением нагрузки, увеличение напряжения i
13  для мягкого слоя  

может привести местной потере прочности. 

Выводы 

Таким образом, проанализирован расчеты на прочность стержня прямоугольного 

сечения из композиционного материала, а именно, проведен выбор структуры материала, 

удовлетворяющий техническим требованиям стержня с точки зрения напряженно-

деформированного состояния в условиях крутильно-изгибной связанности с учетом осо-

бенностей работы КМ. 

На примере со слоистым стержнем, находящимся под действием центробежных 

сил показано влияние сдвигов между слоями на перераспределение нормальных и каса-

тельных напряжений по слоям. В зависимости от величины коэффициента анизотропии 

использованного материала нормальные и касательные напряжения во внешних слоях в 

2-5 раз увеличивается. Сравнение этих значений напряжений с величинами для данных 
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слоев позволяет выбрать способ армирования этих слоев. 

 

Рисунок 3.5.11 - Распределение касательного напряжения 
i
13  в матрице по толщине h. 

 

 
Рисунок 3.3.12 - Распределение касательного напряжения 

i
13  в наполнителе по толщине h. 

 

Как показали расчеты (рисунок 3.5.7), вследствие малой сдвиговой жесткости меж-

ду слоями внутренние мягкие слои под действием растягивающих сил смещаются отно-

сительно внешних, происходит искривление сечений, которое достигает наибольшей ве-

личины в середине сечений. Искривление сечений приводит к перераспределению нор-

мальных (рисунок 3.5.3-3.5.9) и касательных напряжений по толщине стержня. Нор-

мальные напряжения резко возрастают во внутренних слоях однонаправленного мате-

риала по сравнению в слоях с перекрестно армированными материалами. 

Поэтому, при проектировании лопаток необходимо учитывать возможное увеличе-

ние напряжений во внешних слоях. При прочности углепластика ~588 МПа коэффици-

ент увеличения напряжений равен  – 1.8. 

Видно, что при увеличении числа перекрестных слоев касательные напряжения, 
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возникающие между продольными слоями, резко возрастают.  

Как видно из приведенных примеров, использование полученной полупространст-

венной теории закрученных стержней [67, 68, 118, 120] позволяет не только оценить 

вклад каждого слоя в эффективную жесткость на кручение, но и определить напряжен-

ное состояние каждого слоя, что особенно важно при определении слабого звена в ис-

ходном материале. Совокупность данных о влиянии жесткости отдельных слоев на угол 

раскрутки стержня и его прочность позволит выбрать наиболее оптимальную укладку 

армирующих слоев, а также тип арматуры и матрицы . 

Как показали расчеты, слоистые стержни в результате деформации сдвига имеют 

большее удлинение и изгиб, чем изотропные стержни. Поэтому необходимо учитывать 

этот фактор при изготовлении лопаток. Величина удлинения и изгиба, также нормаль-

ных напряжений зависит от параметров Е3, G23, L, h. 

Анализ напряжено-деформированного состояния естественно закрученных стерж-

ней из композиционных материалов позволяет выявить особенности работы армирован-

ного материала в условиях изгибно-крутильной связанности. В слоистых стержнях с 

большими коэффициентами анизотропии )50
G

Е
(  неравномерность нормальных и ка-

сательных напряжений в поперечном сечении при растяжении значительно сильнее, чем 

в изотропных мягких слоях. При растяжении даже для слабо закрученных стержней с 

большой относительной толщиной при использовании композиционных материалов на 

кромках могут возникнуть сжимающие (растягивающие) напряжения, что нежелательно 

для армированных материалов. 

Подбирая укладку слоев, их расположение в теле стержня, тем самым меняя соот-

ношение упругих постоянных, можно добиться минимального значения изменения угла 

упругой раскрутки, деформации растяжения и изгиба при растяжении естественно-

закрученного стержня в сочетании с приемлемыми величинами напряжений. Приведен-

ные графики на рисунок 3.5.2-3.5.12 позволяют найти оптимальное сочетание крутиль-

ной жесткости с жесткостью при растяжении для стержней любых геометрических раз-

меров, что позволяет оценить композиционного материала с точки зрения применяемо-

сти его в рабочих лопатках компрессора. 
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3.6 Напряженно-деформированное состояние лопаток и стержней  

из композиционного материала в поле центробежных сил 

 

Очертание лопаток турбомашин в перспективных двигателях становятся бо-

лее сложными. Наблюдается переход в конструкциях лопаток вентиляторов, ком-

прессоров и турбин от очертаний, близких к стержням с закруткой и большим от-

носительным удлинением, к очертаниям типа пластин с малым относительным 

удлинением, большой закруткой и кривизной. Вместо современных металличе-

ских сплавов начинают применять интерметаллические соединения, композиты с 

металлической матрицей и композиты с керамической матрицей. По мере совер-

шенствования методов расчета современных реактивных двигателей геометриче-

ские характеристики, аэродинамические и температурные нагрузки на диски и ба-

рабаны с лопатками становятся более определенными, что дает возможность при-

менять численные методы для определения напряженно-деформированного со-

стояния лопаток. Перспективные, модели воздушных винтов имеют лопасти с 

большим углом стреловидности, закрученные по размаху и изогнутые, относи-

тельно оси вращения. Эти лопасти должны работать в весьма сложных и тяжелых 

аэромеханических условиях. 

Подобные конструкции известны уже давно, но до сих пор отсутствовали 

средства  для их расчета и материалы для их изготовления. В настоящее время 

благодаря появлению быстродействующих ЭВМ и сложного инженерного про-

граммного обеспечения, а также наличию современных композиционных мате-

риалов стало возможным более тщательный и точный анализ лопастей перспек-

тивных турбовинтовых двигателей. Поэтому, используя полученные в п. 3.1-3.5 

расчетные материалы, была составлена программа расчета на ЭВМ, которая по-

зволяет численно определить НДС лопаток из композиционного материала. 

Программа ТЕМП, блок-схема которого приведена на рисунке 3.6.1, предна-

значена для исследования НДС, естественно-закрученных слоистых стержневых 

конструкций, которые находятся под совместным действием растягивающих сил, 

изгибающих и крутящих моментов или под действием центробежных сил. 
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Каждый слой исследуемого сечения стержня состоит из ортотропного мате-

риала с 9 независимыми упругими постоянными (таблица 3.6.1).  

Таблица 3.6.1 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Свойства 

материала 

Е1, 

кг/мм
2 

Е2, 

кг/мм
2 

Е3, 

кг/мм
2 

12

 
13

 
23

 

G12, 

кг/мм
2
 

G13, 

кг/мм
2
 

G23, 

кг/мм
2
 

 

При этом целенаправленное регулирование общих свойств конкретного ма-

териала может  быть осуществлено путем выбора как схемы укладки волокон в 

отдельном слое, так и расположением слоев с известными свойствами в сечении. 

Это достигается изменением углов i
 между главными направлениями упругой 

симметрии материала в слое и осями, в котором исследуется НДС тела. При этом 

количество независимых упругих постоянных материала слоя в общем случае бу-

дет равно 13 (см. (1.3.7)). 

Поперечное сечение рассматриваемых стержневых конструкций является 

произвольным. Входными параметрами программы являются координаты линии, 

ограничивающей отдельное произвольное плоское сечение, обычно задаваемое в 

рабочих чертежах проекта. Это линия разбивается на две части (условно называе-

мое впредь "спинка" и "корытце"), к которым прилегают два наружных в сечении 

слоя. Координаты наружной поверхности упомянутых слоев задаются. Исходя из 

этих начальных данных с помощью процедуры РАС (расчет раскроя армирующих 

слоев) (рисунок 3.6.1, блок 3), сечение произвольной конфигурации разбивается 

на отдельные слои по заданной толщине tc монослоя (приложение 1) [51]. При 

этом формируются номера начала и конца каждого слоя. Такие построения про-

водятся для ряда следующих друг за другом сечений стержня (рисунок 1.5.2). Так 

как размеры сечения могут меняться вдоль длины стержня, то и число слоев в ка-

ждом сечении может оказаться различным. Это предопределяет появление корот-

ких слоев внутри сечения. Взятые из разных сечений координаты начала и конца 

одного слоя определяют длину лепестка в текущем сечении стержня. Следова-

тельно, в процедуре РАС решается технологическая задача "раскроя" каждого 



 168 

слоя стержня на лепестки в плоскостях, параллельных оси стержня (рисунок 

1.5.3). Координаты и номера построенных точек слоев сохраняются в оператив-

ной памяти ЭВМ и при необходимости они могут быть распечатаны. 

 

Рисунок 3.6.1 - Блок схема программы ТЕМР. 

 

Для исследования НДС слоистого стержня используются основные соотно-

шения разработанной здесь технической теории слоистых стержней (см. п. 3.2). 

На основе этой теории с помощью процедуры ДКК (вычисления физико-

геометрических характеристик, деформации , 1, 2,   и напряжения i
11, 

i
22, 

i
33, 

i
23, 

i
13, 

i
12 ) (рисунок 3.6.1, блок 5) для каждого сечения вычисляются де-

формации растяжения , изменения кривизн 1, 2 и раскрутка , а также напря-
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жения i
11, 

i
22, 

i
33, 

i
23, 

i
13, 

i
12  в отдельных точках слоя i. 

Входными параметрами для процедуры ДКК являются растягивающее уси-

лие Р, изгибающие  М1, М2 и крутящий Мt моменты, а также 13 упругих постоян-

ных каждого слоя в соответствии с формулой (1.3.7) для текущего слоя. Коорди-

наты и номера построенных точек слоев в соответствии с процедурой РАС также 

являются входными параметрами для текущего сечения. 

Для исследования НДС стержня в поле центробежных сил, растягивающее 

усилие, действующее в текущем сечении, вычисляется по формуле, приведенной 

в [43, 118]  

 
R

r
1

)r(F
1

2
r drr)dF(PP

1

        (3.6.1) 

Здесь F(r1) - площадь поперечного сечения; r, R - расстояние от оси вращения 

до центра тяжести текущего  r  и периферийного R сечения соответственно (рис. 

3.6.2);  угловая скорость (рад.обор./сек.), где N - частота вращения 

(обор./мин.); r1 - переменная интегрирования;  - плотность материала слоя сече-

ния. Таким образом, усилие Р в текущем сечении r равно по величине центробеж-

ной силе инерции, развиваемой частью слоистого стержня, заключенного между 

рассматриваемым сечением  r  и периферийным сечением R. 

 

Рисунок 3.6.2 - Закрученный стержень и системы координат. 

 

Для вычисления центробежного усилия по формуле (3.5.1) и координат цен-

тра тяжести текущего сечения необходимы данные о геометрических характери-

стиках всех сечений. Для этого сначала вычисляются (случай NN=0, Q2=0, рису-
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нок 3.6.1) с помощью процедуры GR (рисунок 3.6.1, блок 4) 15 геометрических 

характеристик (таблица 3.6.2) и приведенные плотности всех сечений. 

В случае NN=1 (рисунок 3.6.1) вычисляются центробежное усилие для теку-

щего сечения r по приближенной аппроксимационной для (3.6.1) формуле 






1i

i

r

r
11

R

ri

2
r drrFP  ,        (3.6.2) 

в которой площадь и плотность текущего сечения изменяются линейно относи-

тельно предыдущего сечения, т.е. 

).rr/())(rr(

),rr/()FF)(rr(FF

iiiiii

iiiiii


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111


     (3.6.3) 

Таблица 3.6.2  Геометрические характеристики 

№ Геометрические характеристики 

1 
 dxdyI 0

00  

2 
 xdxdyI 0

10  

3 
 dxdyxI 20

20  

4 
 dxdyxI 30

30  

5 
 dxdyxI 40

40  

6 
 ydxdyI 0

01  

7 
 yxdxdyI 0

11  

8 
 dxdyyxI 20

21  

9 
 dxdyyxI 30

31  

10 
 dxdyyI 20

02  

11 
 dxdyxyI 20

12  

12 
 dxdyxyI 30

13  

13 
 dxdyxyI 220

22  

14 
 dxdyyI 30

03  

15 
 dxdyyI 40

04  
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Для определения работы внешних сил необходимо найти смещения w по 

формуле 

);R)(rdr)r(dzw 0
2

0121
2

012

z

R

i
33

z

R 00

z   

L – работа внешних сил, которые вычисляются по формуле [125] 

L=LP+Ln+Lt ,  

где LP – работа поверхностных сил, Ln , Lt – работа изгибающих и крутящих мо-

ментов от действия на закрученную лопатку растягивающих сил Р [125]. 

LP – работа поверхностных сил вычисляются по формуле  
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(3.6.4)   
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     

где напряжения в сечении r1=z определяются выражениями  

.
)z(F

)z(P

)z(F

dr)r(Fr

v

R

z
111

2
z 



        (3.6.5) 

Здесь ρ - плотности материалов сечения,   – угловая скорость вращения, 

P(z) – центробежные силы, действующие на сечение r1=z.  

Работа изгибающих моментов определяются формулой  

0 0

2 1 1 1 2 1r r .
z z

n

R R

L M d M d           (3.6.6) 

Здесь 

,cosMsinMM

,sinMcosMM

212

211








 

где α  угол установки, изгибающие моменты 12 M,M   от центробежных сил в се-

чении r1=z определяется равенствами 
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,dr)r(F)]r(zxr)z(x[M
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     (3.6.7) 

где  х(z), у(z) координаты центра тяжести сечения после деформации в неподвиж-

ной системе координат, v
i
 – объемное содержание материала i слоя сечения. Оси 

у,х  , относительно которых подсчитываются моменты, представляют местную, 

неподвижную декартову систему координат с началом в центре тяжести сечения. 

Работа от крутящего момента от центробежных сил будет равна [125] 
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     (3.6.8) 

где  )r( 1  - раскручивания сечения 1r , )r(J yx 1  - центральный момент инерции 

относительно осей у,х  . 

Далее для текущего сечения в процедуре ДКК (рисунок 3.6.1, блок 5) иссле-

дуется НДС слоистого стержня. В ДКК определяются деформации растяжения , 

изменения кривизн  1, 2 и раскрутка , вычисляются физико-геометрические ха-

рактеристики сечения с помощью процедуры GR (случай  QR=1, рисунок 3.6.1).  

Для определения напряженно-деформированного состояния рабочей лопатки в 

качестве нагрузок выступают центробежные силы, изгибающие моменты 12 M,M  , 

крутящий момент tM   возникающие при вращении лопатки с заданной скоростью. 

Программа-ТЕМР, используемая в описанных ниже расчетах, в настоящее 

время применяется для анализа НДС лопастей на этапе эскизного проектирова-

ния. 

1. Описание исследуемой лопатки. Рассматриваемая модель лопасти явля-

ется уменьшенным вариантом натурной компрессорной лопатки. Это лопасть бы-

ла спроектирована и изготовлена с таким расчетом, чтобы соблюдалась конструк-

тивная и аэродинамическая - эквивалентность реальной лопасти. Лопасть, иссле-

дуемая в данной работе, представлена восемью сечениями [137], [155], [171], 
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[181], [190], [193], [194], [202], [243], [245]. Геометрические данные каждого сече-

ния лопатки приведены на таблице 3.6.3.  

Таблица 3.6.3 Геометрические характеристики лопатки 

Номер 

сече-

ния 

Радиус 

сечения 

R, мм 

Коор.  

центра 

тяжести 

хс/ус 

Коор. 

перед. 

кром. 

Хп/уп 

Коор. 

задн. 

кром. 

хз/уз 

смах 

мм 

Длина 

хорды, 

в, мм. 

Площадь 

сечения 

F, мм
2
 

1 220.25 0.27 

0.14 

-30.8 

3.3 

29.1 

-11.6 

4.71 61 197.5 

2 228.25 0.52 

0.2 

-31.2 

2.2 

30 

-9.5 

4.47 62 187 

3 238.25 0.38 

0.45 

-31.5 

3.3 

31.3 

-7.6 

4.19 63.5 176.8 

4 258.25 0.87 

0.8 

-32 

-1.2 

33.2 

-3.3 

3.68 65.3 155.6 

5 278.25 0.8 

1.1 

-32.4 

-3.5 

34.2 

0.4 

3.24 66.6 137.7 

6 298.25 1.38 

1.45 

-32.6 

-5.7 

35.5 

4.1 

2.85 68.3 134.3 

 

7 318.25 1.05 

1.63 

-33 

-7.8 

36.3 

7.7 

2.53 69.6 124.8 

8 338.25 1.2 

1.9 

-33.1 

-9.7 

36.7 

10.5 

2.26 72.5 112.7 

 

На рисунке 3.6.3 приведены изменения площади (на рисунке кривая 2), наи-

большей толщины (на рисунке - 1), хорды (на рисунке - 3) лопатки и отношение 

cmax/b зависимости от r/R0. На рисунке 3.6.4 приведены некоторые геометрические 

характеристики каждого сечения в виде кривых зависимостей от r/R0. Корневое 

сечение лопатки состоит из 12 слоев одинаковой толщины tc=0.4мм, а перифе-

рийное сечение из 6 слоев. Относительный угол закрутки на единицу длины ло-

патки  - равен 0.006 рад/мм.  

2. Расчетные варианты. В качестве примера по описанной программе ТЕМР 

была рассчитана лопатка из композиционного материала в поле центробежных 

сил. При этом было проведено исследование - для трех различных вариантов со-

четаний упругих постоянных в пакете слоев композиционной лопатки. 

В первом варианте рассматривалась лопатка, состоящая из чередующихся со 

стороны спинки и корытца слоев боралюминия (ВАL, таблица 1.1.5) и чистого 
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алюминия. В этом случае относительное объемное содержание боралюминия в 

пакете слоев составляло 0.55, а алюминия - 0.45. 

 

Рисунок 3.6.3 - Изменение cmax, площади F, хорды b и cmax/b по длине компрессорной ло-

патки r/R0. 

 

Во втором варианте рассматривалась лопатка, состоящая из чередующихся со 

стороны спинки и корытца слоев боралюминия (ВАL, v1=0.45), керамики (Sic, 

v2=0.45) и чистого алюминия (v3=0.1). 

В третьем варианте рассматривалась лопатка, состоящая из чередующихся со 

стороны спинки и корытца слоев боралюминия, уложенных под углами ±45°, 

±30°, ±15° к оси лопатки. В этом случае относительное объемное содержание сло-

ев боралюминия уложенных под углами ±45° к оси лопатки, составляло 0.4, а при 

±30° - 0.4 и ±15° - 0.2. 

 

Рисунок 3.6.4 - Изменение некоторых геометрических характеристик сечении по длине 
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компрессорной лопатки r/R0. 

 

3. Анализ результатов расчетов. По результатам расчетов на рис. 3.6.5 - 

3.6.7 построено семейство кривых, отражающих зависимости деформации рас-

крутки , растяжения  и жесткости на кручение по Сен-Венану C0 (пунктирные 

линии на рис. 3.6.7), а также растягивающего усилия Р от центробежной силы 

(пунктирные линии на рисунке 3.6.5) и осредненного напряжения cp=Р/F для ка-

ждого сечения лопатки r/R0. 

Растягивающее усилие Р при вращении лопатки вычислено по формуле 

(3.6.1) для каждого ее сечения  r/R0 (рисунок 3.6.5). Объемное содержание воло-

кон бора и алюминиевой матрицы в 1 и 3 лопатках совпадают. Это и явилось - 

причиной совпадения растягивающих усилий (кривые 1, 3) для этих лопаток.  

 

Рисунок 3.6.5 - Изменение деформации растяжения и растягивающих усилий Р (пунктир-

ная линии) от центробежных сил по длине r/R0 компрессорной лопатки. 

 

Повышенная плотность карбида кремния, используемого в лопатке 2-го типа, 

обуславливает более высокий уровень центробежных нагрузок (кривая 2). Как 

видно из рисунка 3.6.6, осредненные значения растягивающих напряжений ср в 

условной незакрученной лопатке достигают наибольшего значения в четвертом 

сечении. Это связано с тем, что усилие Р в четвертом сечении отличается от уси-

лия в корневом на 15 (рисунок 3.6.5), в то время как их площади отличаются на 

20 (рисунок 3.6.3). Для лопаток 2-го типа осредненные напряжения ср превы-

шают соответствующие величины в лопатках 1, 3 типов. Это связано с тем, что в 
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лопатке 2-го типа имеется более высокий уровень центробежных нагрузок. 

Деформация растяжения  в 1 и 3 лопатках отличаются незначительно и с 

приближением к периферийному сечению они практически совпадают (кривая 1, 

3). В справедливости этого нетрудно убедиться из следующих рассуждений. Дей-

ствительно, для лопаток деформация растяжения , и раскрутка  при растяжении 

связаны приближенным соотношением
 

11

14

k

kP 
           (3.6.4) 

 

Рисунок 3.6.6 - Изменение осредненных напряжений ср=P/F по длине r/R0 компрессорной 

лопатки. 

 

При этом, оценки по соотношению (3.6.4) для седьмого сечения лопатки 1-го 

типа дают 
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а для лопатки 3-го типа-   
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Нетрудно видеть, что величина раскрутки  для лопатки 1-го типа в 1.1, ко-

эффициент k11 в 1.2, k14 - 1.3 раза превышают аналогичные значения для лопатки 

3-го типа. Это и привело к совпадению деформации растяжения  в седьмом сече-

нии для этих лопаток. 

Аналогичные оценки для корневого сечения лопатки 1-го типа приводят 
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а для лопатки 3-го типа - к 
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т.е. деформация растяжения  лопатки 1-го типа больше деформации  лопатки 3-

го типа. Как видно из проведенного анализа это обусловлено взаимосвязанностью 

кручения с растяжением. Так как, величина раскрутки  лопатки 1-го типа в 1.6 

раза больше раскрутки  лопатки 3-го типа. Максимальная деформация  лопатки 

2-го типа в 1.2 - 1.5 раза меньше деформации растяжения 1 и 3-го типов (рис. 

3.6.5). 

 

Рисунок 3.6.7 - Изменение деформации раскрутки  и жесткости на кручение по Сен-

Венану С0 (пунктирная линии) по длине r/R0 компрессорной лопатки. 

 

Как видно, из рисунки 3.6.7 жесткость на кручение С0 лопатки, составленной 

из чередующихся слоев однонаправлено-армированного боралюминия и чистого 

алюминия (кривая 1) в 2.5 раза меньше жесткости С0 лопатки, состоящей из чере-

дующихся слоев боралюминия, уложенных под углами ±45°, ±30°, ±15° к оси ло-

патки (кривая 3). Благодаря этому, максимальное значение раскрутки  пера ло-

патки, состоящей из слоев однонаправленного материала, в 1.6 раза превосходит 

раскрутку пера лопатки, состоящей из чередующихся слоев боралюминия, уло-
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женных под углами ±45°, ±30°, ±15° к оси лопатки. 

Однако, если отдельные слои лопатки заменить более жестким материалом 

(например, в нашем случае, карбидом кремния Sic), то можно достичь такого же 

эффекта увеличения жесткости на кручение С0 (кривая 2), как и в случае исполь-

зования перекрестного армирования материала слоев и, тем самым, достигается 

более низкий уровень раскрутки пера лопатки  (кривая 2). Очевидно, варьируя 

углами укладки более жестких волокон, можно достичь еще более высоких уров-

ней жесткости на кручение пера лопатки и меньших углов раскрутки  при растя-

жении. 

 

 - боралюминий;  - алюминий 

Рисунок 3.6.8 - Уровни нормальных напряжений zz во 2-ом сечении (а), 4-м сечении (б), 

6-м сечении (c) лопатки, армированной волокнами боралюминия и алюминия  
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Таким образом, в исследованных примерах показано, что путем выбора мате-

риала отдельных слоев или способа армирования в них можно в широких преде-

лах управлять уровнями напряжений и деформаций при одних и тех же физиче-

ских оборотах ротора. Для лопаток из изотропного материала такой широкой воз-

можности регулирования не имеется. 

На рисунке 3.6.8 - 3.6.10 приведены уровни нормальных напряжений zz для 

отдельного сечения (а - 2-сечение, б - 4-сечение, с - 6-сечение) лопаток из различ-

ных материалов. 

На рисунке 3.6.8 приведены нормальные напряжения для лопатки 1-го типа. 

Как правило, наибольшие значения напряжений zz достигаются в средней части 

сечения лопатки и они уменьшаются по мере приближения к кромкам сечения. 

Наименьшие значения напряжений zz по сечению наблюдаются на кромках, где 

имеет место сжимающие напряжения. На рисунках нулевые уровни напряжений в 

сечении отмечены пунктирными линиями. 

В средней части сечения наибольшее значение напряжений достигается на 

корытце (точка А). Оно постепенно уменьшается по мере приближения к спинке. 

На рисунках точками В отмечены точки спинки, в которых достигаются макси-

мальные значения напряжения zz. При переходе от слоя к слою, которые отлича-

ются уровнем характеристик жесткости, значения напряжений zz изменяются 

скачкообразно. 

В корневом сечении наибольшее напряжение zz достигается в двух точках В 

спинки (рисунок 3.6.8а, 3.6.9а, 3.6.10а). С приближением к периферийному сече-

нию эти точки приближаются к средней части спинки (рисунок 3.6.8б,с, 3.6.9б,с, 

3.6.10б,с). Напряжения zz изменяются от корневого сечения к периферийному по 

такой же кривой, как кривая - изменения осредненных напряжений ср и прини-

мают наибольшее значение в четвертом сечении лопатки. Наибольшее значение 

сжимающих напряжений zz достигается в четвертом сечении лопатки. При этом, 

по мере приближения к периферийному сечению протяженность зон сжимающих 

напряжений zz на кромках увеличивается. Это обусловлено влиянием на НДС 
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лопатки уменьшения максимальной толщины и увеличения хорды, а также увели-

чения раскрутки на периферийных сечениях (рисунок 3.6.8б, 3.6.10 б,с). 

 

Рисунок 3.6.9 - Уровни нормальных напряжений zz во 2-ом сечении (а), 4-м сечении (б), 

6-м сечении (c) лопатки, армированной под углами 45
0 

(  )
 
, 30

0 
( ), 15

0
 ( ) волокнами 

боралюминия. 

 

На рисунке 3.6.8 приведены уровни напряжений zz лопатки 1-го типа (на 

рис. уровни напряжений для слоя чистого алюминия зачернены). В этом случае, в 

отдельных слоях при переходе от слоя к слою уровни напряжений zz резко 

уменьшаются. Например, во 2-ом сечении (рисунок 3.6.8б) в слоях из алюминия в 

точке А zz= 45 МПа, а в слоях боралюминия  zz=105 МПа. С увеличением растя-

гивающего усилия напряжения zz в слое алюминия возрастают, что может при-

вести к разрушению этого слоя. В средней части корытца (рисунок 3.6.8б) возни-

кают напряжения zz, в три раза превышающие осредненную величину ср, а на 
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кромках появляются сжимающие напряжения, превышающие по абсолютной ве-

личине осредненное напряжение ср. Воздействия сжимающих напряжений в тон-

ких слоях кромки может привести к локальной потере устойчивости кромки. 

На рисунке 3.6.9 приведены уровни напряжений zz, для лопатки 3-го типа 

(на рис. уровни напряжений слоя боралюминия при укладке ±30° затемнены, а 

при укладке ±15 - зачернены). 

 

 - боралюминий;  - карбида кремния;  - алюминий 

Рисунок 3.6.10 - Уровни нормальных напряжений zz во 2-ом сечении (а), 4-м сечении (б), 

6-м сечении (c) лопатки, армированной волокнами боралюминия, карбида кремния и алюминия. 
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Напряжения zz в сравнении с предыдущим примером распределены более 

равномерно по сечению. Это связано с тем, что параметры упругости i
mnс  при пе-

реходе от слоя к слою изменяются в меньшей мере. В сечениях, близких к корне-

вому, наибольшее напряжение zz, достигается в наиболее жестких на растяжение 

слоях боралюминия, уложенных под углами ±15° (рисунок 3.6.9а,б.). С прибли-

жением к периферийному сечению максимальные напряжения zz имеют место в 

слоях боралюминия, уложенных под углами ±45° (рисунок 3.6.9с). Это связано с 

тем, что в периферийных сечениях отсутствуют слои боралюминия, уложенные 

под углами ±15°. Незначительные сжимающие напряжения zz на кромках появ-

ляются только в сечениях, близких к периферийному (рисунок 3.6.9с). По сравне-

нию с предыдущим примером (рисунок 3.5.8) уровень максимальных напряжений 

zz, в этом случае уменьшился в два раза (рисунок 3.6.9). Это обусловлено тем, 

что параметры упругости i
33с  однонаправленно-армированного боралюминия в 

1.6 раза превышают параметры i
mnс  боралюминия, уложенных под углами ±45°. С 

другой стороны, как обсуждалось выше, деформация растяжения  лопаток 1-го 

типа больше деформаций  лопаток 3-го типа (рисунок 3.6.5). 

Таким образом, при заданной геометрической форме лопатки, выбираемой из 

аэродинамических соображений, посредством перекрестного армирования ее сло-

ев уровень напряжений zz можно уменьшить, одновременно избежав больших 

сжимающих напряжений на кромках профиля и достичь более равномерного рас-

пределения их (zz) по сечению. 

На рисунке 3.6.10 приведены уровни нормальных напряжений для лопатки 2-

го типа (на рисунке уровни напряжений для слоя чистого алюминия зачернены, а 

для карбида кремния - затемнены). В этом случае общая картина, обсужденная в 

предыдущих примерах, сохраняется. Однако здесь более наглядно демонстриру-

ется неравномерность распределения напряжений zz по сечению. Уровни напря-

жений zz в слоях боралюминия и алюминия в 1.2 - 1.4 раза меньше, чем в случа-

ях, рассмотренных в первом примере (рисунок 3.6.8). Это связано с применением 

в пакете слоев материала с более жесткими характеристиками на растяжение. На-
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пример, карбид кремния имеет параметр упругости i
33с  в два раза больше, чем 

чистый алюминий. Несмотря на это при увеличении рабочих оборотов и соответ-

ственно усилия Р слой из алюминия может разрушиться. Однако, если армирую-

щие слои уложить под определенными углами, то возможно заметное уменьше-

ние неравномерности распределения напряжений zz. Для лопатки из изотропного 

материала такой возможности управления уровнями напряжений не имеется. 

На рисунке 3.6.11 приведено семейство кривых, характеризующее изменения 

напряжений zz в точке  А, а на рисунке 3.6.12 - в точке 0, определенная по длине 

лопатки  r/R0. 

 

Рисунок 3.6.11 - Кривые изменения нормальных напряжений А
zz в точке А лопатки, со-

ставленных из слоев ВАL-AL (линия 1), ВАL-SIC-AL (линия 2), ВАL(45
0
, 30

0
, 15

0
) (линия 3) 

по длине r/R0. 

 

 
Рисунок 3.6.12 - Кривые изменения нормальных напряжений zz в точке 0 лопатки, состав-

ленных из слоев ВАL-AL (линия 1), ВАL-SIC-AL (линия 2), ВАL(45
0
, 30

0
, 15

0
) (линия 3) по 

длине r/R0. 
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Напряжения A
zz, 

0
zz изменяются от корневого сечения к периферийному 

точно также, как и напряжения cp (рисунок 3.6.6), и имеют наибольшие значения 

в четвертом сечении лопатки. Как видно из рисунка 3.6.11 напряжения A
zz имеют 

наименьшее значение для лопатки 3-го типа (кривая 3). Наибольшего значения 

напряжения A
zz достигают для лопатки типа 1 (кривая 1). Наименьшего напряже-

ния 0
zz достигается для лопатки 2-го типа (на рисунке 3.6.12 кривая 2). Оно свя-

зано с тем, что точка О в лопатке 2-ого типа находится вблизи слоя из менее же-

сткого материала (рисунок 3.6.10). 

На рисунке 3.6.13 приведены уровни касательных напряжений уz, хz (на ри-

сунках значения напряжений уz отмечены знаком «»), обусловленные начальной 

закрученностью лопатки. Наибольшего значения касательные напряжения дости-

гают на кромках и по мере приближения к середине сечения уменьшаются. Каса-

тельные напряжения уz, хz принимают максимальное значение в четвертом сече-

нии лопатки. Как видно из рисунка 3.6.13 уровни касательных напряжений уz, хz  

для лопаток 1-го типа распределены равномерно и наибольшее значение достига-

ется в менее жестких слоях чистого алюминия. Уровни максимальных касатель-

ных напряжений в сравнении с напряжениями растяжения и осредненным напря-

жением ср, лопатки незначительны (рисунок 3.6.13). Значения касательных на-

пряжений хz в два-три раза превышают значения напряжений уz, (рисунок 

3.6.13). 

Уровни напряжений хz для лопатки изменяются скачкообразно  по сечению 

лопатки. При переходе от слоя к слою напряжения хz меняют знак. Это обуслов-

лено тем, что при угле укладки боралюминия +45°, +30°, +15° параметр упруго-

сти  cosсс i
35

i
33   в формуле (3.6.5) имеет отрицательное значение (рисунок 

3.6.14).  

Уровни касательных напряжений уz, для лопатки 3-го типа распределены 

равномерно (рисунок 3.6.15). Уровни максимальных касательных напряжений хz 

в три раза меньше осредненных напряжений cp. Однако, малая сдвиговая проч-

ность, присущая перекрестно-армированным материалам под действием нагрузки 



 185 

может привести к разрушению материала. Кроме того, в тонких слоях кромки ло-

патки, где размещены 2-3 слоя арматуры, при использовании перекрестно-

армированных материалов возникают напряжения межслоевого сдвига, равные 

10-15 МПа. Как известно величина прочности при межслоевом сдвиге для слои-

стых материалов очень мала. Вследствие этого возникновение вышеуказанных 

величин касательных напряжений в лопатках может оказаться не допустимым. 

Экспериментально установлено, что запас прочности по касательным напряжени-

ям между слоями в настоящее время не должно быть меньше трех [126]. 

 

 - боралюминий;  - алюминий 

 

Рисунок 3.6.13 - Уровни касательных напряжений уz, хz во 2-ом сечении (а), 4-м сечении 

(б), 6-м сечении (c) лопатки, армированной волокнами боралюминия и алюминия  
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Рисунок 3.6.14 - Уровни касательных напряжений хz во 2-ом сечении (а), 4-м сечении (б), 

6-м сечении (в) лопатки, армированной волокнами боралюминия под углами +45
0 

(1), -45
0 

(2),  

+30
0
 (3), -30

0
 (4), +15

0
 (5), -15

0
 (6). 
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Рисунок 3.6.15 - Уровни касательных напряжений yz во 2-ом сечении (а), 4-м сечении 

(б), 6-м сечении (в) лопатки, армированной волокнами боралюминия под углами +45
0 

(1), -45
0 

(2),  +30
0
 (3), -30

0
 (4), +15

0
 (5), -15

0
 (6). 

 

Выводы 

Разработана методика определения НДС лопатки из КМ с учетом слоистости 

материала. Расчет лопатки по этой методике позволяет учесть влияние на НДС 

каждого ортотропного слоя со своими свойствами и его положения в теле лопат-

ки. Составленная по этой методике программа расчета на ЭВМ осуществляет вы-

бор оптимальной структуры армирования конкретной лопатки из ранее выбранно-

го класса КМ. Эффективность и достоверность разработанной программы под-
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тверждена сравнением расчетных результатов с данными испытаний на растяже-

ние естественно-закрученных стержней прямоугольного сечения.  

Проведенные расчеты лопаток конкретных типов показали, что угол раскрут-

ки периферийного сечения лопатки можно уменьшить, как увеличивая жесткость 

на кручение посредством перекрестного армирования слоев, так и применяя в па-

кете материала слоев из жесткого материала на растяжение. При возрастании 

уровня характеристик жесткости слоев неравномерность нормальных напряжений 

в поперечном сечении и величина касательных напряжений между слоями увели-

чиваются. Наличие больших касательных напряжений между слоями возникает 

из-за различной жесткости контактирующих слоев. Необходим плавный переход 

свойств материала от слоя к слою. 

Численные исследования естественно-закрученных стержней из КМ выявили 

зависимость угла раскрутки и степени неравномерности распределения нормаль-

ных напряжений в поперечном сечении от коэффициента упругости i
mnс  слоя i, а 

также взаимосвязанность деформации растяжения и раскрутки при растяжении. 

Анализ работы многослойных КМ, в условиях близких к рабочим условиям 

лопаток компрессоров позволил выявить ряд особенностей распределения напря-

жений в армированных материалах. Установлено, что при растяжении лопаток из 

КМ, в поле центробежных сил во внешних слоях происходит увеличение нор-

мальных напряжений в 2-4 раз по сравнению со средними их величинами.  

Разработанная программа может служить основой машинного проектирова-

ния рабочих лопаток из КМ. 
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Глава IV 

СРАВНЕНИЕ РАСЧЕТОВ НА ПРОЧНОСТЬ АРМИРОВАННОЙ  ЛОПАТКИ 

КОМПРЕССОРА  В  ПОЛЕ ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ АНАЛИТИЧЕСКИМ 

МЕТОДОМ (ГЛАВА 3) И СРЕДСТВАМИ ПАКЕТА ANSYS 

 

Рабочие лопатки компрессоров и турбин относятся к самым высоко нагру-

женным и ответственным деталям газотурбинных двигателей, и в большинстве 

случаев выход из строя двигателей связан с поломкой эти деталей. Дело в том, что 

лопатка представляет собой тело сложной геометрической формы. При этом в ра-

бочем режиме наряду с газодинамическими силами она подвержена значитель-

ным центробежным и тепловым воздействиям. Эти силовые факторы вызывают 

связанные между собой деформации удлинения, изгиба и кручения (рас-

крутка). 

Известно несколько подходов к расчету таких лопаток. Методы расчета ра-

бочих лопаток авиационных газотурбинных двигателей разрабатывались в про-

должение и развитие методов расчета воздушных винтов и рабочих лопаток, в ос-

нове которых лежала классическая теория тонких изогнуто-закрученных стерж-

ней Кирхгофа-Клебша. Согласно этой теории деформации стержня (удлинение, 

изгиб, относительная закрученность) связаны с соответствующими внутренними 

усилиями (продольной силой, изгибающим и крутящим моментами) и разными 

выражениями для формул теории призматических стержней. Задачи в такой по-

становке рассматривались Д.Ю. Пановым [127], С.А. Тумаркиным [128], П.М. Ри-

зом, А.И. Пожалостиным [129], И.А. Биргером [97] и другими. Указанная по-

становка не позволяла объяснить раскрутку винтов и лопаток от центробежных 

сил. Расчет закрученных стержней с точки зрения теории упругости проводится в 

работе П.M.Ризa [130], А.И.Лурье и Г.Ю. Джанелидзе [93], В.М. Марченко [131] и 

других и отличается большой математической сложностью. В работах H.К. 

Мeepoвич [132], С. Бедчер [133] динамический расчет строится на основе теории 

оболочек. Однако совершенствование методов расчета шло как в теоретическом 

плане, так и по линии учета ряда особенностей лопаток авиадвигателей (тонкие 
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кромки сечений, сложные закона изменения площадей сечений и т.п.). Это обу-

словило развитие специальных приближенных способов расчета раскрутки закру-

ченных стержней под действием растягивавшей силы. Таковы работы Byда и 

Пернига [134], В.П. Ветчинкина и Н.Н. Поляхова [135], И.А. Биргера [97], Б.Ф. 

Шорра [49]. В последних двух работах деформация раскручивания изучается в ус-

ловиях изгибно-крутильной связанности. 

В данной главе исследуется напряженно-деформированное состояние естест-

венно-закрученной лопатки, изготовленной из композиционного материала и на-

ходящейся в поле центробежных сил. 

 

4.1 Основные соотношения 

 

Рассматривается естественно-закрученная армированная лопатка, находя-

щаяся в поле центробежных сил (рисунок 5.5.1). На рисунке 5.5.1 ось 0у совпадает 

с осью вращения, плоскость х0z - плоскость вращения. Система координат 0xyz 

считается неподвижной. 

 

Рисунок 5.5.1 - Рабочая лопатка компрессора и системы координат.  

 

Следуя работе [125], положим, что лопатка имеет большой угол естественной 

закрутки. Это означает связанность деформаций удлинения, поворота и изгиба. 

Начальную относительную закрутку обозначим через )r(0 . Оно определяется по 

формуле ,
dr

)r(d
)r( 0

0


   где 0 - угол закрутки (в радианах) в данном сечении.  
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Под действием центробежных сил растяжения точки сечений испытывают 

поступательные смещения, которым соответствуют удлинения центральных эле-

ментов стержня i
z  в слое і (3.3.4). 

Для общности также предположим, что сечения испытывают повороты во-

круг главных его осей х и у, т.е. лопатка изгибается. В этом случае продольные 

деформации в армированной слоистой лопатке определяются выражениями 

(3.1.10) 

.ri
z

2
012           (4.1.1) 

Здесь xy ,  - составляющие кривизны, 
2222   ухr . 

Известно, что вследствие малого сопротивления на межслоевой сдвиг, удли-

нение вдоль оси армированного стержня на 10-20% больше, чем металлического 

[39, 233]. Кроме того, основными нагрузками, вызывающими деформации лопат-

ки, являются продольные центробежные, и поперечные газодинамические силы. 

Поэтому кинематические соотношения (4.1.1) учитывают различия осевых удли-

нений и изменений кривизн слоя, в то время, как для угла раскручивания τ такое 

разделение не производилось. 

Считая материал слоев лопатки ортотропным, для нормальных и касательных 

напряжений можно записать (3.3.5) (см. глава 3) 

,TNQc)coscc( iiiiibi
3311350353333    

.r.

,TNQc)coscc(

,NQcsinc

b

iiiiibi

iibi







2
012

1311550553513

224444023







     (4.1.2) 

Из соотношений (4.1.1) и (4.1.2) видно, что нормальные напряжения изменя-

ются в сечении по параболическому закону. В лопатках с малым углом естествен-

ной закрутки последними членами в равенстве (4.1.1) пренебрегалось, так как 

)r( 10  в этом случае мало, а |)r(| 10  не превосходит эту малую величину )r( 10 . 

Для решения задачи используется принцип минимума потенциальной энергии 

(3.2.6) в виде 
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0П ,          (4.1.3) 

где LWП             (4.1.4) 

В этой формуле W  - энергия упругого деформирования, L - работа внешних 

сил. 

Для определенности рассматриваются сечения лопатки на расстоянии 

)RrR(r 0  от оси вращения. По методу сечения действие на тело отсеченной 

части заменяется поверхностными силами, приложенными к плоскости, этого се-

чения. Поэтому слагаемые в выражении (4.1.4) вычисляются по следующим фор-

мулам. 

dVW i
kj

V

i
kjt            (4.1.5) 

,LLLL kpizp           (4.1.6) 

где pL  - работа поверхностных сил, kpiz L,L - работы изгибающих и крутящих мо-

ментов, возникающих от действия на закрученную лопатку центробежных сил. 

Для определения работы внешних сил необходимо найти перемещения  w по 

формулам 

.dr)ryx(drw
r

R
z

r

R
1

2
0121

00

       (4.1.7) 

Работа поверхностных сил вычисляется по формуле 

,dr]dF)r(P[PwdFL z
F

r

RF
p 1

0

       (4.1.8) 

где напряжения в сечении определяются выражениями 

.
)r(F

)r(P

)r(F

dr)r(Fr

)r(P Fi 




111

2       (4.1.9) 

Здесь ρi - плотность материала в слое i, Ω - угловая скорость вращения, P(r) - 

центробежные силы, действующие, на сечение r. 

Изгибающие моменты от центробежных сил. Главные центральные оси сече-

ний обозначены как  ξ,η, причем ξ - ось наименьшей жесткости. Угол α между 

осями ξ и x определяет установку профилей [125]. 
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Различают роторы правого и левого вращения. На рис. 5.1.2 показан ротор 

правого вращения, который вращается по часовой стрелке, если смотреть по на-

правлению потока газа. В этом случае по соображению газодинамики угол α>0. 

 

Рисунок 4.1.2 - Система координат при расчете лопаток 

 

Отклонение оси лопатки от радиального направления (выносы центров тяже-

сти сечений) могут быть связаны с технологией изготовления лопатки или специ-

ально предусмотренными дли разгрузки лопатки от изгиба газовыми силами. Вы-

носы центра тяжести приводит к появлению изгибающих моментов от центро-

бежных сил, которые приближенно (для корневого сечения) могут  быть опреде-

лены по формулам (рисунок  4.1.3) [125] 

),r(Р)r(x)r(М),r(Р)r(y
r

r
)r(М cpycp

cp
х 000

0
0     (4.1.10) 

где )r(x),r(y cpcp  - выносы оси лопатки на среднем радиусе ),rR(.)r(x cp 050   

)r(Р 0 - центробежная сила всей профильной части (пера) лопатки, определяемая 

по формуле (4.1.11) при 0rr  : 

,dr)r(Fr)r(Р
R

r
111

2
          (4.1.11) 

где R – наружный радиус лопаточного венца. 
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Изгибающие моменты от технологических выносов следует учитывать при 

больших окружных скоростях с/мuR 250 , если их отношение к длине лопатки 

превышает 1%  (при .с/мuR 350250 ) и 0,3%  при с/мuR 350  [125]. 

 

Рисунок 4.1.3 - К расчету изгибающих моментов от центробежных сил. 

 

Для разгрузки лопатки от изгиба газовыми силами осуществляют наклон оси 

лопатки по отношение к замку в сторону спинки (рисунок 4.1.4, а) или смещают 

ось лопатки вместе с замком в сторону вогнутой части профиля (рисунок 4.1.4, б) 

[125]. 

 

       а    б 

Рисунок 4.1.4 - Конструктивные способы разгрузки лопатки от изгиба газовыми силами. 

 

В уточненных расчетах находят распределение изгибающих моментов от 

центробежных сил по всей длине лопатки по формулам [125] 
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     (4.1.12) 

где ,Rrr  1 )r(х 1 , )r(y 1 - координаты центра тяжести сечения после деформации 

в неподвижной системе координат. Оси  , , относительно которых подсчитыва-

ются моменты (4.1.13), представляют местную, не повернутую декартову систему 

координат с началом в центре тяжести сечения. 

Моменты относительно главных осей инерции находят по формулам  

).r(cos)r(М)r(sin)r(М)r(M

),r(sin)r(М)r(cos)r(М)r(M

yх

yх









11

11




    (4.1.13) 

Изгибающие моменты от газовых и центробежных сил суммируют с учетом 

их знаков. Работа изгибающих моментов определяется  формулой 

 11

00

drMdrML
r

R

r

R
iz    .      (4.1.14) 

Здесь  M,M  определяется из формулы (4.1.13). Изгибающие моменты 1хМ , 

1уМ  от центробежных сил в сечении r=r1 определяются равенствами (4.1.12) 

[125]. При изучении деформации кручения работа крутящего момента от центро-

бежных сил будет 

1111

00

dr)r(Mdr)r()r(ML
r

R
kpkp

r

R
kp        (4.1.15) 

.|dr)r(I|M
R

r
kp 11

2
          (4.1.16) 

Здесь I - центробежный момент инерции относительно осей  , . 

 

5.2 Условия равновесия и расчетные формулы 

 

Полагая четыре параметров деформации  ,,, 12  независимыми, принцип 

минимума потенциальной энергии (4.1.4) можно представить в виде равенства 



 196 

,
ПППП

П 01
1

2
2




















 











  
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относительно указанных четырем параметров. 

Перед варьированием выражения (4.1.5) проводится интегрирование по по-

верхности сечения F в соотношениях (4.1.6), (4.1.7), (4.1.10). При этом учитыва-

ются формулы (4.1.2) и (4.1.9). Предполагается, что физические свойства компо-

зиции меняются как вдоль пера лопатки, так и по сечению.  

Откуда  легко получить разрешающую систему уравнений (3.2.4) (см. глава 

3) [43,118] 

,sq)L.K(P   2
050        (4.2.2) 

в котором вектор обобщенных сил  Р={P, М2, М1, Мt} определяется через вектор 

обобщенных деформаций },,,{  12  и векторы ,,s,q   устанавливающие 

влияние поперечных сил, напряжений в плоскости сечения и температуры. Ком-

поненты матриц  K, L  и векторов  ,,s,q   приведены в (3.2.5). 

Система уравнений (4.2.2) является нелинейной относительно компонент 

вектора обобщенных деформаций }.,,,{  12  

Максимальная деформация поперечного сечения ci
j3  (j=1,2) может быть вы-

ражена через заданные поперечные силы Qj  [97] энергетическим методом (см. п. 

4.2). По найденным величинам ci
j3  вычисляются компоненты (4.2.2) вектора q  в 

слое i. Влияние напряжений и деформаций, действующих в плоскости поперечно-

го сечения, может быть установлено итерационными методами, предложенными в 

[97] и главе I, путем решений плоской задачи теории упругости. 

Координаты центра кручения могут быть найдены из условий (3.2.12) 

kj4= 0 ( j=2,3),         

исключающих влияние кручения на деформации изгиба. Из условий (3.2.13) ко-
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ординаты центра кручения 0k  относительно систем координат К вычисляются по 

формуле и исключают влияние кручения на деформацию изгиба. 

,
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     (4.2.3) 

В работах [49], [92], [97], [98], [105], уравнения (4.2.1) используются в линеа-

ризованной форме 

,KP             (4.2.4) 

которая, при необходимости, может быть уточнена в соответствии с (3.2.2). Из 

(3.2.12) следует, что  

),P(K   1          (4.2.5) 

которое используется для оценки деформированного состояние стержней, нахо-

дящихся под воздействием усилия Р, заданных моментов М1, М2, Мt и температу-

ры. В дальнейшем с помощью соотношений (4.1.2) вычисляются напряжения в 

каждом слое i в рамках предположений, принятых при получении уравнений 

(4.2.5). 

Применение точной теории естественно-закрученных стержней произвольно-

го поперечного сечения на базе общих уравнений теории упругости связано с 

большими математическими трудностями и приводят к сложным решениям, и по-

этому этот путь для разработки практических методов расчета не рационален.  

В связи с этим, получена приближенная теория закрученных слоистых 

стержней произвольного сечения основана на определенных гипотезах, позво-

ляющих разделить компоненты напряжений и деформаций на главные и второ-

степенные (см. п.2.4), которыми в ряде уравнений пренебрегаются. Достоверность 

приближенной теории закрученных слоистых стержней, проверяется сопоставле-

нием с известными для некоторых частных простых случаев решениями [49], [97] 
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(см. п. 3.3) и сравнением результатов расчетов с экспериментальными данными 

(см.  п. 3.4). 

Физико-геометрические характеристики в (4.2.2) были введены при наиболее 

общих предположениях относительно формы профиля сечения, распределения 

физических свойств, произвольности расположения начала местных координат-

ных осей и направлений их. В силу этого, а также из-за произвольности угла за-

кручивания τ0 и наличия параметра іс1  слоя, деформации относительного удлине-

ния, изменения кривизн и параметр раскручивания оказываются связанными ме-

жду собой условиями равновесия (4.2.1) и (4.2.1). В армированном слоистом теле, 

таким образом, связанность деформаций усиливается по сравнению с однородным 

телом за счет параметров взаимодействия составляющих слоев композиционного 

материала. При соответствующих упрощающих геометрических и физических 

предположениях уравнения (4.2.2) переходят в условие равновесия однородной 

лопатки, полученных Биргером И.А [97] и Шорром Б.Ф. [49]. Определим из вто-

рого и третьего уравнений изменения кривизн 12  ,  и подставим их в оставшиеся 

уравнения в (4.2.2). Разрешая последнее уравнение относительно τ, найдем с при-

нятой точностью выражения для вычисления параметров 
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Здесь приведены следующие обозначения: 
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Эти выражения для деформаций раскручивания и относительного удлинения 

центрального волокна сходны с формулами Биргера И.А [97] и Шорра Б.Ф. [49] и 

при соответствующих упрощениях совпадают с ними.  

 

4.3 Соотношения для частных теорий и вариантов задачи 

 

Условия равновесия и расчетные формулы предыдущего параграфа выводи-

лись при самых общих предположениях относительно распределения геометриче-

ских и физических параметров. При этом считалось, что величины  ,c, i
z 1  зави-

сят как от продольной координаты z, так и от координат в сечения x и  y, а вели-

чины 021  ,,,,  зависят только от  z. Во многих важных практических случаях 

распределение указанных величин и параметров в теле слоистой лопатки значи-

тельно проще. Поэтому при различных упрощающих предположениях относи-

тельно распределения этих параметров можно получить соответствующие част-

ные случаи задачи. Ниже приводятся несколько таких вариантов. 

а) Армированная лопатка постоянного поперечного сечения имеет равно-

мерную начальную закрутку τ0. 

В этом случае во всех формулах предыдущего параграфа надо положить 

.const)r(,xydFydFxdF
FFF

 00  
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Кроме того, во всех формулах следует считать постоянными  чисто геомет-

рические параметры в формуле (4.2.2). 

б) Упругие параметры ,ci
1  постоянны как вдоль пера армированной лопат-

ки, так и по его сечению. 

При таких предположениях в (4.2.2) упругие параметры композиционного 

материала можно вынести за знак интеграла и выбрать начало и направления осей 

координат в текущем сечении так, что 

.const)r(,xydFydFxdF
FFF

 00  

Тогда в формулах (4.2.2), (4.2.3) и т.д. следует положить 

.ISS xyyx 0  

Вследствие этого в условиях равновесия (4.2.2) исчезает связность: 

в первом уравнении (уравнения равновесия продольных сил) - от изменений 

кривизн; 

в втором уравнении (уравнение моментов относительно оси у) - от осевых 

удлинений, изменений кривизн относительно оси х, напряжений от силы Р; 

в третьем уравнение (уравнения моментов относительно главной оси х) - от 

осевых удлинений, изменений кривизн относительно оси у, напряжений от силы 

Р. 

Таким образом, изменения кривизн будут связаны только с соответствующи-

ми изгибающими моментами и углами раскрутки. Угол раскрутки определяется 

выражением 
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Кроме того, в качестве частных случаев задачи можно рассмотреть варианты, 

когда некоторые внешние силовые факторы отсутствуют (или ими пренебрегает-

ся). 

в) Отсутствуют повороты вокруг осей х, у, т.е. изгибающие моменты и изме-

нения кривизн равны нулю. 
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Это означает, что ,, 00 21    т.е. сечение лопатки, оставаясь плоским, ис-

пытывает только поступательное смещение и поворот вокруг оси z. Такое дефор-

мированное состояние характерно для лопатки с бесконечно большой жесткостью 

на изгиб. Тогда угол раскрутки определяется по формуле 
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Аналогично упрощаются выражения для деформации и напряжений. 

г) Отсутствует внешний крутящий момент Мкр. 

В этом случае деформации удлинения и раскрутки вызывают только растяги-

вающие усилия. К соотношениям пункта следует добавить Мкр =0. Деформация 

относительного удлинения центрального элемента определяется выражением 
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д) Однородная теория для слоистых композиционных лопаток. В работе Ка-

римбаева Т.Д. и Горшкова Л.A. [233] был проведен расчет напряженно-

деформированного состояния армированной лопатки на основе технической тео-

рии закрученных стержней. При этом были использованы расчетные формулы 

однородной теории с модулями упругости, изменяющимися от слоя к слою. 

Вследствие этого, например, выражение для раскрутки (4.3.1) переходит в форму-

лу совпадающую с выражением для угла раскрутки работы [233].  

е) Однородная теория для металлических лопаток. 

При равномерном распределении физических свойств материала получаются 

формулы классической теории для однородных лопаток, для этого надо вынести 

параметры упругости в (4.2.15) зa знак интеграла. При этом, например, формулы 

для раскрутки (4.3.1) совпадает с выражением работы Биргера И.А. [103] и Шорра 

Б.Ф. [49]. 
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Анализ напряженно-деформированного состояния слоистых композицион-

ных лопаток является в математическом отношении весьма сложной проблемой. 

При реализации задач на ЭВМ необходимо учесть целый комплекс таких особен-

ностей деформирования лопатки, как сложность геометрии тела, переменность 

физических свойств, специфику действия нагрузки и т.д. Поэтому, разработанная 

программа для ЭВМ состоит из блоков: формирование раскроя сечения по задан-

ной толщине слоя и координатам точек контура (см.п.1.5); поэлементный подсчет 

интегральных физико-геометрических характеристик для каждого слоя 

(см.п.1.5.3), вычисление внешних усилий для данного сечения, определение ис-

комых величин для каждого расчетного сечения лопатки (см.п.3.6). При этом про-

грамма составлена таким образом, что позволяет путем выбора упругих парамет-

ров слоев при неизменных геометрических характеристиках управлять углом рас-

крутки и нормальными и касательными напряжениями (см. п. 3.6). 

Для композиций, используемых в качестве несущих конструкционных мате-

риалов, наиболее характерным является регулярность их внутренней структуры. 

На рисунке 1.3.2 (см. глава 1) приведены результаты машинного раскроя слоистой 

лопатки, для восьми различных сечений, повернутых друг относительно друга. 

В главe 1 дано подробное описание принципов построения алгоритмов рас-

кроя и подсчеты физико-геометрических характеристик, приведена блок-схема 

программы. В качестве примера было проведено численное определение углов 

раскрутки по формуле (4.3.2) зависимости от угловой скорости  Ω.  

Для определения НДС лопаток, находящихся в поле центробежных сил были 

проведены численные эксперименты по прикладной программе Ansys (см.п.4.4). 

Для этой программы были заданы геометрия слоистого сечения (8 сечений) ком-

прессорной лопатки (см. рис.1.5.2), вычисленные по специальной программе на 

алгоритмическом языке фортран (см. п. 1.5) и была создана ее твердотельная мо-

дель на Ansys.  В этой программе послойная  разбивка (каждый слой составлен из 

различных ортотропных материалов) на конечные элементы по длине лопатки 

привели к конфликтным ситуациям в программе Ansys. Это связаны с тем, что 

лопатка имеет переменную ширину и толщину, и это приводит к появлению ко-
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ротких лепестков из разнородных материалов по длине лопатки. Такая ситуация 

не позволяет в программе Ansys разбивать на конечные элементы лопатку по 

длине. Для решения этой проблемы нужно разбить структуру лопатки на мелкие 

конечные элементы. В этом случае появляется необходимость склеивания внут-

ренних слоев из разнородных материалов и использование более мощных ЭВМ. 

Однако, если материал лопатки считать однородным (или ввести эффективные 

параметры упругости сечения)  по длине стержня, то расчеты по этой программе 

можно получить. В этом случае учет ряда особенностей лопаток авиадвигателей 

(тонкие кромки сечений, сложные законы изменения площадей сечений, влияние 

отдельного слоя на НДС и т.п.) будет пропущены. Для сравнения с результатов 

расчета НДС компрессорной лопатки находящихся в поле центробежных сил, по-

лученными в п.4.6, были проведены в аналогичной постановке расчеты на НДС с 

использованием прикладной программы Ansys. Рассматривается компрессорная 

лопатка из одного материала  - боралюминия. Результаты расчета согласуется с 

результатами расчетов п.3.6. 

 

4.4 Численное определение напряженно-деформированного состояния  

композиционных лопаток компрессора в поле центробежных сил  

средствами пакета ANSYS 

 

Естественно-закрученная слоистая композиционная лопатка находится под  

действием растягивающих сил. Лопатка, исследуемая в данной программе пред-

ставлена восемью cечениями (см. глава1, рисунок 1.5.2)  

Очертание лопаток турбомашин в перспективных двигателях становятся бо-

лее сложными. Наблюдается переход в конструкциях лопаток вентиляторов, ком-

прессоров и турбин от очертаний, близких к стержням с закруткой и большим от-

носительным удлинением, к очертаниям типа пластин с малым относительным 

удлинением, большой закруткой и кривизной. Вместо современных металличе-

ских сплавов начинают применять интерметаллические соединения, композиты с 

металлической матрицей и композиты с керамической матрицей. По мере совер-
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шенствования методов расчета современных реактивных двигателей геометриче-

ские характеристики, аэродинамические и температурные нагрузки на диски и ба-

рабаны с лопатками становятся более определенными, что дает возможность при-

менять численные методы для определения напряженно-деформированного со-

стояния НДС лопаток. Перспективные, модели воздушных винтов имеют лопасти 

с большим углом стреловидности, закрученные по размаху и изогнутые, относи-

тельно оси вращения. Эти лопасти должны работать в весьма сложных и тяжелых 

аэромеханических условиях. 

Подобные конструкции известны уже давно, но до сих пор отсутствовали 

средства  для их расчета и материалы для их изготовления. В настоящее время 

благодаря появлению быстродействующих ЭВМ и сложного инженерного про-

граммного обеспечения, а также наличию современных композиционных мате-

риалов стало возможным более тщательный и точный анализ лопастей перспек-

тивных турбовинтовых двигателей. Поэтому, используя профиль компрессорной 

лопатки (рисунок 1.5.2), численно определено НДС лопаток из композиционного 

материала [137]. 

Входными параметрами программы являются координаты линии, ограничи-

вающие отдельное произвольное плоское сечение (количество их 8), обычно зада-

ваемое в рабочих чертежах проекта.  

Входными параметрами для программы являются растягивающее усилие Р от 

центробежных сил, который определяется с заданием параметра частоты враще-

ния (обор/мин), а также 13 (1.3.7) упругих постоянных для текущего сечения ло-

патки и  плотность материала сечения лопатки. 

1. Описание исследуемой лопатки. Рассматриваемая модель лопасти является 

уменьшенным вариантом натурной компрессорной лопатки. Геометрия лопатки 

полностью описана в пункте 4.6. Относительный угол закрутки на единицу длины 

лопатки 0 - равен 0.006 рад/мм. На рисунке 4.4.1 приведена разбивка на конечные 

элементы лопатки и на рисунке 4.4.2 – 4 сечение [137]. 

2. Расчетные варианты. В качестве примера по программе была рассчитана 

лопатка из композиционного материала в поле центробежных сил. При этом рас-
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сматривалась лопатка, состоящая из чередующихся со стороны спинки и корытца 

слоев боралюминия (ВАL). 

 

Рисунок  4.4.1 -  Разбивка на конечные элементы корытца лопатки 

  

Рисунок 4.4.2 - Разбивка на конечные элементы 4-го сечения лопатки 

 

3. Анализ результатов расчетов. Осредненные значения растягивающих на-

пряжений cp в условно незакрученной лопатке достигают наибольшего значения 

в третьем сечении. Это связано с тем, что усилие Р в третьем сечении отличается 
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от усилия в корневом на 17, в то время как их площади отличаются на 45 

(см.п. 3.6, глава 3) [155].  

По результатам расчетов построены изолинии распределения перемещения 

W,U,V по длине лопатки для спинки (выпуклая сторона сечения) и корытца (во-

гнутая сторона сечения) (рисунок 4.4.3).  

 

 

Рисунок  4.4.3 -  Распределения перемещения U, V, W на спинке и корытце по длине ло-

патки из боралюминия 
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Как видно из рисунка нормальные перемещения W на периферийном сечении 

имеют максимальные значения (точка МХ). На входной кромке спинки от корне-

вого сечения до третьего сечения перемещения W растет 4-5 раз, а на тонких вы-

ходных кромках они растут 10 раз. Распределение нормального перемещения W и 

перемещений U,V на спинке более равномерно по сравнению с корытцем лопатки. 

На корытце концентрация больших перемещении W наблюдается уже в четвертом 

сечение лопатки. Поэтому, чтобы увеличить прочность лопатки необходимо слои 

со стороны корытце заменить материалами более жесткими на растяжение. 

На рисунке 4.4.4  приведена деформация лопатки Ux, Vy, Wz относительно оси 

0х, 0у, 0z. Наибольшие изменение происходит на втором сечение лопатки. Значе-

ние сжимающей деформации относительно оси 0х на выходной кромке в 3-4 раза 

больше чем на входной кромке лопатки. Вследствие этого в тонких слоях выход-

ной кромки может происходить местные потери прочности и поэтому эти слои 

необходимо заменить материалами со свойствами более прочными на сжатие.  

Наибольшие изменение деформация лопатки относительно оси 0у происхо-

дит на третьем сечение лопатки. Значение растягивающих деформации относи-

тельно оси 0у на выходной кромке в 2 раза больше чем на выходной кромке вто-

рого сечения лопатки и по своему значению больше в 3 раза чем сжимающая де-

формация относительно оси 0х. Следовательно в тонких слоях выходной кромки, 

чтобы избежать потери прочности от сжимающих и растягивающих деформации 

эти слои необходимо заменить материалами со свойствами более прочными на 

растяжение и сжатие. 

На рисунке 4.4.5 приведено распределение напряжений xx, yy, zz  на спинке 

и на корытце по длине лопатки. Наибольшее нормальное напряжение распределе-

на на корневом сечении лопатки (точка МХ), так как корневое сечение лопатки 

жестко закреплено. Если это не учитывать, то наибольшие напряжения достига-

ются в третьем сечение лопатки и концентрация нормальных напряжении на ко-

рытце больше 1.5-2 раза по сравнению нормальными напряжениями на спинке. 

Концентрация нормальных напряжений в третьем сечении меньше в 4-5 раз  по 

сравнению c его значениями в корневом сечении. На периферийных сечениях 
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спинки появляются сжимающие напряжения, обусловленные взаимосвязанностью 

изгиба, кручения и растяжения. Средние напряжения по сравнению с напряже-

ниями xx, yy, zz  в 1,5-2 раза больше и по ним нельзя определить области сжи-

мающих напряжений (рисунок 4.4.6). Следовательно, для определения НДС ло-

патки необходимо вычислять все компоненты напряжения xx, yy, zz. 

 

 

Рисунок  4.4.4 -  Распределения деформации  Ux, Vy, Wz на спинке и корытце по длине ло-

патки из боралюминия. 
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Рисунок  4.4.5 - Распределения напряжения xx, yy, zz на cпинке  и корытце по длине ло-

патки из боралюминия. 

 

На рис. 4.4.7 приведены распределение касательных напряжений xz, yz, xy  на 

спинке и на корытце по длине лопатки. Наибольшее касательное напряжение дей-

ствует в третьем сечении лопатки. Локальное наибольшее касательное напряже-

ние хz достигается в третьем сечение у входной кромки спинки и на выходной 

кромке корытце и его значение (точка МN) больше в 2 раза по сравнение со зна-

чениями хz у входной кромкой спинки (точка МХ).  
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Рисунок 4.4.6 -  Распределения осредненного напряжения ср на cпинке и на корытце по 

длине лопатки из боралюминия. 

 

Как известно в тонких слоях такие концентрации касательных напряжении 

могут привести к местной потере прочности лопатки. Вследствие этого возникно-

вение вышеуказанных величин касательных напряжений в лопатках может ока-

заться не допустимым. Экспериментально установлено, что запас прочности по 

касательным напряжениям между слоями в настоящее время не должно быть 

меньше трех [126]. Касательные напряжение уz по величине в два раза меньше 

чем касательные напряжения хz и распределяется относительно на толстых слоях 

спинки и корытца. Поэтому по сравнению с касательными напряжениями хz их 

влияние на общую прочность лопатки незначительны. 

Касательные напряжения ху своего наибольшего значения достигают в 

третьем сечение (точка МХ) (рисунок 4.4.7). По сравнению с значениями каса-

тельных напряжении уz, хz  касательное напряжение ху незначительно. Поэтому 

можно его и не учитывать при расчетах. 

На рисунке 4.4.8  приведена изолиния распределения перемещений в 4-ом се-

чении лопатки. Из рисунка видно, что зона перемещений на корытце больше по 

своему значение на 25% от перемещений на спинке и набольшие перемещения в 

середине спинки сечение лопатки. Наибольшие перемещения U происходит в 
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близлежащих к центру тяжести слоях cпинки, а перемещения V, W на выходной 

кромке лопатки (точка МХ). Вследствие этого необходимо подбирать материалы 

слоев близлежащих к центру тяжести и выходных кромках сечения с свойствами 

более прочными на растяжение. 

 

 
Рисунок 4.4.7 - Распределения касательного напряжения xz, yz, xy на cпинке и корытце 

по длине лопатки из боралюминия. 
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Рисунок 4.4.8 - Распределения перемещения U, V, W на 4-ом сечение лопатки из боралюминия. 

 

На рисунке 4.4.9 приведены изолинии распределения напряжений xx, yy, zz 

в 4-ом сечение лопатки. Из рисунка видно, что зона концентрации нормального 

напряжения zz на корытце больше по своему значение в 20 раз от нормальных 

напряжении zz на спинке и набольшие нормальные напряжения приходятся на 

середину корытца сечения лопатки. Наибольшие нормальные напряжения zz дей-

ствуют в точках близлежащих к центру тяжести слоях корытца и сравнимы с ве-

личинами среднего напряжения (рисунок 4.4.11). Вследствие этого необходимо 

подбирать материалы слоев близлежащих к центру тяжести сечения с свойствами 

более прочными на растяжение. 

Таким же образом распределение касательного напряжения ху (рисунок 

4.4.10) в 4-ом сечении лопатки показывает, что зона концентрации касательного 

напряжения ху меньше по своему значению на 200%-300% от нормальных на-

пряжений zz. Наибольшие касательные напряжения ху действуют в близлежа-
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щих к центру тяжести слоях корытца. В тонких слоях (4 сечение) входной и вы-

ходной кромках лопатки сдвигающие касательные напряжения распределены 

равномерно. Значения касательных напряжений xy в зонах концентрации срав-

нимы со значениями напряжений yz, xz. Поэтому материалы в слоях близлежа-

щих к центру тяжести должны иметь свойства более прочные на растяжение и 

сжатие 

 

Рисунок 4.4.9 - Распределения напряжения xx, yy, zz на 4-ом сечение лопатки из боралюминия 

 

Изолинии распределения касательного напряжения уz в 4-ом сечении лопат-

ки показывают, что зона распределения касательного напряжения уz меньше по 

своему значение на 15-20 раз от нормальных напряжении zz. Наибольшие каса-

тельные напряжения уz распределяется в слоях входной кромки лопатки и по 

своему значению незначительны.  
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Изолинии распределения касательного напряжения хz в 4-ом сечении лопат-

ки показывают, что зона распределения касательного напряжения хz меньше по 

своему значению в 5-7 раз от нормальных напряжении zz. Наибольшие касатель-

ные напряжения хz распределяются в слоях средней части спинки, корытце. В 

тонких слоях (4 сечение) выходной кромки лопатки касательные напряжения 

распределены равномерно и по своему значению незначительны. Наибольшие 

касательные напряжения хz по своему значению больше в 4-6 раз по сравнению 

со значениями касательного напряжения уz, а от значения нормального напряже-

ния меньше в 5-7 раз. Поэтому для слоистых тонких стержней учет влияния каса-

тельного напряжения хz необходим. 

 

Рисунок 4.4.10 - Распределения напряжения yz, xz, xy на 4-ом сечение лопатки из бора-

люминия 



 215 

 

Рисунок 4.4.11 - Распределения напряжения ср на 4-ом сечение лопатки из бороалюминия 

 

Выводы 

Таким образом, в исследованных примерах показано, что путем выбора мате-

риала отдельных слоев или способа армирования в них можно в широких преде-

лах управлять уровнями напряжений и деформаций при одних и тех же физиче-

ских оборотах ротора. Для лопаток из изотропного материала такой широкой воз-

можности регулирования не имеется. 

Таким образом, при заданной геометрической форме лопатки, выбираемой из 

аэродинамических соображений, посредством перекрестного армирования ее сло-

ев уровень напряжений zz можно уменьшить, одновременно избежав больших 

сжимающих напряжений на кромках профиля и достичь более равномерного рас-

пределения их (zz) по сечению. 

Проведенные расчеты лопаток конкретных типов показали, что угол раскрут-

ки периферийного сечения лопатки можно уменьшить, как увеличивая жесткость 

на кручение посредством перекрестного армирования слоев, так и применяя в па-

кете материал слоев из жесткого материала на растяжение. При возрастании 

уровня отношения свойств контактирующих слоев, неравномерность нормальных 

напряжений в поперечном сечении и величина касательных напряжений между 

слоями увеличиваются.  Наличие больших касательных напряжений между слоя-

ми происходит из-за различной жесткости контактирующих слоев. Необходим 

плавный переход свойств материала от слоя к слою. 
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Анализ работы многослойных КМ, в условиях близких к рабочим условиям 

лопаток позволил выявить ряд особенностей распределения напряжений в арми-

рованных материалах. Установлено, что при растяжении лопаток из КМ в поле 

центробежных сил, во внешних слоях происходит увеличение нормальных на-

пряжений в 2-4 раза по сравнению со средними их величинами.  

Численные результаты определения НДС композиционной лопатки с помо-

щью пакета ANSYS совпадает с результатами пункта 3.6 (см. глава 3) для лопатки 

из однонаправленного боралюминия. 

Однако, определение НДС для многослойных стержней и лопаток (см. пункт 

3.6) в пакете  ANSYS невозможно из-за конфликтных ситуации. Это связано с по-

явлением коротких лепестков с различными физическими свойствами по длине 

стержня. Появляются конфликтные ситуации и в программах Ansys, Nastran, и др. 

с задачами склеявания этих лепестков по длине в слоистом стержне. Такую же 

задачу эти программы могут решать (Ansys, Nastran, и др.), если физические ха-

рактеристики слоистого сечения стержня рассматривать анизотропными с эффек-

тивными параметрами по длине и по сечению (см. глава 4). В этом случае учет 

физической неоднородности и слоистости сечения, особенно, в части влияния 

слоев, свойств отдельных слоев, их взаимодействия на жесткость при кручении и 

НДС слоистых стержней произвольного сечения не учитывается. Следовательно, 

чтобы улучшить количественные показатели необходимо увеличить количество 

конечных элементов в расчетах ANSYS, что требует для расчета более мощных 

ЭВМ. 
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Глава V 

ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ МНОГОСЛОЙНЫХ 

АНИЗОТРОПНЫХ СТЕРЖНЕЙ И ЛОПАТОК КОМПРЕССОРА 

 

Используемые в практической деятельности человека материалы, как прави-

ло, неоднородны. В таких материалах, как металлические сплавы, характерный 

размер неоднородности (d) мал по сравнению расстояниями (L), характеризую-

щими "неоднородность" деформации (L>>d). Для КМ, полученных армированием 

материала матрицы волокнами наполнителя, характерный размер (  ) неоднород-

ности структуры (например, толщина слоя, обусловленная диаметром волокна d1), 

намного больше, чем для металлических сплавов (>d1>>d). Поэтому возможны 

такие условия динамического нагружения композиционных тел, когда характер-

ный размер "неоднородности" деформации (L) не сильно превышает характерный 

размер "неоднородности" структуры (  ). Теория армированных слоистых сред 

[138,139] позволяет описать такие деформации (L> >d1),  если эти размеры обес-

печивают справедливость осреднения параметров по фазам композиции [140], т.е. 

они отличаются хотя бы на порядок. В первой части данной главы получены ос-

новные вариационные принципы связанной и несвязанной упругости армирован-

ного слоистого тела в условиях динамического деформирования.  

 

5.1 Основные соотношения динамической упругости армированных 

слоистых тел 

 

При нестационарном деформировании армированных слоистых сред движе-

ние их элементарного объема в слое в слое і описывается уравнениями 

,uX i
k

ii
k

i
j,kj    (i,j,k=1,2,3),       (5.1. 1) 

где iii v  , причем ρ
i
 - плотность материала слоя и v

i
 объемное содержание ма-

териала слоя i. Здесь и ниже запятая означает дифференцирование в направлении 

индекса, стоящего после запятой. 
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Поскольку для призматического стержня упругие перемещения в общем слу-

чае определяются по формулам [4], [49] 

),y,x(yzxzzw

,zx
z

v

,zy
z

u













12

2

1

2

2

2

2

       (5.1. 2) 

где ε – удлинение, 12  ,  - компоненты кривизны оси стержня; τ - относительная 

закрученность, )y,x(  - функция депланация, то для закрученного стержня с 

принятой точностью перемещения определяются в виде [49] 
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і

і

і


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



     

(5.1. 3) 

.yxr,ryxz
2222

012
0    

Здесь ),coscc(G),coscc(G iiiiii  055351035333   ),sinc(G ii 0442    - от-

носительный угол закручивания и τ0 – начальный угол закручивания на единицу 

длины стержня, ε – удлинение, 12 ,  - компоненты кривизны оси стержня; 

iiii c,c,c,c 55443533   - параметры упругости слоя і (1.3.7). Из формул (5.1.3) видно, что 

в закрученном слоистом стержне депланация плоского поперечного сечения свя-

зан не только с упругим кручением, как в призматическом стержне, но и со всеми 

другими видами деформации, и что при повороте сечения относительно осей x, y 

контур поперечного сечения искажается. 

В соответствии с (5.1.3) основные деформации i
kj  в поперечном сечении z=0 

в слое i описываются выражениями  (3.3.4).  

Соответственно для напряжений i
kj  в поперечном сечении z=0 в слое i опи-

сываются выражениями  (3.3.5). 
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Следует заметить, что в (3.3.4) все компоненты тензора деформации не зави-

сят от координат z. Если подставить соотношение (3.3.5) c учетом (5.1.3), (3.3.4) в 

выражения (5.1.1), то получатся уравнения движения армированной слоистой 

среды в перемещениях: 

.TuXuс ii
kj

i
k

ii
k

i
nj,m

i
kjmn j,

           (5.1.4) 

В этих формулах точка над переменной величиной означает дифференциро-

вание по времени, и k,j,m,n=1,2,3. Система трех уравнений (5.1.3) содержит в ка-

честве неизвестных 4 переменных: 3 смещений и температуры Т
i
. Для замыкания 

системы необходимо добавить уравнения теплопроводности армированной среды: 

.TcTT iii
kj

i
kj

iiii
kj kj,

           (5.1.5) 

Здесь i - члены, характеризующие внутренние источники тепла; i
kj  - посто-

янные по величине компоненты симметричного тензора теплопроводности; ic - 

коэффициенты теплоемкостей материала слоя при постоянной деформации; Т
i
 - 

начальные температуры материалов слоя i. 

Удельная энергия деформирования имеет вид: .cW i
kj

i
kjmn

i   

В зависимости от условий на границе S слоистого тела могут быть сформули-

рованы следующие краевые задачи. 

I краевая задача - на поверхности S заданы смещения и температуры: 

.T,fu iii
j

i
j           (5.1.6) 

II краевая задача - на поверхности S заданы напряжения и температуры: 

.T,Pn iii
jj

i
kj            (5.1.7) 

III краевая смешанная задача 1-го типа –  

на части поверхности Su (Su
 S) заданы ,fu i

j
i
j    

а на S  заданы ,Pn i
jj

i
kj          (5.1.8) 

на S заданы iiT   (S=Su+ S).        

IV краевая смешанная задача 2-го типа: 
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на S1 заданы (S1ϵS) ,fu i
j

i
j   ,Pn i

jj
i
kj       

на S2 (S1+S2 =S) заданы ,fu i
j

i
j   ,Pn i

jj
i
kj   .T ii     (5.1.9) 

Начальные условия имеют вид:  

при t=t0=0 на  S+V заданы .T,hu,gu iii
j

i
j

i
j

i
j      (5.1.10) 

Если на поверхности тела S или на его части будут заданы тепловые потоки 

вместо температур T
i
, ааналогично формируются условия I, II, III и IV краевых за-

дач и начальных условий. В формулах (5.1.7)- (5.1.9) jn - направляющие косину-

сы, величины i
jf , i

jP , i  являются заданными функциями, k, j=1,2,3.  

Система уравнений (5.1.4) содержит температурные члены, а система (5.1.5) - 

деформационные члены. Следовательно, совокупность этих систем уравнений 

вместе с соответствующими граничными и начальными условиями будет пред-

ставлять собой связанную задачу динамической упругости слоистых тел. Если 

система уравнений (5.1.4) не будет содержать деформационные члены, то задача 

становится несвязанной. Поэтому температурные члены в правых частях уравне-

ний (5.1.4) являются известными функциями - решением соответствующей задачи 

теплопроводности. 

 

5.2 Oсновная энергетическая теорема и принцип виртуальных работ  

динамической упругости многослойных армированных тел 

 

Вариационные теоремы в теории упругости имеет большое значение. Они по-

зволяют не только получать простым путем дифференциальные уравнения, усло-

вия равновесия различных механических систем, но и проводять к ряду методов 

решения рассматриваемых задач. Этим вопросам посвящены многочисленные ра-

боты [141], [234] и т.д. 

К перемещениям iii w,v,u , возникшим в материалах слоя і под действием 

изменяющихся во времени нагрузок,  добавим виртуальные приращения i
ju , ко-

торые предполагаются непрерывными вместе со своими производными до второ-
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го порядка. Приращения являются произвольными, но согласованными с усло-

виями, ограничивающими деформацию тела. На части тела, где заданы смещения, 

следует положить, например 000  iii w,v,u   [141, 246]. Рассматривается 

виртуальная работа массовых i
jХ  и поверхностных i

jР  сил 

]dS)wPvPuP(dV)wXvXuX([L
S

i
j

i
j

i
j

i
j

ii
j

ii
j

V

i
   3213211 2 (5.2.1) 

Во втором интеграле заменяя поверхностные  напряжения i
jP   напряжениями 

i
kj , согласно условиям ІІІ краевой задачи, и используя теорему Гаусса-

Остроградского, можно получить выражение 

]dVdVu)X([L i
kj

V

i
j,kj

i
j

i
j,kj

V

i
j   21 .    (5.2.2) 

При этом использовано очевидное равенство 

i
kj

i
kj

i
kj

i
kj

i
kj

i
j,k

i
j,kj )w(u   , 

в котором wkj  - кососимметричный тензор. 

С учетом уравнений движения (5.1.1) первый интеграл в (5.2.2) можно преоб-

разовать. Сравнение выражения (5.2.1) с полученным результатом приводит к 

уравнению 

dVdSuPdVu)uX( i
kj

V

i
kj

i
j

S

i
j

i
j

i
j

i

V

i
j    .    (5.2.3) 

Равенство (5.2.3) выражает принцип виртуальных работ динамики слоистых 

армированных сред, согласно которому виртуальная работа массовых, поверхно-

стных сил и сил инерции слоистого армированного тела равна сумме работ сил 

упругого, вязкого взаимодействия компонентов композиции на виртуальных раз-

ностях смещений и работе напряжений на вариациях деформаций. Оно справед-

ливо для упругих, так и неупругих слоистых армированных тел, для линейных и 

нелинейных соотношений между напряжениями и соответствующими деформа-

циями [246, 247]. 

Подстановка в равенство (5.2.3) соотношений (1.3.4) позволяет использовать 

принцип для исследования линейно деформируемого упругого слоистого армиро-
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ванного тела, находящегося под воздействием динамических нагрузок. При этом 

тело может находиться в температурном поле, независящем от деформаций. 

Для приращения iii w,v,u   справедливы соотношения [141]. 

.dt
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      (5.2.4)  

Введем следующую величину 
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
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     (5.2.5) 

Здесь  К - кинетическая энергия армированного слоистого тела; iW   - удель-

ная энергия деформирования. 

С учетом (5.2.5) и подставляя (5.2.4) в выражение (5.2.3), после простых пре-

образований получим основное энергетическое уравнение 

].dS)PPP(

dV)XXX([)WK(
dt

d

S

iii

iiiii

V

ii

 
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332211

3322112





     (5.2.6) 

Уравнения (5.2.6) выражает закон сохранения энергии, который может быть 

использовано при доказательстве единственности решения дифференциальных 

уравнений движения (5.1.4) для несвязанной задачи при соответствующих на-

чальных и граничных условиях. 

 

5.3 Обобщенный принцип Гамильтона для динамической упругости  

многослойных армированных анизотропных тел 

 

Рассмотрим непрерывно изменяющийся во времени между моментами t=t0  и  

t=t1 процесс деформирования. Приравняем действительные перемещения 
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iii wv,u ,  к перемещениям iiiiii ww, vv, uu   . Варьировать будем так, что-

бы 

.ww,vv,uu tt
i

tt
i

tt
i

tt
i

tt
i

tt
i 000

101010
    (5.3.1) 

В этом случае принцип виртуальных работ (5.2.3) имеет вид 

,dVWdV)wwvvuu(L
V

iiiiiiii

V
   21     (5.3.2) 

где  Li  определяется из уравнения (5.2.1). 

Проинтегрируем равенство (5.3.2) по времени от  t0  до  t1: 
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где ,dVW i
kj

V

i
kjt   вследствие физических соотношений (5.1.4) содержит тем-

пературные члены. Определим  вариацию  кинетической энергии (5.2.5) 
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Проинтегрируем это выражение по времени от  t=t0 до t=t1.  Тогда с учетом 

выражений (5.3.1) справедливо равенство 
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Поэтому уравнение (5.3.3) имеет вид 
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t
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1

0

1

0

1           (5.3.4) 

Равенство (5.3.4) и есть обобщенный на слоистую среду принцип  Гамильто-

на.  В левой части равенства (5.3.4) знак вариации вынесен за знак первого инте-

грала по той причине, что величины tW , K являются функциями состояния - ве-

личинами, зависящими от мгновенного состояния тела независимо от того, каким 

способом это состояние достигнуто. В правой части равенства (5.3.4) знак вариа-
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ции    можно вынести за знак интеграла только тогда, когда внешние силы обла-

дают потенциалом 
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тогда   .dt)UKW( t

t

t

0
1

0

   Обозначая через П= tw +U  потенциальную 

энергию, получим принцип Гамильтона в виде 

 ,dt)KП(
t

t

0
1

0

         (5.3.5) 

где (К-П) - функция Лагранжа. Из (5.3.5) видно, что действие по Гамильтону 

dt)KП(
t

t


1

0

 принимает экстремальное значение. Для статической задачи когда 

К=0, тогда принцип Гамильтона сводится к принципу минимума потенциальной 

энергии П=0. 

Полученные на основе предложенной в [141] линейной модели нестационар-

ного деформирования слоистых сред, вариационные принципы (5.2.3) и (5.3.4) по-

зволяют исследовать динамические явления в слоистых армированных телах. 

   

5.4 Единственность решения дифференциальных уравнений 

динамической упругости многослойных армированных сред 

 

Необходимо доказать, что если существует решение уравнений динамиче-

ской упругости слоистой армированной среды (5.1.1) при начальных (5.1.10) и 

граничных, например, (5.1.8) условиях, то оно единственно. 

Доказательство проведем обратным предположением. Пусть имеется два се-

мейства решений уравнений (5.1.8) iiiiii w,v,u,w,v,u  , удовлетворяющих гранич-

ным (5.1.11) и начальным условиям (5.1.10). Введем дополнительную функцию 

.www,vvv,uuu iiiiiiiii 


     (5.4.1) 
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Видеть, что эти функции являются решением системы однородных уравне-

ний движения  

ii
kj

i
k

ii
mj,n

i
nj,m

i
kjmn j,

Tu)uu(с
   ,      (5.4.2) 

при этом, в силу линейности кинематических (5.1.3) и физических (5.1.1) соотно-

шений они удовлетворяют однородным граничным (5.1.8) и начальным условиям 

(5.1.10) [246] 

0jP


 на S,  0 i
j

i
j fu


 на Su (Su S),      (5.4.3) 

0 iiT 


 на (S=Su+ S), 

при t=t0=0  

0 ii
j

i
j Tûu


.         (5.4.4) 

Равенство (5.4.2), (5.4.3), (5.4.4) означают, что функции ii
j T,u


 соответствуют 

упругому слоистому армированному телу, внутри которого отсутствуют источни-

ки тепла и массовые силы, а поверхность не нагружена и находится в условиях 

нулевой температуры. В этом случае основная энергетическая теорема для такого 

состояния принимает вид 

0 )WK(
dt

d i
j 


.         (5.4.5) 

Из этого неравенства следует, что выражение в скобках есть величина невоз-

растающая при t>0. Кроме того, начальные условия (5.4.4) однородны, поэтому 

сумма )WK( i
j 


  в начальный момент времени равна нулю, а при t>0 это сумма 

неотрицательна при положительных значениях параметров іi Т, . Следовательно, 

она должна быть равной нулю для всех t>0, т.е. в (5.4.5) должен выполняться знак 

равенства. Поэтому равна нулю каждая из слагаемых, заключенных в скобках. 

Значить .Twvu iiii 0


  

Следовательно iiiiii ww,vv,uu  , т.е. смещения и температура, а 

также деформации и напряжения совпадают. Поэтому решение единственно. 
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5.5 Собственные частоты колебаний многослойного стержня  

с переменными физико-геометрическими параметрами 

 

Задача расчета собственных частот и форм колебаний стержней, балок, за-

крученных рабочих лопаток с точки зрения однородной теории рассматривалась в 

литературе неоднократно. Методы расчета таких задач достаточно подробно опи-

саны в работах Бицено К.Б. и Граммеля Р. [143], Хронина Д.В. [144], Шорра Б. Ф. 

[49], Биргера  И.A. [145] и многих других исследователей. Можно выделить три 

основных подхода к данному вопросу: решение на основе классической теории 

тонких стержней [129, 145, 148], рассмотрения деформаций с точки зрения общих 

уравнений теории упругости [94] и решения на основе теории пластин и оболочек 

[146]. Также различные специальные подходы к изучению вопросов колебания 

таких тел рассмотрены в работах [147-149]. 

В работах Сана С.Т. [150], Бреховских Л.М. [151], Ахенбаха Дж. [152] и не-

которых других, рассмотрены колебания и волны в слоистых и композитных те-

лах, где использовались соотношения изотропной или анизотропной однородной 

теорий упругости. Структурный подход к волновым процессам позволяет описать 

ряд их интересных особенностей. Например, в работе Каримбаева 

Т.Д.Байшагирова Х.Ж. [138,246] показана возможность распространения в неог-

раниченной армированной среде четырех типов волн. Ниже исследуются свобод-

ные колебания многослойных армированных cтержней. В целях определения осо-

бенностей слоистых стержней, выяснения роли некоторых еѐ параметров рас-

сматривались наиболее простые формы колебания. 

Рассматриваются поперечные свободные колебания многослойного стержня 

произвольного сечения, изготовленного из КМ (рис. 5.5.1). 

Считая материал тела ортотропным, для изгибных напряжений эти соотно-

шения можно записать в виде (3.2.1) [43]: 

,Тc)cc(

)ЭcЭcЭcЭc(

iiiсiiiii

iiiiiiiii
zz

33133513
0

353333

1335333322231113








      (5.5.1) 
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в которой ci
k3  - соответствуют значениям максимальной деформации поперечного 

сечения, обусловленной поперечными силами Qj [97]; величины i
kЭ 3  позволяют 

оценить влияние перемещений iii w,,u v  в плоскости поперечного сечения на 

сдвиговые деформации и i
kjЭ =0.5( i

k,j
i

j,k uu  ) деформации элементов поперечного 

сечения. Здесь r0   .cos;sin;)z( 112
0

2     

2
01233 rbi   . 

 

Рисунок 5.5.1 – Многослойный армированный й стержень с профилем произвольной формы. 

 

В последующих исследованиях ограничимся формами колебаний, длины 

волн в которых заметно превосходят характерные структурные размеры армиро-

ванного слоистого тела, положим,  

,y
z

vi
i

2

2

33



          (5.5.2) 

где vi(z,t) - поперечные смещения точек і-го слоя стержня. 

При этих условиях выражение принципа Гамильтона (5.3.4) принимает вид:  

,dt)Kw(
t

t

0
1

0

           (5.5.3) 

где величина 

,dFdzсdFdzw i

F

i

F

ii 2
33

0
33

0
3333     
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v;dV)v(K
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


  2       (5.5.4) 
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где і  – плотность, мнннннi v)(v)(с  2233   свойства материала слоя і 

и мн v,v  объемное содержание материала наполнителя и матрицы. 

С учетом формулы (5.5.1) и (5.5.2) для w  можно получить 

,dz)
z

v
(Iw

i
2

2

2

0
1

2

1







         (5.5.5) 

где величина 

,dFycI
F

i
  2

331          (5.5.6) 

является физическим моментом инерции, позволяющим вести расчет при нерав-

номерном распределении физических свойств компонентов многослойного арми-

рованного тела, с произвольной формой поперечного сечения. 

Допустим, что существуют только периодические колебания с собственной 

круговой частотой  ω,  представим )t,z(vi  в виде [154,246,247] 

tsin)z(Х)t,z(vi  .        (5.5.7) 

Задачу будем решать методом Ритца [154], полагая 




1n
nn ),z(XA)z(X         (5.5.8) 

где )z(X n - допустимые функции, An - неопределенные параметры. В качестве до-

пустимых функций можно выбрать собственные функции стержня в виде [154]: 

)]xshkxk(sin
kcoschk

ksinshk
xkcosxchk[)х(X nn

nn

nn
nnn 








1
,  (5.5.9) 

удовлетворяющих граничным условиям консольного закрепления: 

;)(X)(X;)(X)(X nnnn 011000        (5.5.10) 

В (5.5.9) 


z
х  , а волновое число kn удовлетворяет характеристическому 

уравнению 01  nn kcoschk  [170] и принимает значения, данные в таблице 5.5.1, 

  - длина стержня.  
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Таблица 5.5.1. Значение волновых чисел 

№ 1 2 3 4 5 6 7 n  

kn 1.875 4.694 7.854 10,996 14,137 17,279 20,42 




2

12n

 

 

Балочные функции, являясь ортонормированными, удовлетворяют равенст-

вам  
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  (5.5.11) 

 Варьирование интеграла (5.5.3), сводится к дифференцированию его по не-

известным параметрам An. После подстановки (5.5.7) в (5.5.4) и (5.5.3) с учетом 

(5.5.8), (5.5.10) и (5.5.11), дифференцирования по Аn и интегрирования по t можно 

получить 

 02
1 1

24

4

1  






n
n

n
n

i
nnn AAFAkA

I



,  

где F= 
F

dF  площадь слоистого поперечного сечения. После упрощения преды-

дущее выражение преобразуется к виду 02
1

424
1  



n
n

i
nn A]FkI[A   . 

Так как в этом уравнении коэффициенты An равны нулю и  произвольны, то 

получим следующие выражения для круговых (ω) и технических (fn) частот сво-

бодных колебаний: 

;
F

kI n

i 4

4
12


           (5.5.12) 

,
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F

I
f n

in 2

2
1

2

1


          (5.5.13) 

где 1I  определяется выражением (5.5.6). По полученной формуле можно подсчи-

тать низшие собственные частоты многослойного армированного стержня с про-

извольным поперечным сечением.  
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Значение 1I  позволяет учесть неравномерное распределение физических па-

раметров композиции в слоистом сечении. Для авиационных профилей этот инте-

грал можно просчитать послойно или поэлементно на ЭВМ  по формуле (1.3.15) 

[51,156]. Если материал стержня изотропный, то из выражения (5.5.13) следует 

формула Рэлея-Ритца. 

Каримбаевым Т.Д. были проведены эксперименты по определению собствен-

ных частот для стержня прямоугольного сечения, изготовленного из стеклоткани, 

имеющего следующие физические и геометрические характеристики [235], [239], 

[246], [248].: 
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Для сравнения собственных частот стержня с данными экспериментов прове-

ден численный анализ формулы (5.5.13). 

Для простоты численного анализа рассматривается стержень прямоугольного 

сечения с равномерным распределением физических свойств. Тогда после интег-

рирования (5.5.6) выражение для определения собственных частот (5.5.13) можно 

представить в виде: 

.
сhk

f
i

i
n

n
 122

33

2

2 



         (5.5.14) 

Как видно из таблицы 5.5.2, расчетные значения частот превышает экспери-

ментальные на 3-5%. Понижение nf  при n>1 (cм. таблице 5.5.2) подтверждает 

экспериментально наблюдаемый эффект смещения узловой линии [49] к месту за-

крепления. 

Cледовательно, использование теории многослойных армированных сред, 

обобщенной на основе принципа Гамильтона, при расчете элементов конструкций 

из многослойного композиционного материала позволяет получить удовлетвори-

тельное совпадение с опытными данными. 
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Таблица 5.5.2 Значение расчетных и экспериментальных собственных частот волновых 

чисел 

Частота, гц 1 2 3 4 5 6 7 

Экспериментальная 121 765 2100 - - - - 

По формуле (5.5.14) 125 780 2181 4275 6966 10556 14743 

 

Формулы (5.5.13), (5.5.14) устанавливают непосредственную зависимость 

собственных частот от упругих и динамических параметров отдельных компонен-

тов слоистой композиции и позволяют путем их выбора управлять вибрационны-

ми характеристиками тела. 

 

5.6 Влияние взаимодействия компонентов композиции на свободные 

колебания слоистых армированных тел 

 

На примере многослойного стержня исследуется влияние взаимодействия 

компонентов композиции на свободные колебания слоистых армированных тел. 

При сильном взаимодействии компонентов многослойного КМ, полученное урав-

нение частот определяет одну собственную частоту, величина которой мало отли-

чается от частот, найденных на основе теории "эффективных" модулей. При сла-

бом взаимодействии компонентов многослойной композиции, что реализуется 

при больших частотах с малой длиной волны, колебанию многослойного стержня 

соответствуют две собственные частоты, отличающиеся от частот двух стержней 

идентичных размеров, но изготовленных отдельно из материала матрицы и от-

дельно из материала наполнителя. 

Определенные на основе полученных соотношений значения собственных 

частот низших (первых трех) форм колебания стержня прямоугольного попереч-

ного сечения из стеклопластика удовлетворительно согласуются с эксперимен-

тальными данными. 

 При анализа изгибных колебаний незакрученного многослойного армиро-

ванного стержня, имеющего лопаточный профиль постоянной толщины, ис-

пользуется обобщенный на слоистые среды принцип Гамильтона (5.3.4). Согласно 
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этому принципу минимум накопленных за время (t0, t1) в теле энергии деформа-

ции we, кинетической энергии K соответствует действительному его состоянию, 

т.е. 

.dt)Kw(
t

t

0
1

0

            (5.6.1) 

Для многослойной ортотропной среды связь между продольными напряже-

ниями и деформациями, записывается в виде (5.5.1).  

Если для каждого слоя стержня из КМ принять гипотезу плоских сечений, то 

деформации определяются равенствами [235-239], [246] 
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через перемещения vi(z,t). В соответствии с (5.6.1), (5.6..2) можно получить 
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и  интегрирование осуществляется по объему V стержня. 

Возможные смещения точек при колебаниях стержня описывается как  
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в которых nA  – амплитудные значения смещений, ω - круговая частота, /zz  . 

В качестве допустимых функций )z(Х n  целесообразно выбрать собственные 

функции стержня в виде (5.5.9), удовлетворяющие условиям консольного закреп-

ления (5.5.10) и равенствам (5.5.11). 

Минимизация интеграла (5.6.1) по параметрам nA  позволяет получить систе-

му n уравнений [246-248], 
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в которой  
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Здесь dFycI i

F

2
331
  осевой момент инерции и F площадь, b размеры слои-

стого поперечного сечения. 

Система уравнений (5.6.4) имеет нетривиальное решение ( nA 0), если опре-

делитель, составленный из коэффициентов при неизвестных nA , равен нулю. Это 

условие записывается в виде произведения 

02
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)( n
n

n  , 

каждый сомножитель, которого представляет собой уравнение собственной час-

тоты колебания по n-ой гармонике. Последнее уравнение с учетом принятых обо-

значений удобно записать в форме 

01222
1
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Здесь коэффициент B для стержня заданной длины и состава композиции яв-

ляется функцией волнового числа kn и стремится к нулю с уменьшением длины 

волны (ростом kn). При малых значениях волнового числа kn и "сильном" взаимо-

действии слоев стержня из композиционного материала (В>>1)  уравнение (5.6.5) 

определяет один корень 12  , которому соответствуют технические частоты 



 234 

.
F

ak
f

i

i
n

n
 2

2

2 
          (5.6.7) 

Выражение (5.6.7) совпадает с формулой (5.5.14), полученной при сильных 

ограничениях на деформацию тела (5.5.2). 

Вычисленные по формуле (5.6.7) частоты, мало отличаются от частот 

,
F)(

IEk
f

*
n

n
31

13

2

2

122  



       (5.6.8) 

полученных на основе «эффективных» модулей композиционного материала, 

где Е3 модуль упругости, dFyI
F

* 2
1  . 

Параметры собственных частот 2
1  совпадают с параметрами 
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собственных частот двух стержней, изготовленных отдельно из материала матри-

цы и материала наполнителя. Тем самым устанавливается, что сплошность арми-

рованной среды, являющейся композицией двух твердых тел, обеспечивается ука-

занным параметром. Физически одновременное сосуществование двух форм ко-

лебаний в армированной среде при высоких частотах оправдано тем, что в коле-

бательном движении находится каждый из компонентов композиции [246]. Одна-

ко на его свободное колебание накладывается влияние окружающего его другого 

материала. Этот эффект оценивается выражениями (5.6.9) [138, 246]. С этими вы-

водами перекликаются некоторые результаты работы Л.П. Хорошуна и В.З. Тын-

дюка [140]. В этой работе при исследовании колебания двухфазного композит-

ного слоя отмечается, что каждому волновому числу соответствуют две частоты. 

Выражения (5.6.9) позволяют управлять частотами с помощью параметра B. Из 

уравнения (5.6.4) устанавливается также соотношение (An) амплитуд колебания 

матрицы и наполнителя. 

Собственные функции )z(Х n  для рассматриваемого стержня имеют форму, 

как показано на рисунке 5.6.1 (см. рисунок 5.6.1). 
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Рисунок 5.6.1 – Изменение формы собственных функций )z(Х n  по длине стержня при 

различных nk : 1 - nk =1.875; 2 –  4.694;  3,4,5,6,7 – соответствующие данные таблицы  5.5.1.    

 

Численные сравнения экспериментальных данных приведены для стеклопла-

стикового стержня прямоугольного сечения со следующими физическими и гео-

метрическими характеристиками [246-248]: 
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Результаты расчетов собственных колебаний первых трех изгибных форм ко-

лебаний, соответствующих малым значениям kn волнового числа (большим В), 

приведены в таблице 5.6.1. Из таблицы 5.6.1 видно, что отличия расчетных значе-

ний собственных частот от экспериментальных незначительны и, в  целом, нахо-

дятся в пределах разброса экспериментальных данных. 

 

Таблица 5.6.1  Значение расчетных и экспериментальных собственных частот волновых 

чисел 

Частота, гц 1 2 3 

Экспериментальная 122 770 2100 

По формуле (5.6.7) 124 775 2170 

По формуле (5.6.8) 125 795 2200 
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Таким образом, данный анализ позволяет путем выбора материала компонен-

тов композиции слоистой армированной среды управлять собственными частота-

ми колебаний деталей без изменения их геометрических размеров и формы, что 

важно в технических приложениях. 

 

5.7 Собственные частоты колебаний неподвижных и вращающихся 

многослойных анизотропных стержней и лопаток 

 

Ниже рассматриваются консольные неподвижные и вращающиеся, равно-

мерно закрученные на угол 0  слоистые анизотропные стержни, составленные из 

различных анизотропных материалов. Рассматриваются четыре типа многослой-

ных стержней (15 слоев) прямоугольного сечения, составленных из чередующих 

слоев: 1-й стержень состоит из алюминия; 2 - боралюминия и алюминия; 3 - бора-

люминия, карбида кремния и алюминия; 4 - боралюминия армированных волок-

нами под углами 000 153045  ,,  к оси стержня. Упругие свойства боралюми-

ния (BAL) приведены в таблице 1.3.2 (см.  п. 1.3). 

Стержень прямоугольного сечения имеет следующие геометрические пара-

метры: ℓ=118 мм, b=60 мм, h=4.8 мм, .00   В этом случае значение, определен-

ные по формуле (5.6.7), первых шесть собственных технических частот изгибных 

колебаний приведены в таблице 5.7.1. На рисунке 5.7.1 приведены кривые изме-

нения технических частот nf  от волновых чисел kn.  

Расчеты (см. таблицу 5.7.1) устанавливают непосредственную зависимость 

технических частот от упругих и динамических параметров отдельных компонен-

тов композиции и позволяют путем их выбора управлять вибрационными харак-

теристиками тела. 

При практических расчетах собственных частот учет влияния действующих 

на стержень или лопатку нагрузок осуществляется с использованием результатов 

анализа их НДС (см. п.4.6). Сравнения первых трех собственные частот стержня 

прямоугольного сечения, вычисленные по формуле (5.6.7), с результатами экспе-
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римента (см. п. 5.6.6) дают  хорошие результаты. Однако, чтобы получить резуль-

таты расчета собственных частот и форм высоконагруженных стержней или лопа-

ток компрессора при условии их консольного закрепления в корневом сечении, 

анализ НДС которых проводился в п. 4.6, необходимо провести расчеты собст-

венных частот для различных рабочих режимах конструкции. Таким образом, для 

достоверного определения собственных частот колебаний многослойных стерж-

ней или компрессорных лопаток из КМ, необходимо использовать результаты 

статического расчета при различных рабочих нагрузках конструкции, который 

должен предшествовать решению задачи определения собственных частот (см. 

глава 6). Как известно [156], величина переменных составляющих газовых сил, 

приложенных к лопатке, обычно достигают нескольких процентов от их среднего 

значения. Однако они могут возрасти при резонансе (совпадения частоты газового 

потока или вращения лопатки и одной из собственных частот лопатки). Особенно 

легко возбуждаются колебания по низшей изгибной форме, реже возникают коле-

бания по второй или третьей изгибной, первой или второй крутильной, а также 

пластиночным формам. Для компрессорных лопаток наиболее сильными гармо-

никами возбуждения к частоте вращения ротора являются гармоники с числами 

кратности k=1,2,3,4,5,6. 

 

Рисунок 5.7.1 – Зависимость расчетных технических частот nf  от волновых чисел kn (1- 

АL, 2 – Bor-AL, 3 - Bor(
000 153045  ,, ). 
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Таблица 5.7.1  Значение расчетных технических частот nf   волновых чисел. 

kn 1,875 4,694 7,854 10,996 14,137 17,279 

AL 177,3 1111,4 3111,4 6098,4 10081 15059 

Bor-AL 345,5 2165,6 6062,9 11883 19644 29344 

Bor-Sic-AL 326,5 2046,8 5730,2 11231 18566 27734 

Bor(
000 153045  ,, ) 300,3 1882,1 5269,1 10327 17072 25502 

 

Поэтому, на этапе эскизного проектирования лопатки необходимо решить за-

дачу отстройки ее от зон возможных резонансов. Для этого после определения 

собственных частот и форм колебаний многослойных лопаток из КМ на различ-

ных режимах нагружения строится резонансная диаграмма лопатки, на которой 

наносят кривые изменения собственных частот колебаний лопатки с учетом влия-

ния центробежных или газовых сил и лучи гармоник к частоте вращения. Точки 

пересечения кривых собственных частот с лучами гармоник определяют резо-

нансные частоты, от которых необходимо отстроить лопатку. В этом случае соб-

ственные частоты колебаний лопатки отстраивают от резонанса, изменяя закон 

распределения толщин по серединной поверхности лопатки [156] или с помощью 

изменения  свойств многослойной лопатки из КМ с учетом НДС. 

В качестве примера приводятся резонансные диаграммы изгибных колебаний 

для многослойного стержня прямоугольного сечения, геометрические параметры 

которых приведены выше. На рисунке 5.7.2 изображена резонансная диаграмма 

изгибных колебаний для отстройки от первых четырех гармоник возбуждения на 

рабочем режиме n =1. Для данного многослойного стержня прямоугольного сече-

ния, как видно из рисунка (рис. 5.7.2), отстройки от первых четырех гармоник 

возбуждения на рабочем режиме  n =1 не потребуется. 

Применение стержневой теории к сложной модели, каковой является ком-

прессорная лопатка, показывает, что формы колебаний будут смешанными и 

имеют и изгибные, и крутильные, и продольные перемещения одновременно. По-

этому особый интерес представляет поведение второй изгибной и первой кру-

тильной форм из-за возможности возникновения на определенных рабочих режи-
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мах изгибно-крутильного флаттера. Необходимо отметит, что вопросы прогнози-

рования возможности возникновения флаттера выходят за рамки данной работы. 

Однако, имеется определенный эффект возникновения которого необходимо из-

бежать на этапе эскизного проектирования лопатки из КМ. Один из таких эффек-

тов - инверсия собственных форм. Инверсия собственных форм, соответствую-

щих двум различным частотным функциям, это взаимный обмен характеризую-

щими их качественными признаками.  При возникновении инверсии собственных 

форм колебаний вероятность появления изгибно-крутильного флаттера лопаток 

достаточно велика [156,162]. 

 

а) 

 
б) 
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в) 

 
с) 

Рисунок 5.7.2. – Резонансная диаграмма изгибных колебаний многослойного стержня, со-

ставленных из чередующих слоев из алюминия (а), боралюминия и алюминия (б), боралюми-

ния, карбида кремния и алюминия (в), боралюминия с углами армирования 000 153045  ,,  

(с) для отстройки от первых четырех гармоник (1,2,3,4) возбуждения на рабочем режиме  n =1. 
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Глава VI 

РАСЧЕТ ЗАКРУЧЕННЫХ  МНОГОСЛОЙНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ 

СТЕРЖНЕЙ 

 

6.1 Современное состояние вопроса анализа собственных частот и форм 

колебаний стержневых конструкции и лопатки компрессора из 

композиционных материалов 

 

Проведем обзор и анализ работ по вопросам нахождения  частот и форм ко-

лебаний стержневых конструкции и лопатки компрессора для их последующего 

использования для многослойных анизотропных стержневых конструкций из КМ 

на этапе эскизного проектирования.  

1. Аэроупругие явления в ГТД. Широкий диапазон аэроупругих процессов, 

которому подвергается конструкция при взаимодействии с потоком газа (жидко-

сти), в одних случаях может вызвать развитие усталостных трещин, приводящих к 

преждевременному исчерпыванию ресурса конструкции. В других случаях при 

интенсивных переходных режимах может привести к исчерпанию несущей спо-

собности системы из-за хрупкого разрушения материала или малоцикловой уста-

лости. Наибольшее влияние аэроупругие процессы имеют на авиационные конст-

рукции. В самолѐтах аэроупругим деформациям подвергаются: крыло, оперение, 

фюзеляж, органы управления; у вертолѐтов - лопасть несущего винта; в газотур-

бинных двигателях - лопатки компрессора и турбины. 

Одним из основных требований, предъявляемых к современным авиацион-

ным ГТД, является получение максимальных удельных параметров, что, в свою 

очередь, приводит к необходимости снижения массы всего двигателя. Данная 

тенденция приводит к тому, что вновь проектируемые лопатки имеют всѐ мень-

шие относительные толщины профилей и большие относительные удлинения, ис-

тончаются замковые соединения и диски, происходит переход на беззамковые ра-

бочие колеса, исключающие конструкционное демпфирование. Эти процессы со-

провождаются повышением уровня аэроупругих колебаний лопаток, возрастани-
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ем вероятности проявления различных аэроупругих явлений. Особенно остро 

проблема прогнозирования динамического поведения лопаток возникает при про-

ектировании или модернизации перспективных вентиляторных ступеней, которые 

являются наиболее нагруженными. Подавляющее число поломок лопаток ГТД 

имеет усталостный характер [159]. Эти поломки вызываются высокими вибраци-

онными напряжениями, возникающими в рабочих лопатках при резонансных ко-

лебаниях [159]. 

Нестационарные аэроупругие явления в ГТД можно разделить на 2 типа: вы-

нужденные колебания лопаток и флаттер (автоколебания). 

На сегодняшний день наиболее распространенным методом определения ре-

зонансных режимов работы двигателя является построение диаграммы Кэмпбел-

ла, (рис. 6.1.1) на которой ищутся точки пересечения возбуждающих частот (на-

пример, кратных частоте вращения ротора), и собственных частот колебаний ло-

патки [160]. 

 

Рисунок  6.1.1 - Пример диаграммы Кэмпбелла. Жирные линии - собственные частоты ко-

лебаний, тонкие линии - возбуждающие гармоники, кратные частоте вращения ротора. 

 

Наиболее легко возбуждается и представляет наибольшую опасность первая 

изгибная форма колебаний с самой низкой частотой [253]. Поэтому на этапе про-

ектирования в обязательном порядке проводится отстройка основной формы ко-

лебаний лопатки от резонансов на максимальном рабочем режиме. Для анализа 

результатов расчета строится диаграмма возбуждения лопатки (диаграмма Кэм-
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пбелла). Пример диаграммы представлен на рис. 6.1.1, где по оси абсцисс отло-

жены числа оборотов вращения ротора, по оси ординат - частоты собственных 

колебаний лопаток f, которые наносятся на диаграмму по данным расчетов. Лучи, 

проведенные из начала координат, представляют собой частоты возбуждения, 

кратные числам оборотов n [253]. Кратность k указана для каждого луча. Точки 

пересечения лучей с кривыми  fco6 и определяют частоты вращения двигателя, при 

которых возникают резонансные колебания лопаток. Необходимо, чтобы данные 

частоты вращения отличались от рабочей частоты  nра6  вращения ротора двигате-

ля. Для достижения этого при проектировании лопаток ГТД проводится ряд рас-

четов форм и частот их собственных колебаний. Изменяя геометрию лопаток, до-

биваются отстройки от резонанса на максимальном режиме работы двигателя 

(рис. 6.1.2) [253]. 

 

Рисунок 6.1.2 - Частотная диаграмма для исследования резонансных колебаний лопаток: f1  

- исходная геометрия;  f2  - отстроенные лопатки 

 

Реальные детали имеют не одну, а целый спектр собственных форм колеба-

ний и соответствующих им частот [253]. Изменяя конфигурацию детали, места и 

жесткость узлов крепления, можно изменить спектр частот собственных колеба-

ний так, чтобы ещѐ на стадии проектирования отстроиться от возможных резо-

нансов с большими переменными нагрузками на основных рабочих режимах 

[252]. Ввиду сложности расчетного определения величины вибрационных напря-
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жений лопаток ГТД в рабочих условиях в настоящее время их измеряют экспери-

ментально прямым тензометрированием в составе двигателя. Для этого лопатки 

препарируют тензорезисторами и исследуют их вибрационные характеристики на 

всех режимах работы двигателя при его доводке [253]. Для регистрации результа-

тов этих исследований применяют магнитографы, катодные и шлейфовые осцил-

лографы. Амплитудно-частотный анализ переменных во времени сигналов прово-

дится с помощью анализаторов спектров частот. Этот комплекс расчетно-

экспериментальных работ по обеспечению вибрационной прочности рабочих ло-

паток ГТД является трудоемкой, сложной инженерной задачей [253]. Исключение 

резонанса лопатки на максимальном рабочем режиме является важнейшим усло-

вием обеспечения надежной работы двигателя. Поэтому расчету форм и частот 

собственных колебаний лопаток ГТД на этапе проектирования всегда уделяется 

особое внимание [253]. 

Как показаны в [254], [255], наибольшими являются центробежные силы, 

действующие на лопатки при вращении. В зависимости от рабочей частоты вра-

щения турбины, а также размеров лопатки, численные значения действующих на 

нее центробежных сил могут изменяться в очень широких пределах, достигая для 

лопаток последних ступеней низкого давления нескольких меганьютонов. Если в 

лопатках постоянного сечения центробежные силы, в основном, вызывают на-

пряжения растяжения, то в закрученных лопатках переменного сечения, помимо 

напряжений растяжения, возникают также значительные напряжения изгиба и 

кручения. Усилия, действующие на лопатку от потока пара, имеют значительно 

меньшие численные значения, чем центробежные силы, и достигают максималь-

ных значений, равных нескольким килоньютонам, в регулирующих ступенях 

мощных турбин. Поскольку действующие от парового потока силы направлены 

перпендикулярно оси лопатки, то они вызывают в лопатке изгибающие напряже-

ния, так называемые напряжения парового изгиба. Кроме статических и термиче-

ских напряжений, в рабочих лопатках паровых турбин в процессе эксплуатации 

могут возникать динамические напряжения, периодически изменяющиеся во вре-

мени. В отличие от статических напряжений, численные значения которых могут 
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быть найдены расчетным путем, значения переменных напряжений не могут быть 

вычислены с требуемой для практики точностью, что объясняется недостаточно-

стью знаний как возмущающих, так и демпфирующих сил. 

Таким образом, проблема изгибно-крутильного флаттера рабочих лопаток 

турбомашин чрезвычайно актуальна, несмотря на недостаточное внимание, уде-

ляемое ей в различных литературных источниках. 

Являясь разновидностью динамической неустойчивости упругого тела, свя-

занный изгибно-крутильный флаттер очень близок к явлению динамической по-

тери устойчивости стержней при нагружении следящими силами. 

2. Критериальные оценки и вероятностно-статистические подходы. В работе 

[256] показаны, что на начальном этапе развития теории флаттера существенное 

развитие получили так называемые критериальные оценки, являющиеся в основ-

ном одно- или двухпараметрическими зависимостями  [162, 163], зависимости от 

большего числа параметров встречаются значительно реже [164]. Самым распро-

страненным и одним из наиболее простых критериев является число Струхаля 

(приведенная частота), вычисляемое по формуле: 

,
U

c
Sh


            

где ω - круговая частота собственных колебаний лопатки; с - длина хорды лопат-

ки; U - скорость набегающего потока. Физический смысл числа Струхаля состоит 

в отношении нестационарной составляющей силы, действующей на профиль и 

вызванной колебаниями лопатки, к стационарной нагрузке, определяемой скоро-

стным напором [256]. С увеличением числа Струхаля поведение лопатки стано-

вится всѐ более отличным от квазистационарного. Критериями устойчивости к 

флаттеру в работе [164] являются значения Sh>0.8 при рассмотрении колебаний 

по изгибной форме, Sh>1.4 - по крутильной. В [165] соответствующими критиче-

скими значениями являются Sh=0.3 и Sh=1.6. Наиболее перспективным подходом 

является использование численных методик определения устойчивости лопаток к 

флаттеру в трехмерной постановке, учитывающих все геометрические и физиче-

ские особенности объекта [256]. 
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3. Численные методы анализа. Следует отметить, что обычный способ улуч-

шения параметров ГТД на основе традиционных подходов, ориентированных на-

ряду с расчетами в основном на дорогостоящие эксперименты, практически ис-

черпал себя [256]. В силу ограниченных возможностей наземных эксперимен-

тальных установок, их дороговизны и длительности испытаний в практике двига-

телестроения и других областях техники интенсивно развивается направление, 

ориентированное на создание и анализ математических моделей объектов, бази-

рующейся на широком применении и синтезе современных численных методов 

механики сплошной среды и ЭВМ. При численном решении задачи о совместных 

колебаниях твердого тела и газового потока исследователи сталкиваются с рядом 

трудностей. Во - первых, это много дисциплинарные задачи - при еѐ решении 

приходится пользоваться методами теории упругости, аэродинамики и теории ко-

лебаний. Во-вторых, нестационарность протекающих процессов, в частности, 

подвижность границ расчетной области, зависимость нестационарных газовых 

сил от текущего положения и предыстории движения лопатки. В - третьих, при 

решении связанных задач имеются сложности математического плана вследствие 

отсутствия унифицированного математического аппарата для комплексного опи-

сания еѐ поведения [256]. Вследствие указанных факторов многие исследователи, 

используют упрощенные модели, позволяющие, так или иначе, свести задачу к  

последовательному решению газодинамической и твердотельной задач или к од-

ной из них с использованием аналитических зависимостей для другой [256]. Та-

кие подходы Дж. Маршалл и М. Имриган [166] называют «классическими». В 

группу «интегрированных» данные авторы относят методы, в которых проводится 

попытка решения совместной задачи. Большой обзор методов решения задачи 

флаттера приведен также в работах [167-169]. 

До недавних пор основным методом расчетов НДС и вибрационных характе-

ристик была «стержневая» теория, рассматривающая лопатку как тонкий, естест-

венно закрученный стержень [170], [172], [173], [254]. Лопатки условно подразде-

лялись на гибкие и жесткие и для каждого класса вводились свои дополнительные 

предположения. Для жестких лопаток упругие прогибы и углы поворота сечений 
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считаются малыми и не изменяющими геометрическую форму ее осевой линии. В 

этом случае напряжения в лопатке от действия центробежных сил и паровых уси-

лий можно определять отдельно. Для расчета жестких лопаток используется тео-

рия прямых стержней (теория балок) [174-175]. К жестким стержням относится 

большинство лопаток паровых турбин: все ступени высокого и среднего давле-

ния, а также лопатки первых ступеней низкого давления [254]. Особенность рас-

чета гибких естественно закрученных лопаток заключается в том, что при рас-

смотрении их деформации необходимо учитывать взаимосвязанность деформаций 

растяжения, изгиба и кручения. Кроме того, при вычислении изгибающего и кру-

тящего моментов нельзя считать малыми упругие прогибы и углы поворотов се-

чений и пренебрегать ими, как это делается при расчете жестких лопаток [254].  

Формы колебаний закрученных стержней являются пространственными, они 

не имеют узлов как неподвижных точек оси стержня, которые позволяют доста-

точно просто классифицировать формы колебаний незакрученного стержня. На-

чальную закрученность стержней двусимметричного поперечного сечения учиты-

вает классическая теория стержней Кирхгофа-Клебша [176]. Однако поперечные 

сечения рабочих лопаток имеют явно выраженную несимметрию. Несимметрия 

сечения приводит к взаимосвязи различных видов колебаний. Инерционная связь 

изгибных и крутильных колебаний возникает вследствие несовпадения центра 

масс и центра изгиба сечения. Учет этого несовпадения уточняет классическую 

теорию стержней Кирхгофа-Клебша, но не является достаточным для описания 

колебаний закрученных лопаток несимметричного сечения. 

Техническая теория закрученных стержней учитывает, кроме того, деформа-

цию продольных винтовых волокон при упругом кручении стержня. Даже для 

стержня с двусимметричным поперечным сечением при этом возникает связь 

продольной и крутильной деформаций. У стержня с несимметричным попереч-

ным сечением продольные деформации при кручении вызывают не только про-

дольную силу, но и изгибающие моменты. Изгиб же закрученного стержня с не-

симметричным сечением за счет поперечных составляющих деформаций винто-

вых волокон вызывает деформацию кручения. Таким образом, возникает дефор- 
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мационная связь изгибных, крутильных и продольных колебаний [177-178].  

При необходимости проводятся серии однотипных расчетов, в частности, в 

процессе приведения собственных частот колебаний проектируемой лопатки в 

соответствие с требованиями норм прочности [257]. В этом случае для перебора 

множества конфигураций за ограниченное время возникает потребность в высо-

кой скорости расчета.  

В работе [252] показаны, что модель стержня в работах И.А. Биргера [173, 

174] и Б.Ф. Шорра [172] применена для развития различных вариантов теории за-

крученных стержней и является весьма эффективной при моделировании динами-

ки лопаток. Практически с начала внедрения ГТД до настоящего времени про-

должается процесс совершенствования стержневой модели для проектирования 

лопаток турбомашин. Опираясь на классические работы Г. Кирхгофа, А. Клебша, 

А. Лява [175-178], используя результаты исследований Г.Ю. Джанелидзе, А.И. 

Лурье, СП. Тимошенко, П.М. Риза, [93, 178], основанные на применении теории 

упругости к анализу НДС закрученных стержней, И.А. Биргер, Ю.С. Воробьев и 

Б.Ф. Шорр разработали различные варианты теории естественно закрученных 

стержней для расчета лопаток турбомашин. Подробные обзоры работ в этом на-

правлении приведены в [179,180]. Данный подход позволил учесть влияние таких 

факторов, как начальная закрутка, депланация сечения, сдвиг и т.д. [252]. 

Это позволило получать удовлетворительные результаты при расчете НДС и 

частот собственных колебаний компрессорных лопаток большого удлинения, для 

которых справедлива гипотеза свободного кручения.  

Уравнения равновесия прямолинейных естественно закрученных стержней 

также можно найти у В.А. Светлицкого [241], [257]. В работе Ю.М. Темиса и В.В. 

Карабана [182] была реализована нелинейная модель предварительно закрученно-

го стержня, использующая для описания деформации члены второго порядка ма-

лости, что позволило существенно повысить точность расчетов и учесть нелиней-

ные эффекты, такие как изменение центробежной нагрузки, действующей на вра-

щающуюся лопатку в процессе ее деформирования [257].  

Необходимо отметить, что каждая уточняющая модификация стержневой 
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модели лопатки сопряжена с усложнением этой модели. В частности, модель 

А.И.Ушакова [183], предложившего свой вариант нелинейной теории тонкостен-

ных стержней произвольной формы для расчета лопаток с кривой осью, косыми 

торцами и переменной по длине геометрией, позволяет учесть не только деплана-

цию средней линии поперечного сечения, но также и деформацию стенки. Эта 

модель, хотя и позволяющая верно оценить величины низших частот колебаний 

широкохордных лопаток компрессоров, вентиляторов и некоторых типов охлаж-

даемых лопаток турбин, является чрезмерно   сложной,   поскольку  вместо   од-

номерной   стержневой  модели сводится  фактически  к объемному  анализу та-

ких конструкций [183].  К настоящему времени опубликовано большое число ра-

бот отечественных и зарубежных исследователей, посвященных этой проблеме. 

В литературе описаны различные способы расчета форм и частот собствен-

ных колебаний лопаток. Их общим недостатком является то, что результаты рас-

чета хорошо согласуются с экспериментальными значениями только в конкрет-

ных частных случаях для определенных конструкций лопаток [252, 253]. В на-

стоящее время все еще не предложено единой универсальной методики обеспече-

ния вибрационной прочности лопаток ГТД, основанной на точном решении зада-

чи расчета вибрационных характеристик современных рабочих колес сложной 

конструкции. 

4. Энергетический подход. При использовании энергетического подхода 

предполагается [256], что все лопатки колеблются по одной и той же форме коле-

баний, с одной амплитудой и частотой (данные параметры являются константами 

задачи). В работе [184] показано, что такая постановка соответствует случаю с 

наименьшей устойчивостью решений. Описание метода одним из первых было 

дано в [185]. Алгоритм решения задачи согласно энергетическому подходу можно 

условно описать следующим образом [256]: 

Определение собственных форм и частот колебаний лопатки без учета неста-

ционарных аэродинамических нагрузок.  

Выбор тех форм и частот, возникновение автоколебаний по которым наибо-

лее вероятно (как правило, это первые изгибная и крутильная формы [186]). 
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Задавшись некоторым законом колебаний лопаток (формой и частотой, ам-

плитудой и фазовым сдвигом), проводится нестационарный аэродинамический 

расчет обтекания колеблющейся решетки профилей. 

По знаку работы газа над лопаткой за один период колебаний определяется 

устойчивость по соответствующей собственной форме. Положительная работа 

свидетельствует о «склонности» лопатки к автоколебаниям, отрицательная - об 

устойчивости [256]. 

Как отмечается в работе [187] энергетический подход обладает низкими по 

сравнению с аналогами требованиями к вычислительным ресурсам и позволяет 

определить запасы устойчивости во всей рабочей области.  

Результаты расчетов по энергетическому методу затем можно использовать 

для расчета прочности путѐм гармонического анализа (поиска отклика системы на 

гармонические нагрузки). 

Основным достоинством энергетического подхода, по сравнению с решением 

сопряженной задачи, является относительная простота, а недостатком - возмож-

ность моделировать только установившиеся колебательные процессы без учета 

обратного влияния газового потока на колебания лопатки. 

5. Решение задачи прочности  в частотной области. В отличие от энергетиче-

ского подхода метод решения аэроупругой задачи на собственные значения опи-

рается главным образом на решение твердотельной составляющей задачи, упро-

щая аэродинамическую составляющую. В этом случае проводится анализ уравне-

ний свободных колебаний лопаток в предположении, что аэроупругие силы явля-

ются только функциями перемещений.  

Для этого расчетным или иным путѐм определяется набор аэродинамических 

параметров (подъемных сил и моментов, возникающих при различных смещениях 

профиля), которые затем используются в качестве коэффициентов в матрицах же-

сткости и демпфирования [256]. Далее задача сводится к задаче о собственных 

значений. Действительная часть полученных комплексных частот соответствует 

частоте собственных колебаний, мнимая – характеризует уровень аэродемпфиро-

вания [163], [256]. 
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Анализ в частотной области обладает теми же преимуществами, что и энер-

гетический подход – относительной простотой и более низкими требованиями к 

вычислительным ресурсам. 

Указанных выше недостатков удается избежать, применяя различные расчет-

ные методы анализа конструкций. Расчетные методы анализа прочности конст-

рукций, как правило, разделяют на аналитические и численные. 

Аналитические методики исследования напряженно-деформированного и 

вибрационного состояния основаны, как правило, на упрощенных соотношениях 

теории стержней, оболочек, а также теории колебаний. Преимуществом аналити-

ческих методик является относительная простота использования и удобство при 

проведении оценочных расчетов на начальных этапах проектирования. 

6. Изгибно-крутильные колебания естественно закрученных  лопаток. Глав-

ной особенностью естественно закрученной лопатки является взаимная связан-

ность растяжения и изгиба с кручением: растягивающая сила и изгибающие мо-

менты в сечениях лопатки вызывают не только изгиб, но и кручение. Соответст-

венно, крутящий момент вызывает не только закручивание лопатки, но и растя-

жение-сжатие и изгиб. Чтобы учесть эту взаимную связанность рабочие лопатки 

турбомашин наиболее часто моделируют в виде тонкостенных естественно закру-

ченных стержней [188], совершающих изгибно-крутильные или крутильно-

продольные колебания. Однако в настоящее время отсутствуют методы аналити-

ческого решения системы дифференциальных уравнений, описывающих изгибно-

крутильно-продольные колебания закрученной лопатки переменного сечения. 

Нахождение собственных частот колебаний рабочих лопаток является одной 

из основных задач при проектировании любой турбомашины. А поскольку анали-

тическое решение системы дифференциальных уравнений изгибно-крутильно-

продольных колебаний закрученной лопатки переменного сечения отсутствует, 

разработан ряд приближенных методов (методы Рэлея, Ритца, метод последова-

тельных приближений и т. д.) [189], позволяющих оценивать собственные часто-

ты колебаний рабочих лопаток. 

Одним из вариантов оценки собственных частот колебаний закрученных ло- 
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паток является методика расчета [191] с помощью таблиц. При использовании 

этой методики собственные частоты консольных закрученных балок рассчитыва-

ются по стандартным формулам [191]. 

Как показывает практика расчетных и экспериментальных исследований 

НДС лопаток [192], для повышения достоверности получаемых расчетных ре-

зультатов наиболее целесообразно использовать численные методы. Достоинст-

вом численных методов является возможность решения сложных задач механики 

деформируемого твердого тела и механики конструкций при гораздо, меньших 

затратах, чем при экспериментальных исследованиях. 

7. Анализ состояния проблемы колебания ГТД изготовленных из КМ. В рабо-

те [209] показано, что создание современных газотурбинных двигателей (ГТД) 

характеризуется заменой в ряде деталей традиционных конструкционных мате-

риалов (сталей и титановых сплавов) на современные КМ, имеющие более высо-

кие удельную прочность и жесткость. Такие работы проводят все ведущие двига-

телестроительные фирмы мира (General Electric, Pratt and Whitney, CFM 

International и др.). Исследованиями в этой области также занимаются ФГУП 

ЦИАМ, ФГУП ВИАМ, ОАО «НПП «Мотор», ОАО «Пермский моторный завод» и 

др. В настоящее время  одним из основных направлений по применению КМ в га-

зотурбинных двигателях является создание лопатки из углепластика, лопатки из 

титанового сплава, армированного волокнами карбида кремния, лопатки состав-

ной конструкции и лопатки из КМ на металлической матрице [209]. 

В [204] показано, что растущий интерес к демпфирующим конструкциям из 

КМ стимулирует разработку методов определения их собственных частот и коэф-

фициентов механических потерь. Этот интерес обусловлен в первую очередь тем, 

что диссипативные свойства конструкционных КМ значительно превосходят ана-

логичные характеристики подавляющего большинства металлов и сплавов и мо-

гут быть использованы в качестве параметров проектирования конструкций с за-

данными свойствами. При создании КМ и изделий из них важнейшее значение 

имеет прогнозирование упругих и диссипативных характеристик конструкций по 

известным свойствам отдельных монослоев. Для этого необходимо располагать 
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полным набором упругих и диссипативных характеристик материалов монослоев, 

компонуемых в конструкцию. Вопросы определения полного набора комплекс-

ных модулей получили достаточное освещение в современной литературе [195-

198]. Определенный прогресс в этом направлении достигнут для элементов кон-

струкций, состоящих из жестких конструкционных КМ [199-201]. При переходе к 

слоистым конструкциям, состоящим из совокупности жестких и мягких слоев, си-

туация становится еще сложнее и известны несколько работ, посвященных иссле-

дованию их затухающих колебаний [203-206]. Ни в одной из указанных работ не 

были учтены эффекты трансверсального сжатия, учет которого позволит более 

полно выявить особенности поведения указанных конструкций. Учитывая слож-

ность поставленной задачи, естественно выбрать объект исследования, с одной 

стороны, максимально простой, с другой - учитывающей все характерные особен-

ности исследуемого явления [204]. 

Не останавливаясь на детальном анализе многообразия существующих под-

ходов к исследованию колебаний слоистых анизотропных пластин, отметим толь-

ко наиболее существенные особенности их деформирования. 

Модули поперечного сдвига современных КМ обычно очень малы по сравне-

нию с модулями упругости в плоскости, в результате чего деформации сдвига мо-

гут влиять на поведение таких материалов гораздо существеннее, чем на поведе-

ние однородных изотропных материалов [207]. Например, определяемые по клас-

сической теории пластин собственные частоты для пластин с отношением длины 

стороны к толщине, равным 10, на 25% превышают частоты, определенные по 

теории, учитывающей деформации сдвига [207]. 

Дифференциальные уравнения, которые получаются при использовании 

принципа минимума потенциальной энергии, позволяет достаточно хорошо опи-

сать глобальное поведение пластины и стержней, т.е. определить прогибы, собст-

венные частоты и критические нагрузки. Однако, для исследования распределе-

ния напряжений по толщине пластины и стержней в областях разрыва непрерыв-

ности, например, на границах, требуется более сложная теория. На границах меж- 

слойные напряжения создают "эффект пограничного слоя", в соответствии с ко- 
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торым напряжения между слоями различных материалов отличны от нуля. 

Приведенный краткий обзор позволяет заключить, что для построения мате-

матической модели собственных колебаний квазиоднородных слоистых анизо-

тропных пластин и стержней целесообразно воспользоваться уточненной техни-

ческой теорией, поскольку исследуется глобальное поведение конструкции. 

В работе [206] для анализа упругих и диссипативных характеристик много-

слойных пластин из КМ используется модель слоистой регулярной структуры, 

предложенная в [207-208].  Представим композит в виде совокупности чередую-

щихся слоев с существенно различными свойствами. Одна группа слоев, назван-

ная в [206] жесткими, имитирует армирующие элементы композита (стеклопла-

стики, углепластики и т.п.). Другая группа, мягкие слои, моделирует свойства 

демпфирующих вязкоупругих слоев. Жесткие слои воспринимают основные уси-

лия в плоскости армирования, а мягкие слои несут ответственность за межслой-

ный сдвиг. Одной из существенных сторон теории [206,207] является совокуп-

ность кинематических гипотез. Деформации слоистой конструкции полностью 

задаются перемещениями жестких слоев, для каждого из которых учитывается 

влияние деформаций сдвига. На поверхности контакта жестких и мягких слоев 

выполняется условие непрерывности перемещений. В то же время поля деформа-

ций могут иметь разрывы. Применение вариационного принципа Гамильтона по-

зволяет построить лучшее в энергетическом смысле приближение полей переме-

щений, деформаций и напряжений к истинным полям. 

В работе [209]  приведена методика расчета на прочность лопатки компрес-

сора газотурбинного двигателя из гибридного КМ, отличающаяся тем, что позво-

ляет определять напряжения в матричном материале и в армирующих волокнах, 

оценивать по ним прочность лопатки и, рассматривая различные схемы армиро-

вания, выбирать из них вариант, обеспечивающий минимизацию напряжений в 

наиболее опасных точках лопатки. Рассматривается расчетная модель для опреде-

ления эффективных характеристик жесткости гибридного КМ на основе магние-

вой матрицы, армированной углеродными и борными волокнами, включающую 

формирование представительного элемента гибридного композита. Построение 



 255 

конечно элементной модели композита и анализ точности получаемых результа-

тов реализован в рамках пакета ANSYS.  

Колебания и аэроупругость композиционных лопастей  рассматриваются в 

работах [210-223]. Нелинейным аэроупругим колебаниям посвящены работы 

[224-228]. Некоторым вопросам, относящимся к математическим моделям упру-

гих лопастей и численным методам их расчета, посвящены работы [229-231].  

Таким образом, при создании работоспособной лопатки из КМ одним из 

важнейших направлений является максимальное снижение напряжений в местах 

перехода от пера лопатки к ее хвостовику и в угловых точках на боковых гранях 

хвостовика, где и происходит разрушение лопатки из традиционных материалов. 

В отличие от однородных материалов в лопатке из КМ, напряжения в опасных 

зонах можно снижать не только за счет геометрической формы лопатки, но и за 

счет выбора рациональной схемы ее армирования. Эффективность этого подхода 

до настоящего времени в лопатках ГТД детально еще никто не анализировал, хотя 

это может дать весьма заметный положительный эффект [209]. Для реализации 

такой возможности необходима методика расчета НДС лопатки из КМ с учетом 

его реальной структуры. При создании такой методики необходимо решить ряд 

актуальных научных задач: разработать методику экспериментального определе-

ния упругих и прочностных характеристик КМ; разработать методику расчета ко-

эффициентов жесткости композитов при различных схемах армирования с одним 

или двумя видами армирующих волокон; разработать методику расчета НДС ло-

патки из КМ с определением напряжений в матрице и армирующих волокнах и 

выбрать наиболее рациональную схему армирования с наименьшими напряже-

ниями в наиболее опасных точках лопатки. Решение указанных задач является в 

настоящее время весьма актуальным, обладающим существенной новизной и 

имеющим важное практическое значение [209]. 

 

6.2 Общие сведения 

 

Рассмотрим деформируемый стержень, у которого длина значительно пре- 
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вышает два других линейных размера поперечного сечения. Различают прямые 

стержни - с прямолинейной осью и кривые стержни, оси которых искривлены по 

различным законам. Длина прямого стержня определяется как расстояние между 

его концевыми сечениями, длина кривых стержней - как длина искривленной оси. 

Форма поперечного сечения является важнейшей характеристикой стержня. 

Выделяют сечения двусимметричные с двумя осями симметрии, симметричные с 

одной осью симметрии и несимметричные. У стержня переменного поперечного 

сечения величина или форма сечения может изменяться вдоль по длине стержня 

непрерывно или скачками.  

У закрученных стержнях боковая поверхность образуется винтовым движе-

нием контура плоского поперечного сечения относительно его оси. Такие стерж-

ни могут быть прямыми и кривыми, постоянного и переменного сечения. В на-

стоящей работе рассматриваются прямые или слабо искривленные закрученные 

стержни, как имеющие наибольшее практическое применение. Чтобы подчерк-

нуть, что закрутка стержня имела место до процесса изучаемой деформации, ее 

называют начальной. В ряде работ прикладного характера начальная закручен-

ность называется естественной [49, 93, 95, 125, 231]. Такое определение иногда 

подчеркивает, что закон начальной закрученности вызван функциональными тре-

бованиями к соответствующему конструктивному элементу. Например, закручен-

ные стержни являются моделями лопаток осевых паровых и газовых турбомашин, 

компрессоров и воздушных винтов, законы закрученности которых определяются 

требованиями аэродинамики соответствующих рабочих процессов. Закрученность 

может быть равномерной по длине (линейной) или нелинейной, описываемой 

различными законами. Поэтому закрученные стержни представляют собой тип 

стержней, требующий самостоятельного рассмотрения. 

При рассмотрении закрученных стержней используются две основные систе-

мы координат [258]: неподвижная (Кх) и местная (К) (см. рис. 1.5.1, 6.1.1). В ка-

честве неподвижной принимается прямоугольная правая система 0xyz. Начало ко-

ординат 0 расположено в центре масс начального сечения. При этом ось z направ-

ляется вдоль длины, ось х перпендикулярно волокнам, но в плоскости слоя и ось 
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у, перпендикулярно слою. Оси , неподвижной системы координат  при дви-

жении вдоль оси поворачивается вместе с сечением, оставаясь главными цен-

тральными осями любого сечения. Ось  совпадает с осью z.  

       

Рисунок 6.1.1 - Основные системы координат для закрученных стержней. 

 

Угол α(z), отсчитываемый между осями х и ξ против направления вращения 

часовой стрелки, называется углом установки текущего сечения или углом на-

чальной закрученности стержня. В этом случае неподвижная (Кх) и связанная с 

текущим поперечным сечением (К) системы координат находятся из преобразо-

вания [29] 



































z

y

x

H







,         (6.2.1) 

где Н - матрица направляющих косинусов осей координат, 
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Н 



 .        (6.2.2) 

Относительная закрученность (степень закрутки) стержня в данном сечении 

τ0 = dα/dz,          (6.2.3) 

Стержень равномерно закручен, если τ0 =const. Тогда 

α(z)= α(0)+ τ0z; τ0 = ,
)()(



 0 
          (6.2.4) 

где ℓ - длина стержня. 



 258 

Примером равномерно закрученных стержней являются спиральные сверла и 

витые манометрические трубки. Закрученность некоторых турбинных и компрес-

сорных лопаток близка к равномерной. 

Произвольная точка А0 в поперечном сечении z0 находится на расстоянии 

2222 ухr          (6.2.5) 

от оси вращения стержня. Траектория перемещения точки А0 при увеличении z 

образует винтовое волокно [49], [125], [131]. При смещении сечения вдоль оси на 

величину ∆z произойдет приращение угла закрученности и эта точка опишет в 

плоскости сечения дугу длиной ∆s=[α(z+∆z)-α(z)]r0. Основные положения линей-

ной теории стержней применимы к стержням, у которых (∆s/∆z)
2
 <<1 или 

(τ0r)
2
 <<1.           (6.2.6)  

Можно сказать, что соответствующие точки различных сечений закрученного 

стержня располагаются на винтовых линиях, углы наклона которых к оси стержня 

будет ).r(arctg 00    Тогда область рассмотрения стержней может ограничи-

ваться малыми углами наклона винтовых линий 

.1)( 2
0            (6.2.7) 

Это неравенство эквивалентно критерию (6.1.6), так как при малых углах на-

клона .r00    Необходимо отметить, что понятие винтовой линии или винтово-

го волокна используется для наглядности и при некоторых подходах к построе-

нию приближенной теории закрученных стержней, но не является необходимым 

при построении общей теории закрученных стержней. 

Некоторые особенности поведения закрученных стержней зависят от абсо-

лютного угла закрученности α (от взаимного положения сечений), другие - от 

степени закрутки τ0 (от скорости изменения по длине взаимного положения сече-

ний). 

 

6.3 Геометрические соотношения закрученного многослойного стержня 

 

Положение любого поперечного сечения стержня полностью определяется 
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координатой z. В теории стержней принято рассматривать пространственные пе-

ремещения некоторой характерной точки сечения и углы поворота сечения, кото-

рые являются функцией одной координаты z. Перемещения же любой точки сече-

ния определяются линейными и угловыми перемещениями в выбранной харак-

терной точке сечения и гипотезами о поведении сечения при деформировании 

стержня. 

Например, гипотеза плоских сечений состоит в предположении, что попереч-

ные сечения, плоские до деформации, остаются плоскими и после нее. Существу-

ет гипотеза, предполагающая малые искажения плоского сечения (депланацию), 

определяемые соответствующими производными перемещений характерной точ-

ки. После введения таких гипотез трехмерная задача о деформации стержня сво-

дится к одномерной задаче определения компонент перемещений характерной 

точки сечения, являющихся функциями координаты z. Производные по координа-

те z в дальнейшем будут обозначаться штрихами. 

Пусть компоненты линейных перемещений характерной точки сечения в сис-

теме координат xyz обозначаются соответственно u(z),v(z),w(z), компоненты угло-

вых перемещений сечения - γх(z), γу(z), γz(z), а компоненты перемещений в систе-

ме координат ξηζ соответственно  uξ(z), vη(z), wζ(z), γξ(z), γη(z), γζ(z). Тогда можно 

получить геометрические соотношения (см.рис. 6.2.1) [49] 

wζ = w;  γζ =γζ.=0;          (6.3.1) 

.Н,
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
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

        (6.3.2) 

Для компонент кривизны стержня в разных системах координат зависимости 

имеют вид  

,Н

у

х

0











  .

cossin

sincos
Н0






      (6.3.3) 

Степень закрутки (относительная закрученность) стержня при деформации 

              (6.3.4) 
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а удлинение оси 

w            (6.3.5) 

В местной системе координат ξηζ компоненты угловых перемещений [49] 

,vv,vu 00          (6.3.6) 

а компоненты кривизны  

.v2uv2u,u2vu2v 0
2
000

2
00     

При малых перемещениях 

.v,u,v,u         (6.3.7) 

 

Рисунок 6.2.1 - Компоненты линейных и угловых перемещений в неподвижной и подвиж-

ной системах координат. 

 

Для консольной жестко закрепленной по корневому сечению стержня кине-

матические граничные условия имеют вид 

w(0)=u(0)=v(0)=u'(0)=v'(0)=w'(0)=θ(0)=0,     (6.3.8) 

на торцевом сечение выполняются условия 

,0)()(v)(u)(w          (6.3.9) 

С учетом граничных условий (6.3.8) получим 
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.dz,dzv,dzu,dzw
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i        (6.3.10) 

 

6.4 Основные соотношения закрученных стержней несимметричного  

поперечного сечения 

 

Для закрученных стержней несимметричного поперечного сечения необхо-

димо, согласно результатам гл. III, учитывать связь изгибной, крутильной и про-

дольной деформаций. В то же время следует обеспечить возможность достаточно 

эффективного решения практических задач для стержней переменного сечения. 

Стремление удовлетворить оба требования и привело к построению технической 

теории закрученных слоистых анизотропных стержней. 

Предполагается, что центр поворота сечения О1 в своей плоскости совпадает 

с центром тяжести или изгиба сечения. В каждом сечении вводятся местные сис-

темы координат ξη с началом в центре тяжести или изгиба, оси которых парал-

лельны осям систем ху с началом в центре масс сечения (см. рис. 6.1.1). Зависимо-

сти для перемещений любой точки стержня будут отличаться от зависимостей 

классической теории (Кирхгофа-Клебша) учетом депланации поперечного сече-

ния при кручении (3.1.12). Эта депланация, согласно известным решениям [49, 

125] полагается пропорциональной относительному углу упругого кручения 

.r 2
0  Перемещения любой точки стержня в системе xyz определяются зависимо-

стями 

.rvyuxwW

,xvV

,yuU

2
0

0

0













        (6.4.1) 

При определении продольной деформации εz учет депланации приводит к по-

явлению дополнительных по сравнению с выражением Кирхгофа-Клебша членов 

(см.(3.1.10)) 
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При условии (6.1.6) и (6.1.7) [49], [125] имеем  

r00   .           

В дальнейшем не учитываются также члены  22
0 , . Окончательно выраже-

ния для деформаций приобретают вид (см. (3.3.4)) 
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а напряжения – 
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Потенциальная энергия деформации закрученного слоистого анизотропного 

стержня определяется выражением - 
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0 s

i
13

i
13

i
23

i
23

i
33

i
33  


       (6.4.4) 

Если исключить поперечные силы (Qj=0) и учесть условие (6.3.3), то получим  
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Тогда потенциальная энергия деформации закрученного слоистого анизо-

тропного стержня определяется через деформации - 

 
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 263 

через перемещения - 
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Здесь приняты обозначения 
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 (6.4.8) 

По сравнению с классической теорией закрученных стержней здесь вводятся 

дополнительные физико-геометрические характеристики слоистого анизотропно-

го сечения стержня (см.(1.5.15)): 


F

mnkk
mn ,dxdyyx)y,x(HI            

0m4, 0n4 (0n+m4), и жесткость на кручение закрученного слоистого ани-

зотропного стержня, определенная по Сен-Венану (см. глава II) 

,dF)(
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C
N

1i F
i

i
xz

i
yz0

i

  





       (6.4.9) 

где N количество анизотропных слоев в сечении.      

Здесь физико-механические свойства слоя )y,x(H k  содержат различные па-

раметры (например, модуль упругости, коэффициент Пуассона, модуль сдвига, 

коэффициент линейного расширения  и т.д.) в зависимости от номера k. 

Для определения геометрических характеристик слоистого анизотропного 

стержня составлена специальная программа на алгоритмическом языке Фортран 

(см. глава 1 п.1.5).  

Физико-геометрические характеристики слоистого анизотропного стержня в 

системе координат ξη определяется по формуле (1.5.22) (см.глава 1, п.1.5). 

Величины  M,M,Рz  определяются как равнодействующие сила и моменты 

в поперечном сечении от нормальных напряжений (cм. глава 3, п. 3.2) [258] 
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где b  берется из зависимостей (6.3.3): 
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i
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33 .dFM,dFM,dFP     (6.4.11) 

При определении крутящего момента tM  необходимо учесть, что напряже-

ния i
33 , действующие вдоль винтовых волокон под углом 0r к поперечному 

сечению, имеют проекцию на поперечное сечение i
33 r0, которая вызывает до-

полнительный крутящий момент (см.глава 4, п.4.2) [258]. Поэтому 
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В системе координат ξηz зависимости между силовыми и кинематическими 

характеристиками деформаций (6.2.11), (6.2.12) слоистых анизотропных стержней 

имеет вид (см. глава 3, п. 3.2): 
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а зависимости между силовыми и кинематическими характеристиками перемеще-

ний, при выполнение условий (6.2.7) будет 
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где элементы матрицы mnk  определяется по формуле (3.2.5) (см. глава 3). 

Коэффициенты матриц, входящие в (6.4.13) являются эффективными жестко-

стями сечения слоистого анизотропного стержня. 

Дифференциальные уравнения, отражающие совместные деформации слои-

стого анизотропного закрученного стержня, можно получить с помощью уравне-

ний равновесия, либо с помощью принципа Остроградского-Гамильтона (5.3.5).  
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6.5 Уравнения равновесия закрученных стержней несимметричного  

поперечного сечения 

 

В системе координат хуz компоненты главного вектора внутренних сил обо-

значаются ухz Р,Р,Р , главного момента  - ухz M,M,М , а компоненты распреде-

ленных внешних нагрузки и момента соответственно yxz q,q,q  и yxz m,m,m . То-

гда уравнения равновесия элемента стержня можно записать в обычном виде [17]: 
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Исключая поперечные силы, получаем для изгибающих моментов уравнения 
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В подвижной системе координат ξ,η,z компоненты главных вектора и момен-

та внутренних сил описываются соотношениями 
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где Н определяется из (6.2.2) 

Уравнения равновесия (6.5.1) с учетом зависимостей (6.5.3) приобретают вид 
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Для изгибающих моментов в системе координат ξηz уравнения могут быть 

приведены к виду [49] 
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Откуда уравнения равновесия (6.5.4) имеет вид: 
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или 
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Граничные условия для уравнений (6.5.1) будут [49]: 
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 Граничные условия для уравнений (6.5.6) будут [49]: 
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Уравнения деформации стержня и соответствующие граничные условия по-

лучают также часто с помощью обобщенного принципа Остроградского-

Гамильтона: 
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,dt]dz)mvqП[
t

t j
jj

i
ii    

2

1 0




       (6.5.9) 

где qi, mj - компоненты обобщенной внешней нагрузки, а vi и γj - соответствующие 

им линейные и угловые перемещения. 

Использование принципа Остроградского-Гамильтона допускает также пря-

мое решение задачи без перехода к уравнениям деформации стержня. Независимо 

от метода решения задачи каждая принятая математическая модель стержня име-

ет свою область применимости, зависящую от системы используемых гипотез. 

Для надежного практического применения математической модели область ее 

применимости должна уточняться путем экспериментальных исследований. 

 

6.6 Hекоторые энергетическиe характеристики многослойного стержня 

 

Кинетическая энергия закрученного слоистого стержня с прямой осью опре-

деляется в общем случае формулой [49] 
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а при гармонических колебаниях (в амплитудах) 
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Потенциальная энергия деформации лопатки может быть выражена в не-

скольких эквивалентных формах: 

а) в смешанной фoрме 
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или 
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Знак минус у вторых членов связан с принятым правилом знаков для момента 

и кривизны. 

б) Через внутренние усилия 
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г) Через перемещения 
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где элементы nmk    определяется по формуле (3.2.5) (см. глава 3). 

Нагрузки, действующие на лопатку [5], в общем случае складываются из на-

грузок от газовых сил - rq , инерционных нагрузок, связанных с вращением ло-

патки на роторе  - q , инерционных нагрузок, возникающих при колебаниях ло-

патки относительно диска - pq  и, наконец, нагрузок от кориолисовых сил - kq , 

возникающих при колебаниях вращающейся лопатки. Нагрузки от газовых сил, в 

свою очередь, состоят из нагрузок постоянных (или медленно меняющихся) - 0
rq , 

переменных нагрузок - rq , связанных с внешней пространственной или времен-

ной неравномерностью газового потока, и переменных нагрузок -  rq , возникаю-

щих при колебаниях самой лопатки (или других лопаток в венце). В соответствии 

c сформулированной в начале главы постановкой задачи статического расчета ло-

патки, примем ,0qqqq kprr  0
rr qq   и 0qq   , считая обороты ротора n 

(или его окружную скорость Ω) величиной постоянной. 
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Работа внешних нагрузок закрученного слоистого стержня с прямой осью 

определяется в общем случае формулой [49]: 

а) От переменных составляющих 
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т.е. с учетом (6.6.2) – в  амплитудах 
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б) от постоянных составляющих (6.6.4) 
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Из приведенных энергетических соотношений, используя вариационный 

принцип Гамильтона-Остроградского 

0dt)АПT(S
0




        (6.6.10) 

можно снова подучить дифференциальные уравнения равновесия (6.4.6) и соот-

ветствующие граничные условия (6.5.7), (6.3.8), (6.3.9). 

 

6.7 Расчет многослойных  композиционных стержней на  

статическую прочность 

 

Под статическим расчетом слоистой композиционной стержня и лопатки по-

нимают определение напряжений и деформаций, возникающих в ней под дейст-

вием постоянных центробежных и газовых сил. Точнее, указанные сила могут ме-

няться, но достаточно медленно, чтобы их воздействие на лопатку было статиче-

ским, для чего характерное время процесса должно быть существенно больше пе-

риода собственных колебаний лопатки. 

Вопросы, связанные с определением газовых сил, в работе не рассматрива-

ются. 
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1. Принятые системы координат, характеризующее расположение лопатки на 

диске, показаны на рис. 6.7.1. Здесь  ,,  - главная подвижная система коорди-

нат, ось ξ направлена по оси большей жесткости; x,y,z неподвижная относительно 

диска система; ось z направлена по радиусу, проходящему через центр тяжести 

корневого сечения 0; ось х - параллельно оси вращения (положительное направ-

ление - по движению потока газа); ось у расположена в плоскости вращения, об-

разуя вместе с х, z правую систему координат;  ,,  - подвижные оси, соответст-

венно параллельные осям x,y,z, но с началом в центре тяжести 01 текущего  сече-

ния; α - угол между осями ξ и х (угол установки текущего сечения). В лопатке c 

прямой радиальной осью направления ζ и z совпадают. 

 

Рисунок 6.7.1 - Основное системы координат при расчете лопатки. 

 

Компоненты деформации  ,,, 12  связаны с перемещениями центра тяже-

сти сечения u,v,w в направлении x,y,z  с углом поворота сечения θ относительно 

оси стержня известными геометрическими соотношениями (6.2.2) 

.,cosvsinu,sinvcosu,w   21  (6.7.1) 

Для консольной жестко закрепленной по корневому сечению лопатки кине-

матические граничные условия имею вид 
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.)()(v)(u)(w)(v)(u)(w 00000000      (6.7.2) 

на торцевом сечение выполняются условия (6.3.9) 

.)()(v)(u)(w 0         

Разрешив (6.7.1) относительно перемещений, получим с учетом граничных 

условий (6.7.2) уравнение (6.3.11) 
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Продольная сила N и крутящий момент Мt  в cистемах  ,,  и x,y,z одинако-

вы, а изгибающие моменты связаны соотношениями (4.1.13)  [125] 
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Подставляя в матричные уравнения (6.5.6)  выражения (6.7.1) и (6.7.3) придем 

к преобразованным соотношениям 

ххх КНР           (6.7.5) 

Рх  силовая матрица в системе х, у, z 
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хК - матрица упругой деформации в системе  х, у, z 
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а коэффициенты матрицы упругой жесткости 

44342414
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14131211

kkkk
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kkkk

kkkk

Н х  .         (6.7.8) 

определяются выражениями (3.2.5)-(3.2.9). 

2. Внутренние усилия и моменты, действующие в текущем сечении лопатки, 

связаны с компонентами внешней нагрузки yxz q,q,q  и распределенного момента  

yxz m,m,m  уравнениями равновесия, которые в общем случае следует относить к 

деформированному состоянию лопатки (см. рис. 6.6.2) [49]: 
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Рисунок 6.6.2 - К выводу уравнений равновесия элемента лопатки. 

 

Исключав ив уравнений (6.7.9) поперечные cилы xQ , yQ  получим  
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При колебаниях лопатки, вращающейся с постоянной угловой скоростью Ω, к 
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внешним нагрузкам в соответствии с принципом Даламбера, следует отнести 

инерционные сила и моменты относительно движения [49] 
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где точной обозначены производные по времени, а штрихом, как и раньше, про-

изводные по координате z;  

инерционные нагрузки переносного (вращательного) движения, отнесѐнные к 

деформированному состоянию лопатки [49]: 
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и нагрузки от кориолисовых сил инерции [49] 
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Нагрузки от газовых сил, считаются постоянными не зависящими от колеба-

тельного движения лопатки. Значения xyyx I,I,I , и  значения угла 00  ,  следует, 

определять с учетом статической деформации лопатки. Статический изгиб оси 

лопатки не учитывается. 

Для упрощения задачи, влиянием кориолисовых сил будем пренебрегать, как 

это обычно принято в динамических расчетах вращающихся лопаток [49]. Тогда 

нагрузки от газовых сил определяется из выражения [125] 

.)]II(I[m

),vIuI)((m),uIvI(m

,Fw)(q,Fv)(q,Fuq

xypz

xyyyxyxx

pzpyp













 

Принятое допущение позволяет считать все переменные синфазными гармо-

ническими функциями времени 

,е)z,y,x(f)t,z,y,x(f tі   

где ω - собственная частота колебаний лопатки, и относить все дальнейшие урав- 

нения к амплитудам соответствующих функций. Тогда для переменных состав-  
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ляющих нагрузки получим 
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Здесь введены обозначения  ., ll
22         

Интегрируя уравнения (6.7.10) с учетом граничных условий (6.7.2), получим 
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где  элементы матрицы mnk  определяется по формуле (3.2.5) (глава 3, п. 3.2). 

Коэффициенты матриц, входящие в (6.7.12) являются эффективными жестко-

стями сечения слоистого анизотропного стержня. 

Основные отличия полученной теории закрученных слоистых анизотропных 

стержней от классической (Кирхгофа-Клебша) состоят в учете в выражениях для 

продольной деформации  εz  члена 2
0 r  , отражающего деформации растяжения - 

сжатия вследствие изменения длины продольных винтовых волокон при кручении 

стержня с начальной закрученностью. Даже для стержня с двусимметричным по-

перечным сечением при этом возникает связь продольной и крутильной деформа-

ций. У стержня с несимметричным поперечным сечением деформации винтовых 

волокон при кручении вызывают не только продольную силу, но и изгибающие 

моменты. Изгиб же закрученного стержня с несимметричным сечением за счет 

поперечных составляющих деформаций винтовых волокон вызывает деформацию 

кручения. Таким образом, возникает связь изгибных, крутильных и продольных 

деформаций [49]. 

Область применимости полученной теории закрученных слоистых анизо- 
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тропных стержней определяется критериями (6.2.6), (6.2.7). 

В работе [259] предложен метод определения оптимальной структуры арми-

рования консольно закрепленных лопаток газотурбинных двигателей, изготов-

ленных из волокнистых композиционных материалов. Показана высокая работо-

способность лопаток с рассчитанными структурами. 

 

6.8 Влияния вращения  на колебания многослойного стержня 

 

Для  закрученных анизотропных стержней, большую роль играет вращение 

вокруг оси перпендикулярной оси стержня z. Ось х ориентирована параллельно 

оси вращения, ось z вдоль радиуса относительно оси вращения, а начало системы 

координат расположено на расстоянии R по длине этого радиуса. Стержень вме-

сте с системами координат z,,  вращается с постоянной угловой скоростью . 

Тогда перемещения элементарного объема стержня в прямоугольной глобальной 

системе координат хуz, ось х которой будет осью вращения, определяется по фор-

мулам [49,154] 
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где  
000

w,v,u – перемещения стержня в системе координат хуz. 

В этом случае кинетическая энергия вращающегося стержня определяется по 

формуле [49, 154] 
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 (6.8.2) 

в которой имеются выражения кинетической энергии колебаний  не вращющегося 

стержня, работы центробежных сил и работы кориолисовых сил. В последних 

двух выражениях следует учитывать величины второго порядка малости при оп-
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ределении 000 w,v,u . 

При угловом перемещении   точка поперечного сечения А с координатами х1 

у1 совершает перемещение θr1, проекции которого на оси х и у  и соответственно 

uθ, vθ (см. рисунок 6.7.1). Из подобия треугольников АА1B и О1СD следует [49, 

154] 
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Если пренебречь значением  
4

2
 по сравнению с единицей, то находим 
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2

11
2

1        (6.8.4) 

В результате перемещения имеют вид 
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где  перемещения 11 v,u  - при изгибе, 22 v,u  - при сдвиге,   - функции депланации 

при сдвиге, происходит изменение координаты любой точки сечения на величину 

(рисунок 6.8.1) .zdz]vu[z .
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Следовательно, перемещения в системе координат хуz принимают вид [49], 

[154] 
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После подстановки значения перемещений в уравнение кинетической энер-

гии (6.8.2) учитывается инерция вращения стержня. В этом случае выражение ра-

боты центробежных сил при колебаниях стержня принимает вид [49], [154]: 
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Рисунок 6.8.1 - Перемещения при деформации стержня 

 

Нагрузки от  центробежных сил при колебаниях стержня на основании выра-

жения работы [17], [86] определяются в виде 
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где .dFI,dFI,dFI,dFS
FFFF

   2
 

В теории тонкостенных стержней I  называется секториальным моментом 

инерции, S  секториальным статическим моментом. Если начало системы коор-

динат расположено в центре тяжести сечения и выбраны главные направления 

осей ξη координат, то обеспечивается выполнение условий 
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Поэтому нагрузки от центробежных сил определяется в виде 
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2  центробежная растягивающая сила в сечении z. 
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6.9 Колебания закрученного многослойного стержня несимметричного  

поперечного сечения 

 

1. Колебания невращающегося закрученного анизотропного стержня. При 

колебаниях закрученного стержня каждая точка совершает перемещения согласно 

зависимостям (6.3.1). Тогда кинетическая энергия стержня при колебаниях имеет 

вид: 
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где xs, ys  -  координаты центра масс в системе ху, а ss ,  в системе ξη.  

Компоненты нагрузки в уравнениях (6.8.2) при колебаниях будут [49]: 
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Откуда уравнения равновесия имеет вид (6.7.10): 
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где  исключены поперечные силы (6.7.9)  .Q,Q yx 00   

После интегрирования уравнения (6.9.3) с учетом граничных условий 

(6.5.7), (6.3.8), (6.3.9) и после подстановки в нее инерционных нагрузок из выра-

жений (6.9.2), уравнения колебаний (6.9.3) имеет вид 
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где  F - площадь сечения, xs, ys - координаты центра масс сечения закрученного 

слоистого анизотропного стержня в системе ху, ρ – плотность материала слоя. 

Пусть дана система (например, стержень), совершающая малые колебания 

около положения равновесия. В предположении гармонического характера коле-

баний получаем, что все отклонения от положения равновесия (т.е. функции u, w, 

v, θ входящие в (6.9.4)) имеют вид, например,    
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т.е. все элементы системы колеблются с одинаковой круговой частотой  и оди-

наковой фазой, все они одновременно проходят положение равновесия и одно-

временно достигают своего наибольшего отклонения. 

Следовательно, подставляя (6.9.6) в (6.9.4) получаем систему линейных диф-

ференциальных уравнений 
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Здесь  
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Система линейных дифференциальных уравнений (6.9.7) для консольного 

стержня длиной ℓ, защемленного при ζ=0 удовлетворяет следующим граничным 

условиям 
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при 0000  v,u,,w,   .     (6.9.8) 

Если исключить поперечные силы, то нормальные и касательные напряжения 

через перемещения выражаются следующим образом:  
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Полагая  
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~
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где )z(X n - допустимые функции, 
~

,w~ , v~,u~ - неопределенные параметры, в ка-

честве допустимых функций можно выбрать функции стержня в виде: 
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   (6.9.11) 

В (6.9.11) 



  , а постоянные D,C,B,А  определяются из граничных усло-

вий,   - длина стержня. Граничные условие в этом случае имеют вид: 
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    (6.9.12) 

т.е. на жестко закрепленном конце перемещения и угол поворота  сечения равны 

нулю, на свободном конце равны нулю изгибающий момент, поперечные силы. 

Подставляя в выражение (6.9.12) значения собственных функций (6.9.11) по-

лучаем систему алгебраических уравнения относительно постоянных интегриро-
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вания D,C,B,А . Решение этой системы уравнения позволяют определить посто-

янные интегрирования D,C,B,А : 
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Тогда собственная функция (6.9.12) имеет вид: 
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Из системы (6.9.13) находится значение nk  (n=1,2,3,…) величины  , при ко-

торых определитель ∆ обращается в нуль, определяют значения ωn частоты воз-

буждения ω, при которых амплитуда колебаний точек стержня достигает больших 

значений.  Раскрывая определитель ∆ 
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частотное уравнение можно представить в виде  

 01  nnсoskchk .         (6.9.15) 

 В (6.9.14) волновое число kn удовлетворяет характеристическому уравнению 

01  nn kcoschk  и принимает значения, данные в таблице 5.5.1,   - длина стерж-

ня. Балочные функции являясь ортонормированными, удовлетворяют равенствам  
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что удовлетворяет условиям (6.9.12). Из (6.9.7) получим: 
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    (6.9.16) 

Если сократить правую часть первых трех уравнений (6.9.16) на F  и по-
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следнее уравнение на pI , то получим  
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Если центр локальной системы координат расположен в центре тяжести  
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 (6.9.18) 

где nk  принимает значения, данные в таблице 5.5.1. 

Система уравнений (6.9.7)  позволяет определить свободное колебание слои-

стых закрученных стержней и лопаток. 

2. Влияния вращения на колебания закрученного анизотропного стержня. 

Уравнения равновесия (6.9.3) после подстановки в нее нагрузки от центробежных 

сил (6.8.10) имеет вид 
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где ,dz)II)(zR(P xy
z

 


2
0   1u  - перемещения изгиба относительно оси х 

[49]. Если не учитывать в системе координат  ,,  перемещения изгиба 1u , то из 

(6.9.19) с учетом (6.9.5)-(6.9.8) получим систему уравнений 
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 Выбором начало координат в центре тяжести сечения и главных направле-

ний осей координат ξη система уравнений (6.9.20) приводится к виду: 
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где ,2   ,...,,n,
k

m n 21


 ω - собственные круговые частоты колебаний.  

После определения из системы (6.9.21) собственных чисел несимметричной 

вещественной матрицы, находится продольные, крутильные и изгибные собст-

венные частоты слоистого стержня. После вычисления собственных векторов, со-

ответствующих отдельному собственному числу матрицы (6.9.21), определяются 

формы колебания слоистого стержня по формуле (6.9.11). 

Если рассматривается стержень двусимметричного сечения при таких же ус-
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ловиях, то решается система уравнений вида: 
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При этом система (6.9.22) распадаются на две независимые системы уравне-

ний. Для крутильно-продольных колебаний система уравнений приобретает вид: 
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В этом случае система уравнений (6.9.23) определяет крутильно-продольные 

колебания многослойного анизотропного закрученного стержня двусимметрично-

го сечения. Решения  системы (6.9.23) совпадает с решением работы [49] в случае, 

если рассматривается свободное колебание стержня из однородного изотропного 

материала. В этом случае собственные частоты крутильно-продольных колебаний 

однородных стержней определяются по формуле [49] 
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где   ,w  собственные частоты парциальных продольных и крутильных колеба-

ний [5]: 
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где dFEIGIGI rpd
2
02   жесткость на кручение  закрученного стержня из изо-

тропного материала, ,)yx(I
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Из формулы (6.9.21) следует 
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где С0 - жесткость на кручение  закрученного слоистого анизотропного стержня, а 

также   cosссс iii
035331  . 

Как показано в работе [49] влияние связи крутильных и продольных колеба-

ний зависит от степени начальной закрутки τ0, значения 
F

I p
, отношения парци-

альных частот 

p

rppd

w

I

I

G

E
G

E

r)( 2
0

22
0 2

2

12

1









 





 , 

где  .dF)yx(dF)yx(I,
Ir

I
,

I

I
,

F

I
r

FF
d

pp

r
p

p

d
d

p
p

2222

2

2 2    

и взаимовлияние сильнее для более близких частот. 

Собственные формы крутильно-продольных колебаний консольного стержня 

имеет вид (6.9.21). Тогда отношение амплитуд можно определить из первого 

уравнения системы (6.9.21) 
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Для меньшей из частот продольно крутильных колебаний отношение  

1
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w


 и поэтому отношение амплитуд будет .
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Iw p
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

  Это форма является 

преимущественно крутильной и знаки перемещений различны. Для большей из 

частот продольно крутильных колебаний 1
2

2
2 
w


, но очень близки к единице. В 
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этом случае отношение амплитуд крутильных колебании мало по сравнению с 

амплитудой продольных колебаний и знаки перемещений совпадают [49].  

Уравнения для стержня, совершающего пространственные изгибные колеба-

ния, загруженного силами инерции, для двусимметричного сечения в системе ко-

ординат  ,,  ( 0  SSI ) имеют вид 
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Граничные условия при этом определяется из выражения [49] 
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a начальные условия для функции  u(z,t), v(z,t) будет 
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При этом система (6.9.19) распадаются на две независимые системы уравне-

ний. Собственные частоты колебаний в направлениях главных жесткостей опре-

деляется из выражений  
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Если рассматривается свободное колебание слоистого закрученного анизо-

тропного стержня, то собственные частоты определяется из выражений 
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Формулы (6.9.27) совпадает с выражением для круговых (Ω) и технических 

(fn)  частот свободных колебаний (5.6.7) и (5.5.13): 
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Если рассматривается незакрученный стержень из однородных изотропных 

материалов, то из выражения (6.9.25) вытекают формулы собственных частот ко-

лебания незакрученного изотропного стержня работы [49]: 
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и формы колебаний определяются из формулы 
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где значения параметров λη, λξ и коэффициенты Сk определяются граничными ус-

ловиями, коэффициенты а, b – начальными. 

 В качестве примера определяется технические частоты стержня прямо-

угольного сечения, находящихся в поле центробежных сил. Рассматриваются 

консольные неподвижные и вращающиеся стержни из дюралюминия 

,
мм

кг
.Е(

2

31027   361082340 мм/кг.,.   ) с геометрическими размерами 

,мм140   ,мм.h 84  ммb 60  и получены пять технические частоты колебаний 

(три изгибные в плоскости меньшей жесткости )і(
vf , крутильная f , изгибная uf  

в плоскости большой жесткости). Эти результаты сравниваются с результатами 

расчета проведенные  в пакете программ Ansys для различных частот вращения N 

стержня. Результаты расчета, проведенные для различных частот вращения N 
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стержня по формуле (6.9.22) и по программе Ansys приведены в таблице 6.9.1. 

Таблица 6.9.1. Результаты расчета 

 

N, тыс. 

об/мин 

)(
vf

1
, Гц 

)(
vf

2
, Гц uf , Гц 

)(
vf

3
, Гц 

f , Гц 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

Ansys 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

Ansys 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

Ansys 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

Ansys 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

Ansys 

0 203.35 203.46 1274.5 1278.6 2341.9 2226.9 2941.1 3104.6 1030 970 

2 206.7 206.69 1279.7 1281.4 2342.3 2227.2 2991.6 3105.6 1035.6 970.4 

4 214 208.28 1295.3 1288.4 2343.3 2227.9 2992.2 3108.8 1037.1 970.17 

6 226.6 210.86 1320.8 1300 2345.4 2229.1 2993.2 3114.1 1039.6 970.38 

8 243.17 214.33 1355.7 1316.1 2348.1 2230.7 2994.6 3121.4 1043.2 970.68 

 

Результаты расчетов технических частот найденные из решения системы 

уравнений (6.9.22) с расчетами по программе Ansys дают отличие в среднем 5%, 

при этом в одних случаях получали большие, а в других – меньшие частоты. 

На рисунке 6.9.1 представлены узловые линии первой изгибной формы тех-

нических частот колебаний при n =0 на поверхности стержня прямоугольного се-

чения (геометрические параметры стержня приведены выше).  

 

Рисунок  6.9.1 – Узловые линии первой изгибной формы 

 

На рисунке 6.9.2 представлены узловые линии второй ( f - первая крутиль-
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ная) и третьей (рис. 6.9.3 – изгибная )(
vf

2 ) формы технических частот колебаний 

при n =0 на поверхности стержня. На рисунке 6.9.4 представлены узловые линии 

четвертой uf  и пятой (рис. 6.9.5 - )(
vf

3 ) формы технических частот колебаний при 

n =0 на поверхности стержня. 

 

Рисунок  6.9.2 – Узловые линии первой крутильной формы 

 

Рисунок  6.9.3 – Узловые линии второй изгибной формы. 

 

Таким образом, на этапе эскизного проектирования, система уравнения 

(6.9.21) позволяет определить технические частоты закрученных анизотропных 

стержней, находящихся в поле центробежных сил. Совпадение формулы техниче-
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ских частот, в частных случаях, с известными результатами  доказывает досто-

верность полученных результатов. 

 

Рисунок  6.9.4 – Узловые линии изгибной формы ( uf  в плоскости большой жесткости). 

 

Рисунок  6.9.5 – Узловые линии изгибно-крутильной формы. 

 

Для достоверности полученных соотношений (6.9.22) в п. 6.10 приведены 

сравнения результатов, вычисленные по формуле (6.9.22) с известными решения-

ми определения собственных частот (изгибные и крутильные). Необходимо отме-

тит, что использованные для сравнения результаты были получены в результате 

вычисления на пакете программ Ansys [183]  и  по программе использующие рас-
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четные формулы [232]. 

При колебаниях закрученного стержня центробежные силы повышают часто-

ты его собственных колебаний, что отражено в работе [49]. 

 

6.10 Собственные частоты колебаний неподвижных и вращающихся 

закрученных стержней произвольного сечения 

 

В работе [183, 232] рассматриваются консольные неподвижные и вращаю-

щиеся стержни, равномерно по длине закрученные на угол 0  из титанового спла-

ва ( 35 59430101271 м/кг.,.,МПа.Е   ) длины 140 мм и получены пять 

собственных частот колебании (три изгибные в плоскости меньшей жесткости 

)і(
vf , крутильная f , изгибная в плоскости большой жесткости uf ). Используется 

для расчета 50 стержневых конечных элементов в пакете программ Ansys. Эти ре-

зультаты сравниваются с результатами, взятыми из работы [232], где учитывают-

ся стесненность кручения стержневой модели для различных углов закрутки 0  и 

частот вращения N. 

В таблице 6.10.1 приведены сравнения этих собственных частот с результа-

тами решения уравнения (6.9.22). Результаты расчетов собственных частот най-

денные из решения системы уравнений (6.9.22) с известными расчетами [183], 

[232]  дают отличие в среднем 5%, при этом в одних случаях получали большие, а 

в других – меньшие частоты. 

В качестве примера приводятся резонансные диаграммы для компрессорной 

лопатки из боралюминия. На рисунке 6.10.1 изображена резонансная диаграмма 

для от первых пяти гармоник возбуждения на рабочем режиме n =1. 

Для данной компрессорной лопатки из боралюминия (геометрические пара-

метры компрессорной лопатки приведены в главе 3), как видно из рисунка (рис. 

6.10.1), отстройки потребуется от четвертой гармоники возбуждения на рабочем 

режиме n =1. 
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Таблица 6.10.1. Сравнения собственных частот 

  

N, тыс. 

об/мин 

0 =0 0 =0.477 0 =1.347 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

[183] 

Расчет 

[232] 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

[183] 

Расчет 

[232] 

Расчет 

(6.9.22) 

Расчет 

[183] 

Расчет 

[232] 

)1(
vf , 

Гц 

0 59.9 60.13 60.24 59.9 60.34 60.04 59.88 61.78 61.6 

7 179.4 187.6 187.6 179,4 187.8 188.6 179.4 189.4 188.4 

10 252.6 258.6 258.6 252.6 258.7 258.1 252.6 260.4 263.1 

15 376 377.8 378.1 376 378 375.3 376 379.7 376.8 
)2(

vf , 

Гц 

0 375.3 376.8 377.4 378.2 342.3 342.9 275.2 236.5 237.7 

7 554.5 617.2 617.7 554.8 562.5 561.9 451.7 414.2 411.5 

10 692.3 790.1 790.6 692.3 715 712.7 592.3 534.5 529.3 

15 948.4 1099 1100 948.4 967.5 966 848.4 737.5 721.5 

uf , 

Гц 

0 979.5 1055 1057 980 1005 1005 837 861.6 856.8 

7 1229.1 1263 1227 1241.1 1248 1235 1009.07 1107 1096 

10 1235 1282 1247 1298.9 1376 1346 1269.9 1305 1343 

15 1292.7 1327 1293 1412,7 1513 1476 1622.7 1670 1662 
)3(

vf ,  

Гц 

0 1150.6 1244 - 1650.6 1736 - 1296 1331 - 

7 1239.8 1346 1348 1439.8 1476 1449 1780 1945 1880 

10 1410 1585 1587 1410 1627 1608 1910 2092 2025 

15 1959 2040 2043 1958.9 2026 2016 2158.9 2326 2272 

f , 

Гц 

0 535.8 528.3 556.2 585 578.7 605.3 850.7 849 858.9 

7 548.3 571.7 585.8 596.4 618.6 642.4 858.65 876.8 896.6 

10 561 612.8 614.6 608.1 657 694.2 866.8 924.5 962.2 

15 591 701.6 678.4 635.9 770.9 814.9 986.5 1098 1154 

 

 

Рисунок 6.10.1 – Резонансная диаграмма компрессорной лопатки из боралюминия для от-

стройки от первых пяти гармоник (1,2,3,4,5) возбуждения на рабочем режиме n =1. * - возмож-

ный режим возникновения автоколебания. 

 

В таблице 6.10.2 приведены первые пять гармоник неподвижный и вращаю-

щиеся компрессорной лопатки равномерно по длине закрученные на угол 
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мм/рад,00600   из боралюминия  длины 120 мм и получены пять технических 

частот колебании (три изгибные в плоскости меньшей жесткости )і(
vf , крутильная 

f , изгибная в плоскости большой жесткости uf ), (геометрические параметры 

компрессорной лопатки приведены в главе 3).  

Таблица 6.10.2 - Технические частоты 

kn n  0 0,25 0,5 0,75 1 

1 )(
vf

1
 426,07 430,38 443,03 463,42 490,33 

2 
f  1119,6 1120,9 1124,7 1131 1139,7 

3 )(
vf

2
 1733,2 1736,9 1748,1 1766,6 1791,9 

4 
uf  3356,7 3359,8 3368,9 3384 3404,9 

5 )(
vf

3
 3504,2 3507,4 3517,2 3533,5 3556,1 

 

На рисунке 6.10.2 представлены узловые линии первой изгибной формы )(
vf

1  

технических частот колебаний при n =1 на поверхности компрессорной лопатки 

со стороны корытца.  

 

Рисунок 6.10.2 - Узловые линии на поверхности корытца (первая изгибная). 



 295 

На рисунке 6.10.3 представлены узловые линии второй 
f  (а - первая кру-

тильная) и третьей )(
vf

2  (б – изгибно-крутильной) формы технических частот ко-

лебаний при n =1 на поверхности компрессорной лопатки со стороны корытца. На 

рисунке 6.10.4 представлены узловые линии четвертой uf  (а) и пятой )(
vf

3  (б) 

формы технических частот колебаний при n =1 на поверхности компрессорной 

лопатки со стороны корытца. 

 

   

а)          б) 

Рисунок 9.10.3 - Узловые линии на поверхности корытца (а – первая крутильная, б – из-

гибно-крутильная). 

   

     а)             б) 

Рисунок 6.10.4 - Узловые линии на поверхности корытца. 
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Применение стержневой теории к сложной модели, каковой является ком-

прессорная лопатка, показывает, что формы колебаний будут смешанными и 

имеют и изгибные, и крутильные, и продольные перемещения одновременно. По-

этому особый интерес представляет поведение второй изгибной и первой кру-

тильной форм из-за возможности возникновения на определенных рабочих режи-

мах изгибно-крутильного флаттера. Необходимо отметит, что вопросы прогнози-

рования возможности возникновения флаттера выходят за рамки данной работы. 

Однако, имеется определенный эффект возникновения которого необходимо из-

бежать на этапе эскизного проектирования лопатки из КМ.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Дана математическая формулировка задачи НДС многослойного анизо-

тропного призматического стержня произвольного сечения, находящегося под 

действием растягивающих сил, изгибающих и крутящего моментов. Предложен 

алгоритм аналитического построения решения сформулированной задачи. 

2. Предложен аналитический алгоритм и разработан пакет прикладных про-

грамм для расчета стержней слоистого сечения заданной конфигурации в виде со-

вокупности монослоев. 

3. Предложен алгоритм и разработан пакет прикладных программ аналитиче-

ский расчета физико-геометрических характеристик сечения многослойного ани-

зотропного стержня с использования механических характеристик отдельных 

слоев. 

4. Проведено численное исследование особенности распределения напряже-

ний и перемещений в отдельных слоях многослойного анизотропного стержня 

произвольного сечения, показало возможность регулирования НДС слоистой кон-

струкции при кручении путем назначения свойств отдельных слоев, обеспечи-

вающих прочность стержня. 

5. Впервые разработана методика количественной оценки жесткости на кру-

чение стержня слоистой структуры на основе результатов точных аналитических 

решений задачи о кручении многослойной конструкции прямоугольного сечения. 

6. На стадии эскизного проектирования тонкостенных многослойных анизо-

тропных стержневых конструкции, работающих в условиях кручения предложена 

номограмма для оценки их характеристик жесткости на кручение С и эффектив-

ного модуля сдвига с55. 

7. С помощью МКЭ разработан алгоритм и реализован с помощью програм-

мы FORTRAN метод решения, который позволяет определять НДС слоистых ани-

зотропных  стержней произвольного сечения при кручении. Это дает возможность 

получить разрешающее  уравнение в узловой точке слоя сечения и итерационный 

способ его решения, используя только оперативную память ЭВМ, сохранив необ-

ходимую точность решения задачи. 
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8. Получены кинематические соотношения для исследования НДС много-

слойных естественно-закрученных анизотропных стержней и результаты анализа 

НДС многослойной лопатки, находящихся в поле центробежных сил. 

9. Разработан алгоритм и пакет программ для определения НДС в компози-

ционных анизотропных стержнях и лопатках с учетом слоистости материала. Рас-

чет лопаток и стержней по методике 3-й главы позволяет учесть влияние на НДС 

каждого ортотропного слоя со своими свойствами, формы и его геометрического 

расположения в теле лопатки. Составленная программа расчета на ЭВМ осущест-

вляет выбор оптимальной структуры армирования конкретной многослойного 

стержня из ранее выбранного класса КМ. Эффективность и достоверность разра-

ботанной программы подтверждена сравнением расчетных величин с результата-

ми испытаний на растяжение изотропных и анизотропных стержней прямоуголь-

ного сечения. 

10. Показано, что путем выбора материала с учетом армирования отдельных 

слоев можно в широких пределах управлять уровнями напряжений и деформаций 

и собственными частотами колебаний при одних и тех же физических оборотах 

ротора. Сравнение значений частот первых трех форм колебаний, полученных ав-

тором, показало удовлетворительное совпадение с экспериментальными данными.  
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Приложение 1.  

Автоматизированное проектирование раскроя деталей произвольного 

поперечного сечения из слоистых композиционных материалов 

 

Стержни из композиционных материалов могут изготавливаться из отдель-

ных жгутов, слоев ленты или ткани. В этих случаях сечения стержня имеет слои-

стую регулярную структуру. В связи с этим для стержней постоянного и пере-

менного сечения возникает специфическая для армированных стержней задача - 

задача укладки в сечении слоев постоянной толщины. Так как размеры сечений 

могут меняться вдоль длины стержня, то и число слоев в каждом сечении будет 

различным. В плоскости, содержащей ось стержня, отдельно слои представляются 

в виде лепестков. В связи с этим возникает технологическая задача раскроя таких 

лепестков. 

Предлагаемая программа РАС автоматического разбиения физически неод-

нородных составных областей произвольного очертания многостадийна. Она 

предполагает: 

I. Определение граничных точек для исследуемой области. 

II. Построение внутренних точек области так, чтобы нумерация узловых то-

чек учитывала физическую неоднородность слоев и максимальная разность номе-

ров была наименьшим. 

I. Определение граничных точек для исследуемой области. Процесс опре-

деления граничных точек области состоит из одной процедуры. Исходные репер-

ные точки на границе задаются вручную двумя основными опорными точками - 

началом и концом. Если граничные линии лежат не на одной прямой, то дополни-

тельными точками задается число звеньев ломаной, на которое подразделяется 

граничная линия. 

Дальнейшее построение координат внутренних слоев сечения полностью ав-

томатизировано. Содержание программы РАС - построение координат слоев те-

кущего сечения в дальнейшем описывается на примере сечения вида авиационно-

го профиля. 
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II. Построение внутренних точек области. Исходными параметрами для ус-

тановления координат отдельных слоев являются граничные координаты "спин-

ки" c
jx  и " корытца" k

jх  ( j= 1,2), а также толщина монослоя tc. 

При проведении расчетов, на границе сечении известно множество точек раз-

биения для "спинки" jC (j=1,2,...,М) и для "корытца" Km (m=1,2,...,N), имеющих 

координаты c
jx , k

jx , (j=1,2) соответственно и расположенных друг от друга, начи-

ная с начала "спинки" и "корытца", на расстояниях, равных толщине tc монослоя 

(рис. П1.1).  

 

Рисунок П1.1 - Глобальная и местная система координат. 

 

Дальнейшее построение удобно осуществлять в местной системе координат, 

у которой ось абсцисс  совпадает с линией, соединяющей середины отрезков  

11KC  и СMКN начальных и конечных точек "спинки" и "корытца", т.е. 

,)xx(.

),j(,)xx(.
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       (П1.1) 

Ось ординат 2 = ортогональна оси 1= и проходит через начальную точку 

j,н  (рис.П1.2). 

Точки Сj, Кm в местной системе будут иметь следующие координаты  
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Здесь rрн,j - проекция на ось j расстояния между точками 
j,pх  и н,j, (i,j=1,2); 

=с,к; По одинаковым индексам j необходимо суммировать. 

 

Рисунок П1.2. Сп - “спинка”, Ко - “корытца”;  х, у - глобальная система координат; М - ко-

личество точек на Cп (спинка), N - количество точек на Ко (корытца). 

  

Максимальная толщина сmax сечения профиля  определяет число слоев Кc в 

текущем  сечении 

1))t2/(с(entierK cmaxc  .       (П1.3) 

Слои прилегающие к "спинке" профиля (или к ее " корытцу"), могут пересе-

кать линию "корытца" ("спинки"). Поэтому при проведении вычислении постоян-

но приходится сравнивать координаты линий, ограничивающих текущий слой и 

линий "корытца" или "спинки". Локальная система (,) выбрано так, что указан-

ные сравнения ограничиваются лишь сравнением  ординат линии текущего (рас-

четного) слоя и линий "спинки" или "корытца" профиля. 

Вычисления координат точек, оформляющих внутренние слои, начинается со 

входной кромки (точка С1) по линии, ограничивающей "спинку" профиля. 

В  точке С1 к стороне С1С2, уравнение которой  

0)()( с
1

с
2

с
1

с
2    

восстанавливается перпендикуляр  

0)()( с
1

с
2

с
1

с
2   .       (П1.4) 

На расстоянии tc от точки на прямой (П1.4) находится точка А с координатами  
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наиболее близкая к линии "корытце". 

Точка А(
c

1i,1
c

1i,1 ,   ) может находиться внутри или вне области, ограничен-

ной линиями "спинки" и "корытца". Этот факт устанавливается сравнением орди-

наты 
c

1i,1   с ординатой точки D "корытца"  
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j     (П1.6) 

Если ТS=
c

1i,1  , (случай а, рис. П1.3), то точка А(R,S) может принадлежать 

строящемуся слою в отличие от случая Т>S=
c

1i,1  , (случай б, риc. П1.4). Эти слу-

чаи рассматриваются порознь. 

 

Рисунок П1.3. Построение первой точки нового слоя (ТS). 

 

Рисунок П1.4. Случай, когда построенная точка находятся вне области сечения  (Т>S). 

 

Случай а. При ТS=
c

1i,1   вычисляется расстояние от точки А(R,S) до прямой 

К1К2  
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1
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В точке К1 восстанавливается перпендикуляр к прямой К1К2 
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.])()[(r,r/)(tS

,r/)(tR

5.02k
1

k
2

2k
1

k
2

k
21

k
21

k
1

k
2c

k
i,1

k
1i,1

k
21

k
1

k
2c

k
i,1

k
1i,1












(П1.7) 

Через точку D проводится прямая DD параллельная прямой К1K2 
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  (П1.8) 

прилегающих к "спинке" и "корытцу" соответственно (рис.5). 

 

Рисунок П1.5 - Первая точка новых слоев, прилегающих к Сп и Ко (ТS). 

 

Рисунок П1.6 - Первая точка новых слоев, прилегающих к Сп и Ко (Т>S). 
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Следует заметить, что точка (П1.8) принимается за точку 1i
1K  , если dtc. В 

противном случае за точку 1i
1K  принимается точка (7) А(R,S). 

Таким образом, в рассматриваемом случае ТS вычислены координаты точек 

1i
1

1i
1 K,C  . 

Случай б. При T>S точка А(
c

1i,1
c

1i,1 ,   ) не являются внутренней точкой се-

чения стержня. В этом случае последовательно перебираются точки "спинки" С и 

в каждой из них восстанавливается перпендикуляр к прямой (Сj-1Сj) 
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После нахождения точек Аj(R,S), по формуле (П1.5), в которой точка А заме-

няется на точку Аj, вычисляется ордината k
j , лежащей на корытце точки с абс-

циссой, равной с
j . Путем сравнения S из (П1.9) и k

j устанавливается принад-

лежность точки Аj области сечения профиля )S( k
j . Если S> k

j  то, рассматри-

вается следующий отрезок CjCj-1, "спинки". Это продолжается до тех пор пока не 

найдется точка Аj, принадлежащая сечению стержня, или не переберутся все точ-

ки "корытца". В последнем случае счет прекращается из-за того, что точки "ко-

рытца" лежат на расстоянии, меньшем толщины слоя. Если точка Аj попала во 

внутрь сечения профиля )S( k
j , то находится точка пересечения D прямой 

jj AA  параллельной 1jjСС   
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и с отрезком 1jj КК   "корытца" (рис.П1.6) 
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Точка D принимается за первую точку, строящегося у "спинки" Сj и у корыт-

ца Кm слоя. Точке Сj придается номер j, если 

c
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и j+1 в противном случае. Аналогично, точке Кm придается номер m, если  
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k
m

k
1i,m     

и m+1 в противном  случае (рис. П1.7). 

 

Рисунок П1.7 - Координату точки 
1i
1jС 

  придается номер j+1 для начала нового слоя Сп, 

для Ко - 
1i

mК 
 - m. 

 

Описанная процедура используется при построении первой точки вновь 

строящегося у "спинки" и "корытца" слоя. 

Построение слоя у "спинки". Пусть предварительно построена  точка 

),(С c
1i,j

c
1i,j

1i
j 
  и  следует найти  следующую точку 1

1



i
jС  нового слоя. С этой 

целью рассматривается угол = i
jС

i
1jС 

1i
jС   треугольника i

jС i
1jС 

1i
jС   с извест-

ными вершинами. Нетрудно определить  
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Угол   характеризует степень отставания или опережения точки 1i
jС относи-

тельно Сj (рис. П1.8). 
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Рисунок П1.8 - Степень отставания или опережения точки  1i
jС   относительно Сj. 

 

Случай Т=cos0.2. Около точки 1i
jС  , как около центра строится окруж-

ность 
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радиусом tc. В точке Сj восстанавливается к прямой 1jjСС   перпендикуляр и на 

расстоянии tc от точки Сj на перпендикуляре фиксируется точка Аj(Rj,Sj) 
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Через точку Аj(Rj, Sj) проводится прямая, параллельная отрезку 1jjСС    
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Пересечение прямой (П1.13) с окружностью (П1.11) определяет координаты 

искомой точки 1i
1jС 

  (рис. П1.8) 
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  (П1.14) 

Если абсцисса точки 1i
1jС 
  такова, что c

1i,1j   c
j , т.е. если вновь построен-

ная точка 1i
1jС 
  по абсциссе, от рассматриваемого участка 1jjСС   строится точка 

1i
2jС 

 . После построения точки 1i
1jС 
  сразу на линии "корытце" по формуле (1.5), в 
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которой точка А, заменена на 1i
1jС 
  находится ордината 

k
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~
  точки, имеющей абс-

циссу 
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  принадлежит строящему слою. В 

этом случае координаты новой точки вычисляются по формуле (П1.10). В про-

тивном случае ( c
1i,1j  < k
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 ) отыскиваются координаты точки пересечения пря-
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принимается за последнюю точку строящихся около "спинки" и "корытца" линий. 

При этом точке 1i
1jС 
  придается номер j, если  
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и j+1 в противном случае. Аналогично, точке 1i
mK   придается номер m, если  
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Случай cos  0.2. Проверяется удаленность точки 1i
jС   от прямой CjCj+1, ко-

торая определяется расстоянием 

,r/))(())((d 21
c
j

c
1i,j

c
j

c
1j

c
j

c
1i,j

c
j

c
1j

o

     

 2c
j

c
1j

2c
j

c
1j

2
21 )()(r    . 

Если расстояние 
o

d <tc, то отыскивается пересечение прямой 1i
j

1i
1j CC 
  и пря-

мой параллельной отрезку 1jjСС   и отстоящей от нее на расстояние tc. Уравне-

ние последней прямой определяется выражением  

.r/)(t~,r/)(t
~

,)/()(,0)(

21
c
j

c
1jc

c
1j

c
1j21

c
j

c
1jc

c
1j

c
1j

c
j

c
1j

c
j

c
1j

c
1j

c
1j












 



 332 

Координаты точки пересечения указанных прямых находятcя из равенств  
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в которых  по прежнему находится из (П1.14). После проведенного анализа точ-
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td  , то никакие действия не производятся. В любом из 

этих случаев происходит уточнение номера построенной точки и дальнейшие 

операции производятся относительно следующей по порядку 2j1j СС   ломаной, 

ограничивающей "спинку" до тех пор, пока не будут просмотрены все участки 

ломаной линии, представляющих линию "спинки". 

Слои у корытца" сечения профиля. Ранее (соотношения (П1.7), (П1.8), 

(П1.10)) были найдены координаты первой точки 1i
mK   строящегося у "корытца" 

слоя. Только в случае, определяемом равенствами (П1.10), точка 1i
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окажется меньше tc толщины монослоя, то рассматривается следующая точка  

1i
1jС 
 , координатам которой придается 1i

1mK 
 . Если расстояние (П1.17) превысит 

значение  tc, то отыскивается пересечение прямой 1i
1m

1i
m KK 


  с прямой, параллель-

ной стороне 1mmKK  и отстоящей от нее на расстоянии tc (рис.П1.9). Координаты 

указанной точки находятся из равенств  
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Рисунок П1.9 - Первая точка 
1i

mK 
 нового слоя “корытца” 

 

Таким образом, строится в рассмотренных случаях точка 1i
mK 

 удаленная от 

линии "корытца" на расстоянии tc и являющаяся первой. Если ранее была уста-

новлена точка 1i
mK  , то точка 1i

1mK 
  строится также как и при построении слоя у 

"спинки". После того, как координаты новой точки 1i
1mK 

  до соответствующего по 

абсциссе участка нового слоя, построенного у "спинки". Также как у входной 

кромки оформляется точка пересечении ломанных 1jjCС   и 1mmKK   у входной 

кромки. Тем самым, завершается построение прилегающих к "спинке" и "корыт-
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цу" слоев. 

 

Рисунок П1.10 - Номеры точки начала и конца слоев “спинки” и “корытца”. Сп(i,1), Ко,1), 

(Сп(i,2), Ко(i,2)) – номер точки начало (конца) i-го слоя “спинки” и “корытца” соответственно; 

Сп(i,3), Ко(i,3), (Сп(i,4), Ко(i,4)) – номер точки пересечения начало (конца) i+1-го слоя “спинки” 

i-ым слоем “корытца”для “спинки” и “корытце” соответственно. 

 

После построения множества точек Cj и Km, окаймляющую внутреннюю по-

верхность нового слоя у "спинки" и "корытца", соответственно, их координаты 

являются исходными для установления координат следующего слоя. Это продол-

жается до тех пор, пока не будут найдены координаты всех возможных слоев Кс в 

рассматриваемом сечении профиля. После построения слоя уточняются коорди-

наты пересечения нового слоя со старым слоем "корытца", а также начало и конец 

каждого слоя "спинки" и "корытца" (рис. П1.10). 

Здесь необходимо отметить процесс построения начала и конца каждого слоя 

"спинки" ("корытца") со старой линией "корытца" ("спинки") и определяются не-

зависимо друг от друга.  

Такой порядок нумерации, во-первых, позволяет свести разность номеров уз-

ловых точек к минимуму. Например, для эллипса и авиационного профиля, мак-

симальное значение разности узловых номеров, среди 1300 и 1678 точек, было 4 и 

6, а для ромба с 1260 точками составляло 2. Следовательно, при решении различ-

ных задач МКЭ, автоматически получается оптимальная ширина ленты матрицы 
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жесткости системы [51, 63]. Координаты и номера построенных точек сохраняют-

ся в памяти ЭВМ и при необходимости можно получить их изображение с помо-

щью отдельной процедуры (рис.11). 

 

Рисунок П1.11. Машинный раскрой по точкам сечения ромбовидной формы и авиацион-

ного профиля слоистого стержня 
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Приложение 2. Вывод формулы (1.5.16). 

 

 

 

y=d1x+b1   (1), 

y=d2x+b2  (2), 

y=d3x+b3  (3). 

 

dj=(yj+1-yj)/(xj+1-xj), bj=yj-djxj (j=1,2,3), если j+1=4, то j+1=1. 
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Вывод формулы (1.5.18). 

 

х=у/d1+1   (1), 

х=у/d2+2  (2), 

х=у/d3+3  (3). 

j= хj-уj/dj  (j=1,2,3). 
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Приложение 3. 
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Приложение 4. Определения центра изгиба произвольного слоистого сече-

ния 

В главе 1 (см. п. 1.5.3) приведены соотношения, позволяющие вычислить ряд 

геометрических характеристик и центр тяжести поперечного сечения слоистой 

ортотропной лопатки (см. рис. П4.1).  

 

Рисунок П4.1 - Перо естественно закрученной лопатки и его поперечное сечение 

 

Если относительно местной системы координат (ξ,η) интегралы по площади F 

сечения вида 


FF

,dFS,dFS          (П4.1) 

(статические моменты) обращаются в 0, оси (ξ1, η1)  являются центральными; на 

их пересечении лежит центр тяжести сечения G. Оси  (ξ2, η2)  относительно  кото-

рых  равен  нулю  центробежный  момент инерции 


F

,dFI            (П4.2) 

а осевые моменты инерции 


F

2

F

2 ,dFI,dFI          (П4.З) 

принимают экстремальные значения, являются главными осями. Угол поворота  α  

главных осей  относительно осей некоторой системы координат (ξ,η) определяется 

из соотношения [125] 






II

I2
2tq


          (П4.4) 

Таким образом, при любом положении точки начала координат в сечении 



 340 

возможно приведение осей координат к главным.  

Центр изгиба (жесткости) Т - точка, относительно которой момент касатель-

ных сил при поперечном изгибе равен нулю (рис. П4.1) [125, 233]. Если равнодей-

ствующая внешних сил проходит через центр изгиба сечения, при деформации 

стержня оно не испытывают закрутки. Координаты (ξиз, ηиз) центра изгиба в сис-

теме главных осей сечения определяются по известным зависимостям [49, 125]: 

,dFI,dFI,
I

I
,

I

I

FF
изиз  








    (П4.5) 

Здесь I , I  - центробежные бимоменты инерции, ),(  - функция депла-

нации Сен-Венана [4] (функция кручения [3]). Она служит решением уравнения 

Лапласа (см. глава 3) 

0),(2            (П4.6) 

и удовлетворяет для многослойного контура граничному условию на внешних и 

внутренних контурах для производной по нормали n,  [125]: 

),ncos(),ncos(n,   .       (П4.7) 

Кроме того, функция депланации выбирается так, что [4] 

.0dF
F

            (П4.8) 

Для численного нахождения перечисленных выше особых точек поперечного 

сечения слоистой лопатки в настоящей работе, в отличие от [234], [125], исполь-

зуется специально составленная программа на Фортане, где решается задача о 

кручении  методом конечных элементов для слоистых произвольных сечении (см. 

глава 3). В рамках этого подхода с использованием стандартного алгоритма (ана-

логично триангуляции Делоне [235]) на плоском слоистом сечении строится по 

слойно сетка треугольных элементов (см рис. П4.2). 

После построения сетки величины (П4.1)-(П4.4) вычисляется непосредствен-

но суммированием по всем элементам слоя соответствующих подинтегральных 

выражений. Для нахождения координат центра изгиба и центробежных бимомен-

тов (П4.5), уравнение Лапласа (П4.6) для слоистого ортотропного сечения реша-

ется МКЭ (см. глава 3), что позволяет найти значения функции депланации в уз-
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лах плоской сетки конечных элементов в сечении лопатки и, после нормировки 

согласно условию (П4.8), координаты центра изгиба (П4.5). 

 

Рисунок П4.2 - Сетка треугольных конечных элементов в сечении слоистой лопатки и рас-

положение центров тяжести G и изгиба Т этого сечения 

 

Проверка реализованного алгоритма нахождения центра изгиба обеспечива-

ется выполнением условии (П4.8) и высокой точностью вычисления величины 

(П4.1)-(П4.4) с помощью специально созданной программой на фортране (см.п. 

1.5.3) 

Полученные результаты свидетельствуют о высокой точности реализованно-

го алгоритма нахождения центра изгиба (погрешность не превышает 3%). Упро-

щенная формула [125], построенная на представлении лопатки как тонкого листо-

вого профиля, проходящего через средние линии ее сечений, существенно менее 

пригодна для вычисления координат центра изгиба, так как полученные с ее по-

мощью результаты разнятся с рассчитанными по методам конечных элементов на 

10-15%. 
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Приложение 5 
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Приложение 6 

 


