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Аннотация: Рассматривается плоская круговая ограниченная задача четырёх тел в 

следующей постановке. Тело малой массы движется под действием сил 

гравитационного притяжения трёх притягивающих тел, взаимодействующих друг с 

другом по закону всемирного тяготения. Притягивающие тела располагаются в 

треугольных точках либрации, т.е. движутся по круговым орбитам, образуя 

равносторонний треугольник. Движение всех четырёх тел происходит в одной 

плоскости. Предполагается, что выполнено достаточное условие линейной 

устойчивости точек либрации (условие Рауса), а массы двух притягивающих тел 

равны. В данной постановке ограниченная задача четырёх тел допускает частные 



решения, описывающие положения относительного равновесия тела малой массы во 

вращающейся вместе с притягивающими телами системе координат. В окрестности 

устойчивых положений относительного равновесия возможны периодические 

движения тела малой массы. 

В данной работе рассматривается задача об орбитальной устойчивости 

периодических движений тела малой массы, рождающихся из устойчивого 

положения относительного равновесия. В предположении о малости амплитуды 

данных периодических движений выполнено аналитическое исследование их 

орбитальной устойчивости в линейном приближении. При помощи метода малого 

параметра построены явные асимптотические выражения для границ области 

параметрического резонанса. Результаты аналитического исследования хорошо 

согласуются с результатами численного исследования, проведённого ранее в работе 

[9]. 
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Abstract: In this work we consider the planar restricted circular four-body problem. A 

small body of negligible mass moves under the action of gravitational attraction forces of 

three attracting bodies interacting with each other according to the law of universal 

gravitation. Attracting bodies are located at triangular libration points, i.e. they move in 

circular orbits, form an equilateral triangle. The motion of all four bodies occurs in the 

same plane. It is assumed that the sufficient condition for the linear stability of libration 

points (the Routh’s stability condition) is satisfied. The masses of the two attracting bodies 

are equal. In this formulation, the restricted four-body problem admits particular solutions 

that describe the relative equilibrium positions of a small body in a coordinate system 

rotating together with the attracting bodies. Periodic motions of a small body are possible 

in the vicinity of stable positions of relative equilibrium. 

In this work considers the problem of orbital stability of periodic motions of a small body 

of negligible mass arising from a stable position of relative equilibrium. Under the 



assumption of small amplitude of these periodic motions, an analytical study of their 

orbital stability in a linear approximation was carried out. Using the small parameter 

method, explicit asymptotic expressions for the boundaries of the parametric resonance 

region are constructed. Explicit asymptotic expressions for the boundaries of the 

parametric resonance region are constructed by using method small parameter. The results 

of the analytical study are in good agreement with the results of the numerical study 

conducted in [9]. 
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1. Введение 

Ограниченной задачей четырёх тел называют задачу о движении тела малой 

массы под действием гравитационного притяжения трёх притягивающих тел. 

Данная задача была предметом обширных аналитических и численных 

исследований и продолжает привлекать значительное внимание исследователей как с 

теоретической, так и с прикладной точек зрения. В настоящей работе 

рассматривается частный случай данной задачи, так называемая плоская круговая 



ограниченная задача четырёх тел. В этом случае предполагается, что 

притягивающие тела располагаются в вершинах равностороннего треугольника, 

движутся по круговым орбитам и все четыре тела располагаются в одной плоскости. 

В такой постановке задачи возможны положения относительного равновесия тела 

малой массы во вращающейся вместе с притягивающими телами системе координат 

[1, 2]. Когда тело малой массы находится в положении относительного равновесия, 

то все четыре тела образуют четырёхугольник неизменной формы и размеров. В 

окрестности устойчивого положения относительного равновесия возможны 

периодические движения тела малой массы. Вблизи положения относительного 

равновесия эти периодические движения могут быть получены аналитически, а 

также могут быть численно продолжены во всей области их существования. 

Решение вопроса о существовании и орбитальной устойчивости данных 

периодических орбит имеет важное значение для понимания динамики задачи. 

Периодические орбиты в задаче четырёх тел изучались во многих работах, 

включая работы [3–10]. В случае, когда массы двух притягивающих тел равны, 

исследования для симметричных и несимметричных плоских периодических орбит 

проведены в работах [3–7]. В работе [8] исследования были проведены в 

предположении, что притягивающие тела лежат на одной прямой, т.е. в точках 

либрации Эйлера. Линейный анализ орбитальной устойчивости периодических 

движений, рождающихся из устойчивого положения относительного равновесия, 

был проведен в работе [9], а нелинейный анализ орбитальной устойчивости данных 

периодических движений проведён в работе [10]. В работах [9, 10] периодические 

движения были построены численно, а выводы об их устойчивости были получены 



на основе известных достаточных условий, полученных на основе теории КАМ [11–

14], которые также проверялись численно. В данной работе выполняется 

аналитическое исследование устойчивости периодических движений системы в 

предположении, что их амплитуда мала. Результаты данной работы дополняют и 

уточняют результаты работ [9, 10], поскольку при малых значениях амплитуд 

численный анализ орбитальной устойчивости является затруднительным в силу 

потери точности вычисления при уменьшении амплитуды. 

 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим движение тела малой массы P под действием сил 

гравитационного притяжения трёх притягивающих тел 𝑃ଵ, 𝑃ଶ и 𝑃ଷ, обладающих 

массами 𝑚ଵ, 𝑚ଶ и 𝑚ଷ. Притягивающие тела находятся в точках либрации плоской 

круговой ограниченной задачи трёх тел, т.е. движутся по круговым орбитам вокруг 

центра масс системы, располагаясь в вершинах равностороннего треугольника (см. 

Рис. 1). Движение всех четырёх тел происходит в одной плоскости. Предполагается, 

что массы 𝑚ଶ и 𝑚ଷ двух притягивающих тел 𝑃ଶ и 𝑃ଷ равны. 



 

Рис. 1. Система координат 

 

Для изучения движения тела малой массы P введём подвижную систему 

координат Oxyz с началом в точке O, расположенным в центре стороны 𝑃ଶ𝑃ଷ 

треугольника 𝑃ଵ𝑃ଶ𝑃ଷ. Ось Oy перпендикулярна оси Ox и проходит через тело 𝑃ଵ, а 

ось Oz перпендикулярна плоскости движения и дополняет систему координат Oxyz 

до правой ортогональной тройки. Затем перейдём к безразмерным координатам 

Нехвила ξ и η по формулам: 

 𝑥 = 𝑟𝜉, 𝑦 = 𝑟𝜂, (1) 

где r – расстояние между притягивающими телами. 

Уравнения движения тела малой массы P можно записать в гамильтоновой 

форме: 
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Функция Гамильтона имеет вид 
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где 
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(4) 

а безразмерный параметр задачи 𝜇 вводится по формуле 

 𝜇 =
𝑚ଶ

𝑚ଵ + 2𝑚ଶ
. (5) 

Независимую переменную 𝜈 = 𝜔𝑡 можно рассматривать как угол поворота 

треугольника 𝑃ଵ𝑃ଶ𝑃ଷ, образованного основными притягивающими телами, где 𝜔ଶ =

𝑓(𝑚ଵ + 2𝑚ଶ)𝑟ିଷ, а f – универсальная гравитационная постоянная. 

Далее рассматривается только случай, когда треугольная конфигурация из трёх 

притягивающих тел 𝑃ଵ, 𝑃ଶ и 𝑃ଷ устойчива в линейном приближении. Это имеет 

место при выполнении условия [15]: 

 0 < 𝜇 <
1

3
−

2√2

9
, (6) 

Система дифференциальных уравнений (2) допускает следующее 

стационарное решение: 

 

𝜉 = 0, 𝜂 = 𝜂∗, 

𝑝క = 𝑝క∗ = −𝜂∗ +
√3

2
(1 − 2𝜇), 𝑝ఎ = 0, 

(7) 

где 𝜂∗ определяется в результате решения алгебраического уравнения 

 𝜂 −
√3

2
(1 − 2𝜇) −

4(1 − 2𝜇)sign൫2𝜂 − √3൯

൫2𝜂 − √3൯
ଶ −

16𝜇𝜂

(4𝜂ଶ + 1)ଷ ଶ⁄
= 0. (8) 

Решения уравнения (8) описывают положения относительного равновесия тела 

малой массы, расположенные на оси 𝑂𝜂. В работах [16, 17] было показано, что 



существует устойчивое положение относительного равновесия, которое 

расположено на оси 𝑂𝜂 вне треугольника, образованного притягивающими телами 

(см. Рис. 2). 

 

 

Рис. 2. Устойчивое положение относительного 

равновесия тела малой массы P 

 

Согласно теореме Ляпунова о голоморфном интеграле [18], в малой 

окрестности устойчивого положения относительного равновесия системы 

существуют два типа периодических решений, классифицируемых по периоду: 

короткопериодические решения с периодом 𝑇ௌ и долгопериодические решения с 

периодом 𝑇௅ (𝑇௅ > 𝑇ௌ). 

Во вращающейся системе координат 𝑂𝜉𝜂 периодические решения Ляпунова 

описывают замкнутые орбиты тела малой массы в окрестности его положения 

относительного равновесия. Периодические орбиты образуют так называемые 

натуральные семейства, определяемые параметрами задачи: константой энергии h и 



параметром 𝜇. Вблизи положения относительного равновесия периоды 𝑇ௌ и 𝑇௅ 

близки к 2𝜋 𝜔ଵ⁄  и 2𝜋 𝜔ଶ⁄  соответственно, где 𝜔ଵ и 𝜔ଶ – частоты системы, 

линеаризованной в окрестности рассматриваемого положения относительного 

равновесия (𝜔ଵ > 𝜔ଶ). 

 

Рис. 3. Диаграмма орбитальной устойчивости в 

линейном приближении семейства 

короткопериодических движений 

В работе [9] для всех допустимых значений параметров задачи 𝜇 и h численно 

был проведён линейный анализ орбитальной устойчивости короткопериодических 

движений, а в работе [10] был выполнен строгий нелинейный анализ их 

орбитальной устойчивости. В частности, в работе [9] была получена область 

орбитальной неустойчивости (область параметрического резонанса). На Рис. 3 

представлена диаграмма устойчивости короткопериодических движений, 

изображенная в плоскости параметров задачи 𝜇 и h, где h – постоянная энергии на 



исследуемом периодическом движении. Тёмно-серым цветом обозначена область 

параметрического резонанса, где короткопериодические движения орбитально 

неустойчивы. В серой области короткопериодические движения орбитально 

устойчивы в линейном приближении. Вопросы существования, бифуркации и 

орбитальной устойчивости периодических решений консервативных и 

неконсервативных систем также исследовались в работах [19-22]. 

В данной работе при малых значениях амплитуды короткопериодических 

движений аналитически строятся границы области их орбитальной неустойчивости 

(области параметрического резонанса). Необходимость получения аналитических 

выражений для границ областей параметрического резонанса объясняется тем, что 

их численное построение является затруднительным при приближении значений 

энергии h к её значению в положении относительного равновесия. 

 

3. Аналитическое исследование орбитальной устойчивости и построение 

границ области параметрического резонанса 

Построение областей параметрического резонанса будем выполнять на основе 

методики, предложенной в работе [23]. В соответствии с результатами данной 

работы область параметрического резонанса возникает вблизи значений параметра 

𝜇, отвечающих резонансу третьего порядка 𝜔ଵ = 2𝜔ଶ. Данное соотношение имеет 

место при 𝜇଴ = 0.00175770. Далее полагая, что значение параметра 𝜇 мало 

отличается от 𝜇଴, введём малый параметр 𝜀 

 𝜀 = 𝜇 − 𝜇଴. (9) 



В случае резонанса третьего порядка канонической заменой переменных 

гамильтониан задачи (3) можно привести к следующей нормальной форме [14] 

 𝐻 = 𝜔ଵ𝑟ଵ − 𝜔ଶ𝑟ଶ − 𝐴𝑟ଶඥ𝑟ଵ sin(𝜑ଵ + 2𝜑ଶ) + 𝑂ସ, (10) 

где через 𝑂ସ обозначен сходящийся ряд, который начинается с членов не ниже 

четвёртой степени. Явные выражения для 𝜔ଵ, 𝜔ଶ и коэффициента нормальной 

формы A были получены в работе [24]. Используя данные выражения, имеем 

 

𝜔ଵ = 0.88595524 − 90.91930642𝜀 − 27235.59685532𝜀ଶ + 𝑂(𝜀ଷ), 

𝜔ଶ = 0.44297762 + 169.76439834𝜀 + 12630.04414059𝜀ଶ + 𝑂(𝜀ଷ), 

𝐴 = 0.37446196 + 5643.05422766𝜀 + 2.86487085 ∙ 10଺𝜀ଶ + 𝑂(𝜀ଷ). 

(11) 

Выполним теперь каноническую замену переменных 𝜑௜ , 𝑟௜ → 𝜃௜ , 𝜌௜ (𝑖 = 1, 2) с 

валентностью (𝜀𝛼)ିଶ по следующим формулам 

 𝜑௜ = 𝜃௜ , 𝑟௜ = 𝜀ଶ𝛼ଶ𝜌௜ , (𝑖 = 1, 2). (12) 

где 𝜀 – малая величина, а 𝛼 – неопределенная пока постоянная величина. Помимо 

этого, выполним замену независимой переменной 𝜈 = 𝜔ଶ
ିଵ𝜏. В переменных 𝜃௜ , 𝜌௜ 

(𝑖 = 1, 2) гамильтониан задачи (10) примет вид: 

 𝐻 =
𝜔ଵ

𝜔ଶ
𝜌ଵ − 𝜌ଶ − ε

𝐴

𝜔ଶ
𝛼𝜌ଶඥ𝜌ଵ sin(𝜃ଵ + 2𝜃ଶ) + 𝑂ସ. (13) 

Введём резонансную расстройку 𝜅: 

 𝜅 =
𝜔ଵ

𝜔ଶ
− 2, (14) 

и выполним ещё одну каноническую унивалентную замену переменных 𝜃௜ , 𝜌௜ →

𝜓௜ , 𝑅௜ (𝑖 = 1, 2) 

 
𝜃ଵ = 𝜓ଵ, 𝜃ଶ = −

𝜓ଵ

2
+ 𝜓ଶ, 

𝜌ଵ = 𝑅ଵ +
1

2
𝑅ଶ, 𝜌ଶ = 𝑅ଶ. 

(15) 



Далее полагаем, 𝛼 = 𝜔ଶ 𝐴⁄ , тогда в переменных 𝜓௜ , 𝑅௜ гамильтониан принимает вид 

 𝐻 = (2 + 𝜅) ൬𝑅ଵ +
1

2
𝑅ଶ൰ − 𝑅ଶ − 𝜀𝑅ଶඨ𝑅ଵ +

1

2
𝑅ଶ sin 2𝜓ଶ + 𝑂ସ. (16) 

Введём декартовы координаты 𝑥ଶ, 𝑦ଶ по формулам 

 𝑥ଶ = ඥ2𝑅ଶ sin 𝜓ଶ , 𝑦ଶ = ඥ2𝑅ଶ cos 𝜓ଶ. (17) 

Гамильтониан задачи (16) примет вид 

 𝐻 = (2 + 𝜅)𝑅ଵ +
1

4
κ(𝑥ଶ

ଶ + 𝑦ଶ
ଶ) − 𝜀𝑥ଶ𝑦ଶඨ𝑅ଵ +

1

4
(𝑥ଶ

ଶ + 𝑦ଶ
ଶ) + 𝑂ସ. (18) 

 Уравнения с гамильтонианом (18) допускают частное решение 

 𝜓ଵ = Ωଵ(𝜏 + 𝜏଴), 𝑅ଵ =
𝑐ଶ

2
, 𝑥ଶ = 𝑦ଶ = 0, (19) 

где Ωଵ = 2 + 𝜅 + 𝑂(𝜀ଶ). Данное решение описывает периодическую орбиту: 

движение с периодом 2𝜋 Ωଵ⁄  и амплитудой c. 

 В окрестности решения (19) введём возмущения 𝛾, 𝛼ଶ, 𝛽ଶ по формулам 

 𝑅ଵ =
𝑐ଶ

2
+ 𝛾, 𝑥ଶ = 𝛼ଶ, 𝑦ଶ = 𝛽ଶ. (20) 

Гамильтониан уравнений возмущенного движения примет вид 

 Γ = Γଶ + Γସ + ⋯, (21) 

где Γଶ = Ωଵ𝛾 + Γଶ
∗, а 

 Γଶ
∗ =

1

4
𝜅(𝛼ଶ

ଶ + 𝛽ଶ
ଶ) − 𝜀

√2

2
𝛼ଶ𝛽ଶ𝑐 + 𝑂(𝜀ଶ). (22) 

Характеристическое уравнение системы с гамильтонианом (22) имеет вид 

 𝜆ଶ +
1

4
(𝜅ଶ − 2𝜀ଶ𝑐ଶ) = 0. (23) 

При достаточно малых 𝜀 уравнение (23) имеет вещественный положительный 

корень при условии [23] 



 |𝜅| < 𝜀√2𝑐. (24) 

Условие (24) задаёт область орбитальной неустойчивости (область параметрического 

резонанса). Вне этой области короткопериодические движения с малыми 

амплитудами орбитально устойчивы в линейном приближении. 

Гамильтониан (10) является первым интегралом уравнений движения 

(интеграл энергии). Обозначим через Δℎ постоянную этого интеграла на 

периодической орбите. Эта постоянная имеет смысл отклонения энергии на 

периодической орбите от её значения в положении относительного равновесия. 

В переменных 𝜑௜ , 𝑟௜ (𝑖 = 1, 2) решение (19) имеет вид: 

 𝑟ଵ =
𝜀ଶ𝛼ଶ𝑐ଶ

2
, 𝑟ଶ = 0. (25) 

Подставив (25) в (10), найдём связь между Δℎ и амплитудой c: 

 
𝜔ଵ𝜔ଶ

ଶ𝜀ଶ𝑐ଶ

2𝐴ଶ
= Δℎ. (26) 

Подставляя разложения (11) для 𝜔ଵ и 𝜔ଶ в выражение (14) для резонансной 

расстройки 𝜅, имеем 

 𝜅 = −971.71524295𝜀 + 253888.60299808𝜀ଶ + 𝑂(𝜀ଷ). (27) 

На границе области параметрического резонанса неравенство (24) обращается 

в равенство. Если подставить в это равенство выражение (27), то амплитуду c можно 

получить в виде ряда по малому параметру 𝜀. Данный ряд имеет следующий вид 

 𝑐 =
√2𝜅

2𝜀
= −687.10643767 + 179526.35284592𝜀 + 𝑂(𝜀ଶ). (28) 

В результате подстановки разложений (11) для 𝜔ଵ, 𝜔ଶ и коэффициента нормальной 

формы A, а также разложения (28) для амплитуды c в выражение (26) для Δℎ, 

получим следующее выражение 



 Δℎ = 292669.84177512𝜀ଶ + 𝑂(𝜀ଷ). (29) 

На границе области параметрического резонанса постоянная энергии h 

вычисляется по следующей формуле: 

 ℎ = ℎ଴ + Δℎ, (30) 

где через ℎ଴ обозначена постоянная энергии в положении относительного 

равновесия при 𝜇 = 𝜇଴ + 𝜀. Разложение ℎ଴ по степеням малого параметра 𝜀 можно 

записать в следующем виде 

 ℎ଴ = −1.50023460 − 0.13527950𝜀 − 1.02483732𝜀ଶ + 𝑂(𝜀ଷ). (31) 

На границе области параметрического резонанса постоянную интеграла энергии h 

можно записать в виде следующего ряда 

 ℎ = −1.50023460 − 0.13527950𝜀 + 292668.81693780𝜀ଶ + 𝑂(𝜀ଷ). (32) 

 

 

Рис. 4. Диаграмма орбитальной устойчивости в линейном приближении 

семейства короткопериодических движений при малых значениях 

амплитуды c 

 

На Рис. 4 представлены результаты аналитического исследования орбитальной 

устойчивости короткопериодических движений тела малой массы, рождающихся из 

устойчивого положения относительного равновесия, при малых значениях 

амплитуды c. Область орбитальной неустойчивости 𝐷ଷ (область параметрического 



резонанса) закрашена тёмно-серым цветом, а области 𝐷ଵ и 𝐷ଶ, в которых 

короткопериодические движения орбитально устойчивы в линейном приближении, 

закрашены серым цветом. Нижняя граница серой области соответствует положению 

относительного равновесия. Точка R, в которой область параметрического резонанса 

касается этой нижней границы, отвечает положению относительного равновесия при 

𝜇 = 𝜇଴. 

Сравнение результатов проведённого исследования с результатами работы [9] 

показало, что границы области параметрического резонанса, построенные в данной 

работе аналитически, достаточно точно совпадают с границами этой области, 

построенными численно. 

 

Заключение 

Исследован вопрос об орбитальной устойчивости короткопериодических 

движений при малых значениях амплитуды. Аналитически построены границы 

области параметрического резонанса. Вне областей параметрического резонанса 

короткопериодические движения с малыми амплитудами орбитально устойчивы в 

линейном приближении. Результаты аналитического исследования хорошо 

согласуются с результатами численного исследования, проведённого в работе [9]. 
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