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Аннотация. Разработана методика расчета напряженно-деформированного состояния робототехни-
ческой конструкции из композиционного материала при динамическом воздействии. В качестве робо-
тотехнического комплекса рассматривался стенд, предназначенный для моделирования характеристик 
полета в лабораторных условиях. Было проведено моделирование и аппроксимация стенда конечными 
элементами. Робототехнические комплексы оснащены элементами, приводящими в движение каналы: 
подшипниками, зубчатыми венцами, редукторами, двигателями. В настоящей работе в конечно-эле-
ментной модели они заменены системой стержневых элементов одинаковой жесткости. Проведен рас-
чет и анализ конструкции стенда на динамическую нагрузку, получено напряженно-деформированное 
состояние стенда при различном расположении слоев композиционного материала.
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Abstract
The authors has developed a technique for the stress-strain state computing of a robotic structure made of a 

composite material under dynamic impact. The load-bearing capacity of multilayer composite materials is aff ected 
by the arrangement of the warp threads of the composite material. The load-bearing capacity of the composite 
material can be altered by the layers orientation changing. Thus, it is important to study the eff ect of the arrangement 
of a composite material threads on its load-bearing capacity. The authors conducted the said study for a robotic 
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system made of composite material under dynamic loading. An eight-layer composite material with various layer 
orientations was under consideration. Carbon fi ber formed its base. A multilayer composite material destruction 
criteria were considered. A test bench intended for fl ight characteristics simulation under laboratory conditions was 
considered as a robotic complex. This work bench simulation was performed. The work bench was approximated 
by fi nite elements. The results convergence of the fi nite element of the work bench model was being checked by the 
fi nite element mesh condensing and comparing the obtained results. Robotic systems are equipped with elements 
setting the channels in motion, such as bearings, gears, gearboxes and motors. In this work, they are replaced in 
the fi nite element model by a system of rod elements of the same stiff ness. The test bench design represented a 
three-layer structure consisting of external load-bearing layers of eight-layer composite material and a layer of 
fi ller between the load-bearing layers of lightweight material in the form of foam plastic, which serves for the shear 
absorbing. The test bench design was computed and analyzed for dynamic loading, and its stress-strain state was 
obtained for various layers arrangements of composite material.

Keywords: composite material, semi-natural modeling test rig, fi nite element method, dynamic loading, stress-
strain state
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Введение
В литературе методы расчета динамических 

конструкций из композиционного материала (КМ), 
содержащих подшипники, зубчатые венцы, редук-
торы, двигатели, и адекватный их учет в расчетной 
схеме в основном освещаются в примерах расчета 
отдельных элементов конструкций в системах 
автоматизированного проектирования. Поэтому 
разработка методов расчета таких широко распро-
страненных конструкций имеет большое значение 
в системах автоматизированного проектирования. 
Существующие подходы учитывают жесткость под-
шипников в плоскости вращения, в то время как 
подшипник работает и в направлении из плоскости 
вращения. Полный учет конструкции редукторов 
при расчете робототехнических систем приводит 
к неоправданному увеличению числа конечных 
элементов, что сказывается на погрешности вы-
числений и не в полной мере идентифицирует 
жесткость редуктора.
В настоящем исследовании применен метод 

расчета жесткости подшипников и учет жесткости 
в стержневой системе, заменяющей подшипники и 
зубчатые венцы, а также учет жесткости редукторов 
в стержневой системе; это касается и жесткости 
двигателей. Расчет прочности и колебаний дина-
мических конструкций без адекватного учета таких 
элементов практически невозможен. Для учета 
жесткостей этих элементов были разработаны алго-
ритм и программа расчета жесткости подшипников, 
редукторов и зубчатых венцов.
Разработка методов расчета динамических ро-

бототехнических систем, широко применяемых во 
многих областях, является важной и актуальной. 

Кроме того, с учетом высоких удельных характери-
стик прочности композиционных материалов, было 
рассмотрено применение КМ в робототехнических 
конструкциях; предложен метод обеспечения мак-
симальной жесткости и прочности конструкций 
путем расположения основы композита в слоях 
многослойного композиционного материала по 
линиям максимальных напряжений. Проведен 
анализ напряжений слоев многослойного компози-
ционного материала в зависимости от ориентации 
основы слоев; рассмотрен восьмислойный КМ с 
различной ориентацией слоев. В качестве основы 
использовано углеродное волокно.
Цель исследования – разработка методов про-

ектирования, расчета и анализа роботизированных 
систем. Роботизированные конструкции находят 
все большее применение в различных областях 
[1–5]; это связано с развитием компьютерного 
зрения, позволяющего идентифицировать объекты 
при операциях сборки конструкции, сортировки 
продукции и т. д. Чтобы получить оптимальные 
характеристики робототехнических систем по 
жесткости, прочности, инерционным характери-
стикам и точности позиционирования, необходимо 
разработать методы расчета таких конструкций 
под действием эксплуатационных нагрузок: ста-
тического и динамического нагружения. Для этого 
применяют материалы с высокими удельными 
прочностными характеристиками – многослойные 
композиционные материалы. В настоящее время 
композиционные материалы успешно заменяют 
традиционные гомогенные материалы в авиации, 
машиностроении, ракетной и космической технике 
[6–8] благодаря высоким удельным прочностным 
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характеристикам и способности изменять характе-
ристики материала в зависимости от ориентации 
слоев в многослойной композитной структуре, по-
этому важно изучить влияние ориентации слоев на 
прочностные характеристики материалов в иссле-
дуемой конструкции. Исследованию конструкций 
из КМ посвящено значительное количество работ, 
но в них в основном рассматриваются отдельные 
элементы конструкции [9–15].
Научная новизна исследования: разработка 

методов расчета робототехнических систем ши-
рокого класса, имеющих подвижные каналы, под-
шипники, зубчатые венцы, редукторы; учет таких 
элементов в расчетных схемах в виде стержневых 
систем идентичной жесткости; разработка методов 
расположения основы КМ по траекториям макси-
мальных напряжений, расчет влияния ориентации 
слоев на напряженное состояние конструкции 
с целью получения максимальной прочности и 
жесткости робототехнической системы влияющей 
на точность позиционирования. 

Материалы и методы
Критерии отказа
При исследовании напряженно-деформиро-

ванного состояния конструкции, особенно при 
определении ее несущей способности, определяют 
запасы прочности: отношение допустимого напря-
жения к действующему или отношение действу-
ющего напряжения к его допустимому значению. 
Последнее соотношение используется в крите-
риях прочности по отношению к многослойным 
материалам с различной несущей способностью 
слоев. Существует несколько проверенных крите-
риев прочности, названных по именам их авторов: 
Цай-Ву, Цай-Хилла, Хоффмана, Хашина, Пака, 
критерии, используемые в НАСА: LaRC и Кунсе. 
Критерии имеют свои преимущества и недостатки 
и применяются для различных типов композиций 
многослойных материалов. По этим критериям 
рассчитывается многослойный композиционный 
материал. Рассмотрим более подробно критерии, 
использованные в данном исследовании, – кри-
терии максимальных напряжений и деформаций 
Цай-Ву, Цай-Хилла, Хоффмана [16–19].
Критерий максимальных напряжений и дефор-

маций основан на превышении одного из отно-
шений действующего напряжения к допустимому 
напряжению или эффективной деформации к до-
пустимой деформации материала:

 

 

max , , , , , 1;

max , , , , , 1.

y xy yzz xzx

x z xzy xy yz

y xy yzz xzx

x z xzy xy yz

       
                       

       
                       

Здесь обозначено: σx, σy, σz – нормальные на-
пряжения; εx, εy, εz – нормальные деформации; 
τxy, τxz, τyz – касательные напряжения в соот-
ветствующей плоскости; γxy, γxz, γyz – сдвиговые 
деформации в соответствующих плоскостях, 
выражения в квадратных скобках означают допу-
стимые значения соответствующих деформаций 
и напряжений.
Критерии Цай-Ву, Цай-Хилла, Хоффмана 

являются квадратичными критериями и рассчи-
тываются на основе полинома второго порядка в 
зависимости от типа коэффициентов Aĳ  и Ai.
Когда значение этого полинома меньше или 

равно единице, предполагается, что разрушения 
многослойного материала не происходит:
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Для плоского напряженного состояния в этом 
многочлене необходимо считать, что σz = 0.

Критерий Цай-Ву
Коэффициенты в этом критерии рассчитывают-

ся из соотношений
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где индекс t означает растяжение, с – сжатие.
Здесь σx = σy = P, остальные выражения равны 

нулю.
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Критерий Хоффмана
Для этого критерия коэффициент Aĳ  определя-

ется из соотношения
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а критерий разрушения Хоффмана принимает вид
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Критерий Цай-Хилла
Коэффициенты рассчитываются из соотношений
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Критерии, использованные в настоящем ис-
следовании, являются наиболее общими и широко 
применяются при исследовании несущей способ-
ности многослойных композитных конструкций. 
К недостаткам критерия Цай-Хилла относится 
то, что он не учитывает различные значения 
прочности материала на растяжение и сжатие. 
Все представленные критерии разрушения пред-
полагают, что если слой выходит из строя по со-
ответствующему критерию, то выходит из строя 
весь многослойный материал. Рассмотренные 
критерии разрушения используются в различных 
расчетных программах.

Определение характеристик многослойного
композиционного материала
Определение характеристик многослойного 

композиционного материала проводится двумя 
методами. При использовании первого метода ха-
рактеристики каждого слоя определяются в отдель-
ности, и число разрешающих уравнений больше, 
чем при использовании второго метода – опреде-
ления приведенных характеристик многослойного 
КМ, в k раз, где k – число слоев.
Для определения приведенных характеристик 

многослойного композиционного материала, оси 
которого совпадают с ортотропными осями компо-
зиционного материала, рассмотрим соотношение 
напряжений и деформаций для плоского напря-
женного состояния:
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Здесь {ε}T = {εs, εθ, εsθ} – вектор деформации; εs, εθ, 
εsθ – деформации в направлении оси s, θ и в пло-
скости sθ; {σ}T = { σ s, σ θ, σsθ} – вектор напряжений 
в соответствующих направлениях и плоскости; 
Es, Eθ, vsθ, vsθs – модуль упругости, коэффициенты 
Пуассона; G66 – модуль сдвига.
При повороте осей координат на угол θ матрица 

зависимости «напряжение-деформация» преоб-
разуется к виду

                         
11 12 16

21 22 26

61 62 66

;

Q Q Q
E Q Q Q

Q Q Q

 
      
 
 

 (2)
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2 2 ;
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2 ;
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Q c Q s Q Q Q s c
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Q c Q s Q Q Q s c sc

Q s Q c Q Q Q s c

Q s Q c Q Q Q s c sc

Q Q Q Q s c s c Q

s c

   

    

      

   

      

    

  cos . 

 (3)

Для слоя, расположенного на расстоянии z от 
срединной поверхности, деформации определя-
ются из уравнений

      ,o oz    

где {εo} – деформации срединной поверхности;
{χo} – деформации кривизны срединной поверхности.
Связь между напряжениями и деформациями

в этом случае имеет вид

                            .o oQ z Q            (4)

Выражения нормальных сил N и изгибающих 
моментов M в зависимости от напряжений запи-
сываются как
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В результате получаем соотношения
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Таким образом, приведенные характеристики 
многослойного композиционного материала за-
писываются в виде
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где Aĳ , Bĳ , Dĳ  – мембранная, изгибно-мембранная 
и изгибная жесткости.
На рис. 1 приведены обозначения, используемые 

в формуле (9).

Трехслойная оболочка
В целом смежные слои многослойного компо-

зиционного материала можно рассматривать как 
структуру, состоящую из несущих слоев и запол-
нителя между ними. В расчетах основную нагрузку 
испытывают несущие слои, а заполнитель главным 
образом воспринимает напряжения сдвига и пре-

Рис. 1. Обозначения в многослойном 
              композиционном материале

пятствует сближению соседних несущих слоев. Для 
учета поперечных сдвиговых деформаций в запол-
нителе матрица поперечного сдвига дополняется 
матрицей сдвиговой жесткости

                      
                  
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0
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Q
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Здесь 44 13 55 23; ;Q G Q G   G13, G23 – модули сдвига.
Обозначив общую толщину трехслойного мате-

риала через t, толщины наружных несущих слоев 
t1 и t3 и толщину заполнителя t2, получим пере-
мещения и угол поворота нормали заполнителя 
для нейтральной оси в зависимости от смещения 
и углов поворота несущих слоев:

                        1 3 1 3
2 2; ;

2
v v v v

v
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 
    (11)
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1 1 3 3; .

2 2
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Смещение наполнителя на расстоянии от ней-
тральной плоскости имеет вид
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Рассматриваемый стенд представляет собой 
трехслойную конструкцию. Способ получения 
трехслойной подставки заключается в следующем: 
создаем модель стенда; присваиваем модели харак-
теристики заполнителя; создаем поверхности на 
модели и присваиваем поверхностям характери-
стики несущих слоев многослойного КМ.

Моделирование стенда максимальной жесткости
и аппроксимация подвижных элементов
Робототехнические системы имеют в своей кон-

струкции элементы, осуществляющие движения.
К таким элементам относятся подшипники, 
зубчатые венцы, редукторы, двигатели [20–26]. 
Идентификация таких элементов - сложная за-
дача, требующая теоретических и эксперимен-
тальных исследований в процессе разработки и 
изготовления.
При расчете робототехнических систем не-

обходимо учитывать жесткость этих элементов. 
В настоящем исследовании жесткость элементов 
определялась с помощью алгоритма и разработан-
ной программы. Учет этих элементов в конструк-
ции осуществлялся путем замены их стержневыми 
системами одинаковой жесткости. Правомерность 
замены подтверждена экспериментальными и тео-
ретическими расчетами.
Для исследования конструкций из композици-

онных материалов с целью создания конструкции 
максимальной жесткости необходимо расположить 
основу слоев КМ по траекториям максимальных 
напряжений, полученных при решении задачи 
для однородного материала, и скорректировать 
траекторию при решении задачи для композицион-
ного материала. В настоящей работе исследовалось 
влияния ориентации слоев многослойного компо-
зиционного материала. Результаты исследования 
приведены в таблице. От жесткости стенда зависит 
точность позиционирования – одна из основных 
его эксплуатационных характеристик.

Расчет
Назначение трехстепенного динамического 

стенда – перемещение исследуемого объекта по 
трем степеням свободы, с  помощью которго ими-
тируются летные характеристики изделия в лабо-
раторных условиях. Стенд состоит из основания, 
соединенного посредством зубчатого венца с кур-
совой вилкой. В курсовой вилке на подшипниковых 
опорах расположен тангажный канал, внутри кото-
рого на подшипниках вращается креновой канал, 
в котором находится испытуемый объект (рис. 2). 
В расчетах в качестве граничных условий исполь-
зовалось жесткое защемление основания стенда. 

а

б

Рис. 2. Стенд, аппроксимированный конечными
              элементами: а – модель стенда; б – изолинии
              напряжений в первом слое композита
              с ориентацией 0/15/30/-45/90/45/-30/0

На рис. 2 показан стенд, аппроксимированный 
конечными элементами [27–32].
Для аппроксимации элементов, обеспечива-

ющих движение каналов стенда: подшипников, 
зубчатых венцов, редукторов, двигателей – раз-
работан алгоритм и составлена программа расчета 
жесткости таких элементов, а также произведена 
замена их стержневыми системами идентичной 
жесткости. Сходимость результатов расчета ко-
нечно-элементной аппроксимации определялась 
сгущением сетки конечных элементов.
При динамическом воздействии на стенд экс-

плуатационная скорость курсовой вилки вокруг 
вертикальной оси составляла 500 рад/с. В резуль-
тате расчета получено напряженное состояние 
восьмислойного КМ послойно (рис. 3) с различной 
ориентацией слоев (см. таблицу). 
Анализ напряженного состояния восьмис-

лойного композиционного материала, пред-
ставленный в таблице, показывает, что наиболее 
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Напряженное состояние в первом и втором слое Напряженное состояние в третьем и четвертом слое

Напряженное состояние в пятом и шестом слое Напряженное состояние в седьмом и восьмом слое

Рис. 3. Напряженное состояние в восьмислойном композиционном материале, послойно, МПа

Напряжение в каждом слое восьмислойного композиционного материала
в зависимости от ориентации слоев, MПа

Ориентация слоев, градусы
Слои

1 2 3 4 5 6 7 8

0/0/0/90/90/90/0/0 60,0 50,1 40,3 118 107 96,9 20,2 20,5

0/0/90/90/90/0/0/0 68,5 57,8 117 107 97,5 22,2 20,8 19,5

45/0/–45/0/0/–45/0/45 108 57,2 96,9 45,4 41,1 59,9 32,9 79,4

45/–45/90/45/0/–45/–45/45 69,1 82,9 131 43,7 88,0 39,0 51,8 65,7

0/0/0/45/–45/0/0/0 57,9 47,4 37,2 101 99,5 31,6 34,4 77,4

45/–45/3/45/–45/–3/–5/45 87,0 98,4 83,0 58,9 50,8 69,4 56,0 68,6

45/–45/5/45/–45/–5/–45/45 86,9 98,5 82,2 58,6 50,8 69,0 55,6 68,8

45/–45/10/–45/45/10/–45/45 86,3 98,8 79,4 57,6 50,5 67,2 54,7 68,0

0/15/30/–45/90/45/–30/0 64,0 43,1 51,6 78,3 156 73,9 45,6 42,6
 Примечание. В таблице указана ориентация слоев  относительно траектории максимальных напряжений,
                           косая черта означает смену слоя.
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неблагоприятное соотношение ориентации слоев 
по напряжениям соответствует расположению 
слоев с ориентацией 45/–45/90/–45/0/–45/–45/45.
А ориентация слоев 45/–45/10/–45/45/10/–45/45 
соответствует минимальным напряжениям при той 
же нагрузке. Учитывая, что большинство критериев 
разрушения основано на том, что разрушение од-
ного слоя приводит к разрушению многослойного 
КМ в целом, можно сказать, что ориентация слоев 
45/–45/10/–45/45/10/–45/45 является самой проч-
ной и жесткой. Более точные результаты можно 
получить, используя критерии отказа, обсуждаемые 
в начале настоящей статьи.

Выводы
Смоделирован трехслойный стенд полунатур-

ного моделирования. Проведен расчет послойного 
напряженного состояния слоев восьмислойного 
композиционного материала, что позволило при-
менить критерии разрушения к композиционному 
материалу в целом. Для получения композици-
онного материала наиболее высокой прочности 
и жесткости, проведен анализ ориентации слоев 
в восьмислойном КМ. Согласно результатам 
расчета конструкция стенда имеет наименьшие 
напряжении и, следовательно, наивысшую жест-
кость и прочность при расположении слоев 45/ 
–45/10/–45/45/10/–45/45, где цифры показывают 
расположение слоя под углом к траектории мак-
симальных напряжений, в градусах, косая черта 
означает разделение слоев. Расположение траек-
торий максимальных напряжений было получено в 
результате расчета напряженно-деформированного 
состояния стенда, изготовленного из однородного 
материала. Далее слои располагались по траекто-
риям максимальных значений, полученных при 
решении задачи о стенде из однородного материала. 
В дальнейшем траектория максимальных значений 
была скорректирована по результатам расчета стен-
да из композиционного материала. Достоверность 
полученных результатов обеспечивается сходимо-
стью конечно-элементного разбиения и програм-
мы ANSYS, подтвердившей свою достоверность 
решением большого количества тестовых случаев. 
Поскольку стенд относится к робототехническим 
системам (в его конструкции имеются подшип-
ники, зубчатые венцы, редукторы, двигатели), 
разработанные методы и решения применимы к 
большому классу робототехнических систем.
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