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В связи с теоретической и прикладной значимостью исследований автомодельных («са-
моподобных») процессов теплопереноса в твердых телах сформулирована задача об опре-
делении нестационарного температурного поля анизотропного полупространства, подвиж-
ная граница которого подвержена локальному тепловому воздействию в условиях тепло-
обмена с внешней средой. Установлено, что в отличие от известных автомодельных 
процессов теплопереноса в изотропных твердых телах, к которым, в частности, можно от-
нести процессы формирования температурных полей в нефтяных пластах при заводнении в 
условиях поршневого вытеснения нефти водой, для исследования реализуемости автомо-
дельного процесса теплопереноса в рассматриваемой ситуации необходимо использование 
не одного, а двух автомодельных переменных. Первое автомодельное переменное опреде-
ляет анализируемый процесс теплопереноса в плоскости, параллельной подвижной границе 
анизотропного полупространства, второе – в направлении ее внешней нормали. Представ-
ление математической модели сформулированной задачи теплопереноса в анизотропном 
полупространстве с подвижной границей с использованием двух автомодельных перемен-
ных позволяет уяснить, что реализуемость автомодельного процесса теплопереноса в рас-
сматриваемой ситуации связана с выполнением вполне определенных условий. Эти усло-
вия полностью и однозначно определяют закон движения границы объекта исследований, 
структуру воздействующего на него внешнего теплового потока и реализуемый режим 
теплообмена в изучаемой системе «анизотропное полупространство–внешняя среда», т.е. 
функциональную зависимость числа Био – критерия конвективно-кондуктивного подобия – 
от пространственных и временнóго переменных. Теоретически обосновано, что в анализи-
руемом процессе теплопереноса автомодельные структуры и внешнего теплового потока, и 
реализуемого режима теплообмена имеют одинаковый вид и функционально зависят от 
критерия тепловой гомохронности – числа Фурье. 

Ключевые слова: анизотропное полупространство, подвижная граница, теплообмен с 
внешней средой, локальное тепловое воздействие, автомодельная задача теплопереноса.  

 

Введение 

В математической теории теплопроводности 
[1‒4] особое место занимают исследования ав-

томодельных («самоподобных») процессов теп-
лопереноса в изотропных твердых телах [5‒7]. 
При этом, несмотря на их очевидную теорети-
ческую и практическую значимость, множество 
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известных публикаций, связанных с исследова-
ниями автомодельных процессов теплопереноса 
в твердых телах и их практическими приложе-
ниями, весьма ограничено. В частности, в рабо-
те [5] сформулирована и решена задача о рас-
пространении тепловой волны от мгновенного 
источника энергии в изотропном пространстве 
с постоянной или зависящей от температуры 
теплопроводностью, а в [7] представлены ре-
зультаты дальнейших исследований в этом 
направлении. В работе [8] в качестве объекта 
исследований рассмотрена система «изотроп-
ное пространство–сферический очаг разогре-
ва». Показано, что реализация в этой системе 
автомодельного процесса теплопереноса сопро-
вождается проявлением физического эффекта 
«инерции» (локализации) теплоты [6, 9] и мо-
жет приводить к существованию граничного 
режима с обострением в очаге разогрева [8].  
В работах [10‒13] изложены результаты даль-
нейших исследований, связанных с изучением 
физических свойств автомодельного процесса 
теплопереноса в анализируемой системе. 

Следует особо отметить, что авторам из-
вестно лишь несколько публикаций, в которых 
представлены результаты исследований авто-
модельных процессов теплопереноса в анизо-
тропных твердых телах [14‒16]. В частности, 
в работах [14, 15] сформулирована и решена 
задача о распространении тепловой волны в 
анизотропном пространстве с зависящей от 
температуры теплопроводностью, инициируе-
мой мгновенным источником энергии, при 
наличии (или отсутствии) ее стоков в объекте 
исследований. 

Цель проведенных исследований – иденти-
фикаций условий реализуемости автомодельнос-
ти процесса теплопереноса в анизотропном по-
лупространстве с анизотропией свойств общего 
вида, подвижная граница которого находится 
под локальным тепловым воздействием в усло-
виях теплообмена с внешней средой. 

Исходные допущения 
и математическая модель 

Для достижения поставленной цели при  
построении исходной математической модели 
процесса формирования температурного поля 

1 2 3( , , , )T x x x t  объекта исследований в фиксиро-
ванной декартовой системе координат 1 2 3Ox x x  
пространства 3

  предполагалось, что: 

1) объект исследований имитируется анизо-
тропным полупространством  

1 1
3

2 2

3 3

: ω( ) , 0 ,
x x
x t x t
x x

 −∞ < < +∞ 
  ∈ ≤ ≥  
   −∞ < < +∞  

  

граница которого перемещается параллельно 
самой себе по закону 

2 ω( ), 0,x t t= ≥  
где ω( )t  ‒ неубывающая положительная функ-
ция и ω(0) 0= ; 

2) подвижная граница объекта исследований 
находится как под воздействием нестационар-
ного внешнего теплового потока с плотностью 
мощности 1 3( , , ),q x x t  ориентированного в 
направлении ее внутренней нормали, так и 
внешней среды, постоянная температура кото-
рой 0T  совпадает с начальной температурой 
анизотропного полупространства; 

3) реализуется нестационарный режим теп-
лообмена в системе «объект исследований–
внешняя среда» с коэффициентом теплоотдачи 

1 3α( , , )x x t ; 
4) функционалы 1 3( , , ),q x x t  1 3α( , , )x x t  как 

скалярные функции пространственных пере-
менных 1 3,x x  при любом фиксированном зна-
чении временного переменного 0t ≥  интегри-
руемы с квадратом в 2

  [17], т.е. 
2 2 2 2

1 3 1 30 0( , , ) ( ); α( , , ) ( ),t tq x x t L x x t L≥ ≥∈ ∈   

а как скалярные функции временного перемен-
ного t  они являются оригиналами интегрально-
го преобразования Лапласа [2, 3], т.е. 

( ]
( ]

2
1 3

2
1 3

1 3 [ , ]

1 3 [ , ]

( , , ) 0, ;

( , , ) 0, .

tx x

tx x

q x x t L

x x t L

Τ

Τ

∈

∈

∈ +∞

α ∈ +∞





 

Для удобства дальнейших рассуждений вос-
пользуемся следующими обозначениями: 

0 22 1 2
2

0

3

22 22 0 22

λθ ; Fo ; ; ;
ρ

λ α; μ ; , Bi ,
λ λ λ

ij
ij

T T x xt x y
T l lc l

x ql lz Q
l T

−
= = = =

= = = =
 

где l  ‒ выбранная единица масштаба простран-
ственных переменных; λ λij ji≡  – компонента 
тензора теплопроводности анизотропного мате-
риала объекта исследований, а ρ  и c  ‒ его 
плотность и удельная массовая теплоемкость. В 
этом случае, согласно исходным допущениям, 
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функционал θ( , , ,Fo)x y z , определяющий иско-
мое температурное поле, должен удовлетворять 
линейному дифференциальному уравнению в 
частных производных второго порядка парабо-
лического типа [3, 4]: 

 

2 2

11 122

2 2

13 2

2 2

23 33 2

2

θ θ θμ 2μ
Fo

θ θ2μ

θ θ2μ μ ;

, ν(Fo), Fo 0,

x yx

x z y

y z z
x

y
z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∂

∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

 
∈ > > 

 


 (1) 

где 1 2 1
22ν(Fo) ω( ρ λ Fo),l c l− −≡   

однородному начальному условию   
 Fo 0θ( , , ,Fo) 0x y z = =  (2) 

и специфическому краевому условию [18] на 
подвижной границе анизотропного полупро-
странства: 

   
12 23

ν(Fo)

ν(Fo)

θ θ θμ μ

( , ,Fo) Bi( , ,Fo)θ( , , ,Fo) .
y

y

x y z

Q x z x z x y z
=

=

 ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ 

= − +

(3) 

Кроме того, функционал θ( , , ,Fo)x y z  должен 
удовлетворять следующим естественным тре-
бованиям: 

    

[ ]( ) [ )

( )

[ ]( ) [ )

2

2

2
, (Fo 0)

2 2
ν(Fo) (Fo 0)

Fo, ( ν(Fo))

θ( , , ,Fo) ν(Fo), ;

θ( , , ,Fo) ( );

θ( , , ,Fo) 0, .

x z

y

x z y

x y z L

x y z L

x y z L

Τ

Τ

∈ ∧ ≥

≥ ∧ ≥

∈ ∧ ≥

∈ +∞

∈

∈ +∞





  (4) 

Идентификация достаточных условий 
реализуемости автомодельного  

процесса теплопереноса  
в анизотропной системе 

Для достижения основной цели настоящих 
исследований воспользуемся автомодельными 
переменными 

 α β ν(Fo)ξ , η γ ,
Fo Fo

x z y+ −
   (5) 

идентификация параметров α,β,γ  которых бу-
дет реализована далее. В этом случае с учетом 
очевидных равенств 

1 ξ 2γν(Fo) Fo η ;
Fo 2Fo ξ η

α γ β; ; ,
ξ η ξFo Fo Fox y z

 ∂ ∂ ∂ = − + +  ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂



  

 

где ν(Fo)  ‒ скорость перемещения подвижной 
границы объекта исследований (производная 
функционала ν(Fo) ), смешанная задача (1)‒(4) 
преобразуется к эквивалентной ей краевой  
задаче: 

 

2

2 2 2
2

2 2

η 0

ξ η

θ ξ θ θ θ2γ γ
2 ξ ξ ηξ η

1 θη 2γν(Fo) Fo 0, ξ ,η 0;
2 η

θ θγ Fo Biθ Fo ;
ξ η

lim θ( ,η) 0,

a

b Q
=

+ →+∞

∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅ + + +

∂ ∂ ∂∂ ∂
∂ + + = ∈ >  ∂

 ∂ ∂
+ − = − ∂ ∂ 

ξ =




 (6) 

при записи которой использованы следующие 
обозначения: 

 
2 2

11 13 33

12 23

μ α 2μ αβ μ β ;

(μ α μ β)γ.

a

b

+ +

+





 (7) 

Следует также заметить, что при переходе к 
автомодельным переменным, определенным 
равенствами (5), начальное условие (2) сме-
шанной задачи (1)‒(4) трансформировалось в 
граничное условие (при 2ξ η+ → +∞ ) эквива-
лентной ей краевой задачи (6), (7). 

Непосредственный анализ математической 
модели (6), (7) позволяет сделать вывод о реа-
лизуемости искомого автомодельного процесса 
теплопереноса при выполнении следующих 
условий: 
 02γν(Fo) Fo ν const;≡ −  (8) 

 (o)Bi( , ,Fo) Fo Bi (ξ);x z ≡  (9) 

 0( , ,Fo) Fo (ξ).Q x z Q≡  (10) 
При этом условие автомодельности (8) одно-

значно определяет закон движения границы 
анизотропного полупространства: 
 1 1

0 0ν(Fo) γ ν Fo, γ ν 0.− −= >  (11) 
Для удобства дальнейших рассуждений по-

лагаем 
 0ν ηZ +  (12) 
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и, воспользовавшись условиями автомодельнос-
ти (8)‒(10), представим краевую задачу (6), (7) в 
следующем виде: 

0

2

2 2

2

2
2

02

(0)

ν

0

ξ

θ θ θ2 ξ 4
ξ ξξ

θ θ2γ 0, ξ , ν ;

θ(ξ, ) θ(ξ, )γ Bi (ξ)θ(ξ, )
ξ

(ξ);
lim θ(ξ, ) 0,

Z

Z

a b
Z

Z Z
ZZ

Z Zb Z
Z

Q
Z

=

+ →+∞

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂∂
∂ ∂

+ + = ∈ >
∂∂

 ∂ ∂
+ − = ∂ ∂ 

= −
=



(13)
 

где квадратичная форма a  (7) является поло-
жительно определенной, в чем можно убедить-
ся непосредственно воспользовавшись свойст-
вами тензора теплопроводности второго ранга 
[4] и критерием Сильвестра [19]. 

Для нахождения решения краевой задачи 
(13) в аналитически замкнутом виде полагаем 

 23

12

μ 1α β, γ ;
μ 2

−   (14) 

 (0) (0)Bi (ξ) Bi const, 0.5.a−   (15) 
В этом случае согласно (7) и (14) 

 0,b =  (16) 
и с учетом (7) и (15) имеем: 

2
223 23

11 13 33
12 12

μ μ 10 μ 2μ μ β
μ μ 2

a
    
 < ≡ − + =   
     

 

и, как следствие, 

      ( ) 1 22 212
11 23 13 23 12 33 12

μβ μ μ 2μ μ μ μ μ .
2

−
= − +  (17) 

Таким образом, согласно (13)‒(17), рассматри-
ваемая задача автомодельного теплопереноса в 
анизотропном полупространстве, граница которо-
го перемещается по закону, представленному ра-
венством (11), и подвержена воздействию внеш-
него теплового потока с плотностью мощности, 
определенной равенством (10), в условиях тепло-
обмена с внешней средой по закону Ньютона, где 
число Bi  определено равенствами (9), (15), мо-
жет быть представлена в следующем виде: 

   
0

2

2 2

02 2

(0)
0

ν

ξ

θ θ θ θξ 0, ξ , ν ;
ξξ

1 θ(ξ, ) Bi θ(ξ, ) (ξ);
2

lim θ(ξ, ) 0.
Z

Z

Z Z
ZZ

Z Z Q
Z

Z
=

+ →+∞

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = ∈ >

∂ ∂∂ ∂
∂ ⋅ − = − ∂ 

=



 (18) 

Заметим, что для нахождения решения крае-
вой задачи (18) в аналитически замкнутом ви-
де целесообразно воспользоваться либо экс-
поненциальным интегральным преобразова-
нием Фурье, применив его по переменному ξ , 
либо сингулярным интегральным преобразо-
ванием по переменному Z , порождаемым  
линейным дифференциальным оператором 
второго порядка 2 2Z Z Z∂ ∂ + ∂ ∂  и краевым 
условием третьего рода, представленным в 
(18) [17]. 

Заключение 

1. Реализуемость автомодельного процесса 
теплопереноса в анизотропном полупростран-
стве, подвижная граница которого находится 
под локальным тепловым воздействием в 
условиях теплообмена с внешней средой, 
непосредственно связана с выполнением 
условий, представленных совокупностью ра-
венств (8)‒(10). 

2. Равенства (8)‒(10) определяют достаточ-
ные условия реализуемости автомодельного 
процесса теплопереноса в рассматриваемой си-
туации. Эти условия полностью и однозначно 
определяют закон движения границы объекта 
исследований, структуру воздействующего на 
него внешнего теплового потока и реализуемый 
режим теплообмена в системе «анизотропное 
полупространство–внешняя среда», т.е. функ-
циональную зависимость числа Bi  от прост-
ранственных и временного переменных. 

3. Установлено, что в изучаемом процессе 
теплопереноса автомодельные структуры 
внешнего теплового потока и реализуемого ре-
жима теплообмена с внешней средой имеют 
одинаковый вид. 

4. Используемые автомодельные перемен-
ные полностью определены равенствами (5), 
(14), (17). 
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Conditions of heat transfer self-similar process realization  
in anisotropic half-subspace with movable boundary at local thermal impact  

in conditions of heat exchange with external environment 

A.V. Attetkov, P.A. Vlasov, I.K. Volkov 

Bauman Moscow State Technical University (National research university), Moscow, 105005, Russia 
e-mail: fn2@bmstu.ru 

Due to the pertinence of theoretical and applied studies of self-similar processes of heat 
transfer in solids, a problem of determining of non-stationary temperature field of anisotropic 
half-subspace, which movable boundary is subjected to a heat impact in conditions of heat ex-
change with external environment, was formulated. It was found, that unlike the well-known 
self-similar heat transfer processes in isotropic solids, to which the temperature field forming 
processes in oil stratums while water flooding in conditions of naphtha frontal driving by water 
might be referred to in particular, the use of two, instead of one, self-similar variables is re-
quired while studying heat transfer self-similar process for the situation under consideration. 
The first self-similar variable defines the analyzed heat transfer process in the plane, parallel to 
the moving boundary of an anisotropic half-subspace, and the second one in the direction of its 
external normal. Representation of mathematical model of the formulated problem of heat trans-
fer in anisotropic half-subspace with moving boundary employing two self-similar variables al-
lows understanding that realizability of self-similar process of heat transfer in the situation un-
der consideration is associated with fulfillment of the quite certain conditions. These conditions 
define completely and unambiguously the law of movement of the boundary of the subject un-
der study, as well as the structure of the thermal flow affecting it, and a heat transfer mode 
 being realized in the studied system “anisotropic half-subspace–external environment”, i.e. 
functional dependence of Bio’s number (which is criterion of convective-conductive similarity) 
on spatial and time variables. It was substantiated theoretically, that in the heat transfer process 
being analyzed, self-similar structures of both external heat flow and heat transfer mode being 
realized are of the same kind, and  functionally dependent on thermal homochronoucity crite-
rion, i.e. Fourier number. 
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