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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность темы. Областью исследования диссертационной работы 

являются методы и алгоритмы структурно-параметрического синтеза систем 

автоматического управления сложными динамическими объектами. 

В диссертационной работе рассматривается прикладная задача мониторинга 

области с помощью группы квадрокоптеров. Условие задачи содержит множество 

точек, заданных в некоторой определенной области трехмерного пространства. 

Необходимо найти управление несколькими квадрокоптерами, чтобы они прошли 

все заданные точки, причем каждый квадрокоптер должен пройти свой набор точек, 

и два различных квадрокоптера не должны проходить одну и ту же точку. Считаем, 

что все квадрокоптеры начинают движение из одной точки пространства и 

завершают полет в той же начальной точке. 

Задачу решаем в два этапа. Первоначально разбиваем множество заданных 

точек на приблизительно одинаковые по количеству точек подмножества для 

каждого квадрокоптера. Далее переопределяем номера точек во множестве так, 

чтобы суммарная длина путей движения всех квадрокоптеров была минимальной. 

Упорядочивание точек по минимальной длине пути является известной 

комбинаторной задачей коммивояжера и здесь она отличается от классической 

задачи наличием нескольких коммивояжеров, которые стартуют из одной и той же 

точки. Это приводит к тому, что суммарная длина пути движения одного 

квадрокоптера по всем точкам отличается от суммарной длины путей нескольких 

квадрокоптеров, так как после прохождения своего пути каждый квадрокоптер 

должен вернуться в исходную точку, а следующий квадрокоптер должен стартовать 

из этой начальной точки, поэтому к длине пути по точкам необходимо добавлять 

пути движения от стартовой точки к первой точке мониторинга и от последней 

точки - к стартовой.  

Далее решаем задачу синтеза системы управления для каждого 

квадрокоптера. Если квадрокоптеры одинаковые, как в нашем случае, то задачу 

синтеза решаем для одного квадрокоптера. Задача синтеза состоит в том, чтобы 

найти функцию управления, которая обеспечивает устойчивое положение 

квадрокоптера в заданной точке пространства состояний. Функция управления 

использует в качестве своих аргументов отклонения значений компонент вектора 

состояний квадрокоптера от заданной точки пространства состояний. Блок 

управления квадрокоптером должен также включать систему переключения точек 

пространства состояний для обеспечения движения квадрокоптера по траектории.  

Для решения расширенной задачи коммивояжера, рассматриваемой на 

первом этапе, используем вариационный генетический алгоритм. Задача первого 

этапа, нахождения траекторий движения квадрокоптеров, представляет собой 

расширение известной задачи коммивояжера в форме задачи поиска путей для 

группы коммивояжеров. В качестве малых вариаций применяем здесь операцию 

перестановки номера точки в новое положение. 

Задача синтеза системы управления, решаемая на втором этапе, является 

главной задачей теории управления. Основной научный результат, полученный в 

диссертации, относится к созданию и исследованию нового метода решения задачи 

синтеза управления. Для решения задачи синтеза в работе используем метод 
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вариационного аналитического программирования, который является развитием 

известного метода аналитического программирования, относящегося  к классу 

методов символьной регрессии. Все методы символьной регрессии используются 

для поиска решения на нечисловом пространстве. В данном случае в задаче синтеза 

управления мы ищем математическое выражение для функции управления. Для 

поиска нечисловых решений методы символьной регрессии используют 

специальные формы кодирования возможных решений и эволюционный, как 

правило, генетический алгоритм для поиска оптимального кода возможного 

решения. Метод аналитического программирования имеет наиболее компактный 

код записи математического выражения. В отличие от известного метода 

аналитического программирования, метод вариационного аналитического 

программирования использует при поиске принцип малых вариаций базисного 

решения, суть которого заключается в том, что исследователь задает в форме кода 

одно базисное решение, которое желательно задать как можно ближе к искомому 

решению, а поиск оптимального решения осуществляется на множестве малых 

вариаций заданного базисного решения.  

Разработка и исследование нового численного метода решения важнейшей 

задачи синтеза управления составляет содержание основного теоретического 

результата диссертационной работы. Использование методов символьной 

регрессии при поиске математического выражения позволяет находить не только 

параметры функции, но и ее структуру. В результате мы получаем структуру и 

параметры функции управления от координат пространства состояний 

квадрокоптера. Определяемые по искомому математическому выражению значения 

вектора управления должны обеспечивать достижение объектом заданной цели 

управления с оптимальным значением заданного критерия качества. Функцию 

управления, полученную в результате решения задачи синтеза, называем 

синтезирующей функцией. Данная функция должна по текущему состоянию 

объекта управления обеспечивать нахождение такого управления, которое 

позволяет достичь цель управления, в нашем случае заданной точки в трехмерном 

геометрическом пространстве, с оптимальным значением критерия качества, 

который в работе представляет собой время достижения цели и точность ее 

достижения. 

Диссертация посвящена разработке и исследованию нового численного 

метода вариационного аналитического программирования для решения задачи 

синтеза управления. В качестве объекта управления рассматривается группа 

мобильных летающих роботов квадрокоптеров, решающих задачу мониторинга 

заданного района. 

Цель диссертационного исследования заключается в разработке методики 

решения задачи мониторинга местности группой летающих роботов и в разработке 

и исследовании нового вычислительного метода вариационного аналитического 

программирования для решения задачи синтеза системы управления. 

Для достижения поставленной цели в диссертационной работе решались 

следующие задачи: 

 Решение задачи группы коммивояжеров в трехмерном пространстве для 

определения оптимальных траекторий для каждого летающего робота; 
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 Разработка метода вариационного аналитического программирования для 

синтеза системы управления; 

 Применение метода вариационного аналитического программирования для 

решения задачи синтеза системы управления; 

 Решение задачи синтеза системы управления летающим роботом методом 

вариационного аналитического программирования; 

 Исследование качества синтезированной системы управления летающим 

роботом с целью определения сохранения свойств системы при изменении 

начальных условий и наличии внешних возмущений. 

Объектом исследования является: система управления мобильным 

летающим роботом типа квадрокоптер. 

Предметом диссертационного исследования является: система 

управления летающим роботом, определенная в форме математической модели 

объекта управления, летающего робота и требований постановки задачи синтеза: 

функционала качества, терминальных и начальных условий, ограничений на 

управление. 

Метод проведения исследования. Для проведения исследований были 

использованы: методы теории управления, методы функционального анализа, 

методы многокритериальной оптимизаций, численный метод интегрирования 

дифференциальных уравнений, численные методы оптимизации, эволюционные 

вычислительные методы, методы символьной регрессии. 

Методология и методы исследования состоят в проведении большого 

количества вычислительных экспериментов, выполняемых при синтезе систем 

автоматического управления для каждого возможного решения, генерируемого и 

модифицируемого эволюционным алгоритмом.  

Достоверность полученных в диссертации результатов подтверждается 

программной реализацией разработанных алгоритмов и вычислительными 

экспериментами, проводимыми в процессе решения задач синтеза управления 

методом вариационного аналитического программирования. 

Научная новизна диссертационной работы состоит: 

 В разработке нового численного метода вариационного аналитического 

программирования, который отличается от известного метода символьной 

регрессии аналитического программирования, использованием принципа 

малых вариаций базисного решения. 

 В разработке генетического алгоритма для решения задачи синтеза системы 

управления методом вариационного аналитического программирования. 

 В решении задачи синтеза системы управления летающим роботом методом 

вариационного аналитического программирования. 

 В решении задачи группы коммивояжеров вариационным генетическим 

алгоритмом.  

Практическая значимость диссертационной работы состоит в разработке 

алгоритмов и комплекса программ для автоматического синтеза систем управления 

методом вариационного аналитического программирования. Работоспособность 

программного комплекса подтверждена вычислительными экспериментами. 

Полученные в результате автоматического синтеза математические выражения для 
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системы управления могут быть непосредственно использованы на бортовых 

компьютерах систем управления летающими роботами.  

Теоретическая значимость диссертационной работы заключается в 

исследовании метода вариационного аналитического программирования, в 

частности, в исследовании и построении малых вариаций структуры данных, 

кодирующей искомое математическое выражение, а также в сравнительном анализе 

различных методов символьной регрессии, применяемых для решения задачи 

синтеза управления, метода сетевого оператора, метода аналитического 

программирования и метода вариационного аналитического программирования. 

Внедрение результатов диссертационной работы.  

Разработанные методы и алгоритмы использовались в учебном процессе 

Инженерной академии Российского Университета Дружбы Народов в департаменте 

«Механики и мехатроники» при подготовке магистрантов по направлению 

«Управление в технических системах», при чтении курсов «Современные 

инструментальные средства интеллектуальных систем», «Современные проблемы 

теории управления», «Автоматизированное проектирование средств и систем 

управления», а также в учебном процессе кафедры «Системный анализ и 

управление» Аэрокосмического института МАИ при чтении курсов «Динамическое 

проектирование системы управление летательного аппарата», «Оптимальное 

управление летательными аппаратами». 

Внедрение результатов диссертационных исследований подтверждено 

соответствующими актами. 

Апробация работы. Апробация результатов диссертационной работы 

состоит в применении разработанного нового численного метода для решения 

прикладной задачи мониторинга местности с помощью группы квадрокоптеров. В 

качестве объекта управления рассматривается модель реального летающего робота 

квадрокоптера. Научно-прикладные результаты диссертационных исследований 

докладывались на следующих конференциях: 

ХI Международная научно-практическая конференция «Инженерные 

системы - 2014» (г. Москва), Одиннадцатый международный симпозиум 

«Интеллектуальные системы INTELS’2014» (г. Москва, 2014), Международный 

симпозиум «Надежность и качество» (г. Пенза 2014),Школа-семинар молодых 

ученных «Фундаментальные проблемы системной безопасности», (г. Елец 2014 г), 

XII International Symposium «Intelligent Systems-2016» (INTELS’2016) (Moscow 

2016), 2017 11thIEEE International Conference on Application of Information and 

Communication Technologies (AICT) (Moscow 2017),XXIII Международной научной 

конференции «Системный анализ, управление и навигация» (г. Евпатория, 2018 г.) 

Публикации. Все полученные научные результаты диссертации были 

представлены в 22 научных публикациях, из которых 4 статьи опубликованы в 

журналах из списка рекомендованного Высшей аттестационной комиссией (ВАК) 

для специальности 05.07.09, и 4 статьи в трудах международных конференций, 

включенных в международные реферативные базы цитирования SCOPUS или Web 

of Science. В совместных работах результаты принадлежат соавторам в равных 

долях. 
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Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся полученные в 

процессе выполнения диссертационных исследований следующие научные 

результаты: 

 Алгоритм синтеза системы автоматического управления методом 

вариационного аналитического программирования; 

 Применение метода вариационного аналитического программирования 

для решения задачи синтеза системы управления; 

 Решение задачи синтеза системы управления летающим роботом методом 

вариационного аналитического программирования; 

 Решение задачи группы коммивояжеров вариационным генетическим 

алгоритмом. 

Структура и объем работы.  Диссертация состоит из введения, трех глав, 

основных выводов по работе, списка цитируемой литературы, содержащего 87 

наименований. Работа изложена на 109 листах, включая 31 рисунок. 

 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении представлено обоснование актуальности темы, 

сформулированы цель, задачи и предмет исследований, методы проведения 

исследований, обоснована научная новизна результатов и их практическая 

значимость, перечислены основные положения, выносимые на защиту, 

представлены данные о структуре и объеме диссертационной работы. 

В первой главе диссертации представлена постановка задачи синтеза 

управления группой летающих роботов и ее формальное описание, приведен обзор 

известных аналитических и численных методов ее решения, приведено описание 

численного метода сетевого оператора для решения задачи синтеза управления и 

метода аналитического программирования, приведено описание решения задачи 

для группы коммивояжеров вариационным генетическим алгоритмом. 

Формальная постановка задачи 

Рассмотрим задачу мониторинга местности группой квадрокоптеров. Для 

проведения мониторинга в трехмерном геометрическом пространстве 

задействовано некоторое количество квадрокоптеров, которые должны пройти 

заданное количество точек. Считаем, что точки, через которые должны пройти 

квадрокоптеры, определены, но какой из квадрокоптеров должен пройти через 

какие точки первоначально неизвестно. В каждой точке должен побывать хотя бы 

один из квадрокоптеров. Каждая точка определена тремя координатами. 

Предполагаем, что все квадрокоптеры стартуют из заданного начального состояния 

и после прохождения выбранных для него точек возвращается обратно в то же 

место, откуда он стартовал.  

На первом этапе решаем задачу отбора точек для каждого квадрокоптера. 

Считаем, что все точки пронумерованы и каждый из квадрокоптеров должен пройти 

приблизительно одинаковое количество точек. Первый квадрокоптер проходит 

первые K точек, следующий другие K точек и т.д. Для оптимального поиска путей 

движения квадрокоптеров необходимо переставить порядок точек, чтобы 

суммарный путь всех квадрокоптеров был минимальным. Эта задача является 

разновидностью задачи коммивояжера и относится к трудным вычислительным 
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задачам, для которых неизвестны полиномиальные алгоритмы решения. Для 

решения этой задачи используем эволюционный генетический алгоритм, которые 

не находит гарантированно оптимального решения, но позволяет за конечное 

количество итераций найти близкое к оптимальному решению. 

Второй этап посвящен решению задачи синтеза системы управления 

квадрокоптером. В задаче синтеза управления находим нелинейную обратную связь 

в виде многомерной функции, аргументами которой являются компоненты вектора 

отклонения состояния квадрокоптера от заданной точки в пространстве состояний. 

Решение задачи синтеза приводит к созданию блока стабилизации квадрокоптера 

относительно заданной точки в пространстве состояний. Для поиска решения 

задачи синтеза используем новый численный метод символьной регрессии, метод 

вариационного аналитического программирования, который является основным 

теоретическим результатом настоящей работы. 

Приведем математические формулировки постановок решаемых задач, поиска 

оптимальных траекторий движения квадрокоптеров, и синтеза оптимальной 

системы управления. 

В задаче синтеза оптимальных пространственных траекторий задано 

первоначальные положения квадрокоптеров 

},,{P ,01,0
0

N
pp  ,      (1) 

где i,0
p  - вектор координат точки трехмерного пространства, ,][ ,0,0,0,0 Tiiii zyxp

Ni ,,1 , N  - количество квадрокоптеров. 

Задано множество координат точек мониторинга в трехмерном пространстве 

},,{P 1 M
pp  ,      (2) 

где T
iii

i zyx ][p , Mi ,,1 , NM  . 

Необходимо найти N  подмножеств точек из (2) 

PPP1  N ,      (3) 

где  

),,(P 1,11,1
1

K
 pp  ,…, ),,(P ,1, NKNN

N


 pp  ,   (4) 

MK
N

i
i 

1

.      (5) 

Разбиение множеств (2) выполняем по условию минимума функционала 

min|P|
1




N

i
i ,     (6) 

где  

 
2

1,
2

1,
2

1,|P|
iii

zyxi  
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min|||| 2
,

2
,

2
,

1

1
2

,1,
 








iiiiii

i
ii

KKK

K

j

jj
zyxpp ,  (7) 

222
2 )()()(|||| BABABA

BA zzyyxx pp .  (8) 

В задаче синтеза управления задана математическая модель объекта 

управления 

),( uxfx  ,       (9) 

где x  - вектор состояния объекта управления, T
nxx ][ 1 x , 

nRx ,u  - вектор 

управления, T
muu ][ 1 u , 

mRUu , nm , U  - ограниченное замкнутое 

множество. 

Задано множество начальных значений 
nRX0  .       (10) 

Заданы терминальные условия или цель управления 

  0 xi , ri ,1 .      (11) 

Задан критерий качества управления в виде функционала 

     min,
0

0  
ft

dtttfJ ux ,     (12) 

где ft  - время управления, которое может быть не задано и определяться по 

условию (11) достижения цели управления. 

Необходимо найти управление в виде многомерной функции от компонент 

вектора пространства состояний 

)(xhu  .      (13) 

Функция )(xh  должна обладать следующими свойствами. Функция  xh  

должна удовлетворять ограничениям на управление 

U)( xh , 
nRx .     (14) 

При подстановке функции )(xh  в модель объекта управления (9) получаем 

систему дифференциальных уравнений ))(,( xhxfx  . 

Полученная система уравнений для любого начального значения из заданной 

области (10) начальных значений 0
0 X)0(  xx  имеет решение в форме векторной 

функции времени ),( 0
xx t . Данное решение за конечное время ft  достигает 

цели управления (11) 

0)),(( 0  xx fi t , ri ,1 , 0
0 Xx ,    (15) 

и обеспечивает минимум функционалу (12) качества управления на множестве всех 

допустимых управлений )}(~{U
~

 u  с учетом ограничений U)(~ tu , ftt 0 , 
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ff tt

dtttfdtthtf
0

0
U
~

0

0 ))(),((min)))((),(( uxxx
u

.   (16) 

Решение задачи (9) - (16) синтеза управления требует нахождения 

многомерной синтезирующей функции управления (13), вычисление значения 

функционала (12) и проверку выполнения терминальных условий (11). Для любого 

начального состояния из заданной области (10) величина функционала (12) должна 

быть наименьшей и терминальные условия (11) должны выполняться.  

Во второй главе диссертации приведено описание метода вариационного 

аналитического программирования, приведено описание структуры данных для 

кодирования математического выражения, приведено описание малых вариаций 

структуры данных, приведено описание генетического алгоритма поиска решения 

с использованием принципа малых вариаций базисного решения, приведен пример 

решения задачи синтеза системы управления для объекта управления третьего 

порядка с фазовыми ограничениями методом вариационного аналитического 

программирования. 

Использование принципа малых вариаций кода базисного решения в 

известном методе аналитического программирования обеспечило создание нового 

метода символьной регрессии, который был назван методом вариационного 

аналитического программирования. Задача синтеза оптимальной системы 

управления состоит в нахождении многомерной функции, которая отображает 

пространство состояний объекта управления в пространство управлений. В 

результате найденная функция должна обеспечить для объекта управления 

достижение цели управления из разных его начальных состояний с оптимальным 

значением критерия качества. 

Из методов символьной регрессии наиболее удачно решает задачу синтеза 

оптимальной системы управления метод сетевого оператора. Недостатком метода 

сетевого оператора является ограниченный набор используемых при построении 

математического выражения функций. При решении сложных задач управления для 

эффективной работы алгоритма исследователь должен подобрать хорошее базисное 

решение. Для сложных задач управления робототехническими объектами 

приходится использовать два сетевых оператора с арифметическими и логическими 

функциями.  

Отличительной особенностью метода аналитического программирования 

является возможность использования функций с любым количеством аргументов. 

Новый метод вариационного аналитического программирования построен на 

основе применения принципа малых вариаций, используемого в методе сетевого 

оператора, в методе аналитического программирования. 

Вариационное аналитическое программирование использует упорядоченное 

множество функций 

F 1,01( ff  , 2,02 ff  ,…, ,
00 ,0 mm ff  )()( 1,110

zfzfm  ,…, )()(
110 ,1 zfzf mmm  , 

),(),( 211,221110
zzfzzf mm  ,…, )),,(),,( 1,10 nmnnmm zzfzzf

nn
  ,     (17) 
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где ),,( 1, iji zzf   -  функция под номером j , imj ,1 , с количеством аргументов 

i , ni ,,0 . 

Определяем множество аргументов искомой функции, которые представляют 

собой переменные или параметры 

),,,,,(),,(F 11,01,00 0 pNm qqxxff   .   (18) 

Для построения математического выражения по записи кода необходимо 

знать количество элементов в каждом из множеств функций: 0m ,…, nm , и 

количество используемых переменных и параметров N  и p . 

Для кодирования векторных математических выражений используем набор 

целых чисел с определенным количеством элементов для каждой компоненты 

векторного выражения. Допустим вектор математических выражений имеет m  

компонент. Определим под каждую компоненту вектора L  позиций в записи кода. 

Код математического выражения каждой компоненты i  векторного выражения 

содержит Lki   элементов, mi ,1 . Не используемым в формировании кода 

элементам задаем нулевые значения 


  
 ,0,,0,,,(C

11

L

kcc ,     (19) 

где L  - длина кода одной компоненты векторного выражения, ik  - длинна кода 

компоненты i  векторного выражения, mi ,1 . 

В коде записи векторного выражения значения для элементов выполняются 

условия 0jc , если LijkiL i  )1( , mi ,1 . 

Для расшифровки кода векторного выражения необходимо вместе с 

величинами im , ni ,1 , N  и p  дополнительно знать число позиций L  и длины кодов 

компонент ik , mi ,1 . 

Для определения корректности записи кода математического выражения 

используем индекс элемента. Пусть в записи кода математического выражения 

элемент 0jc . Для векторного математического выражения определим его номер 

компоненты i  из соотношения 

1
1








 


L

j
i .      (20) 

Для корректной записи для индекса элемента 0jc  необходимо выполнение 

условий  
0)( jT , ikj  ,      (21) 

0))1((  iLkT i ,     (22) 

где  jT  индекс элемента j  записи кода векторного математического выражения. 

Для вычисления индекса  jT  элемента j  при условии 0jc  используем 

соотношение 
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j

Lk
kiLjjT
1

)(1)( ,     (23) 

где 






















n

r
rk

r
r

k

k mmcm

mc

i
,1,  если  ,

0 если  ,0

0

1

0

0

,   (24) 








 


L

j 1
.       (25) 

Индекс )( jT  элемента j  указывает на минимальное число недостающих 

справа элементов. Невыполнение условий (21) или (22) указывает на 

неправильность записи математического выражения. 

Малой вариацией кода аналитического программирования является 

изменение значения кода элемента  Mci ,,1 . Одной малой вариации достаточно 

для получения любой записи пространства из одной заданной записи за конечное 

число вариаций. Для описания малой вариации используем вектор из двух 

компонент 

 Tww 21w ,      (26) 

где 1w  - номер позиции изменяемого кода элемента записи, 2w  - новое значение 

кода элемента.  

В результате вариации кода возможно получить некорректную запись. 

Корректность кода проверяем по условиям (21), (22). В зависимости от полученного 

в результате вариации некорректного кода  производим изменения кода для 

обеспечения ее корректности. Рассмотрим выполнение малой вариации записи 

аналитического программирования подробнее.  

Пусть заданы код записи ),,(C 1 Lmcc   и вектор малой вариации 
Tww ][ 21w . В результате вариации получаем новое значение записи 

)~,,~(C
~

1 LMcc   и новые значения количеств используемых позиций ik
~

, mi ,1 . 

Определяем номер компоненты i  векторного математического выражения  

  1/)1( 1  Lwi .      (27) 

Определяем номер позиции j  в коде записи. Номер позиции в коде 

компоненты i  векторного выражения может попасть на неиспользуемую позицию 

или нулевой код элемента. Для исключения этого случая используем операцию 

вычисления остатка от деления 

     11mod111  iLkLiwj i .   (28) 

По формуле (30) определяем варьируемую позицию j  кода записи. Значение 

найденной позиции варьируемого кода не должно быть нулевым 0jc . 

Определяем арности элементов jc  и второй компоненты вектора вариаций 2w . 
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Арность элемента указывает на количество аргументов кодируемой данным 

элементом функции. Обозначим )(a  арность кода a . Арность кода a  определяем 

из соотношения 

 



















n

k

j
j

k

j
j mkmamk

ma

a
,1,  если  ,

0  если  ,0

0

1

0

0

.   (29) 

После определения )( jc и )( 2w возможны три случая. 

Пусть арности кодов совпадают 

)()( 2wc j  .     (30) 

В этом случае выполняем замену значения кода 

2
~ wc j        (31) 

и завершаем вариацию. 

Пусть арность кода заменяемого элемента превышает арность нового 

значения кода 

)()( 2wc j  .     (32) 

В данном случае в коде записи для корректности необходимо обнулить 

значения части элементов. Заменяем значение кода 2
~ wc j  . 

Определяем количество элементов в корректной записи кода. По формулам 

(23), (24) определяем индексы )( jT  элемента jc~  с новым значением 2w  и 

последующих за ним элементов 1jc , 2jc … Находим элемент vjc   с нулевым 

значением индекса 0)(  vjT . После вариации кода элемент jc  принял новое 

значение с меньшей величиной арности (29). Условие указывает на нахождение 

элемента с нулевым индексом среди используемых позиций кода 

ikiLvj  )1( .     (33) 

Обнуляем все последующие за vjc   элементы в коде записи компоненты i  

векторного выражения 

0~ vjc , vjkiL i  )1(,1 .   (34) 

Вариацию завершаем изменением числа используемых позиций в коде записи 

)1(
~

 iLvjki .    (35) 

Пусть арность кода заменяемого элемента меньше арности кода нового 

значения 

)()( 2wc j  .     (36) 

В данном случае необходимо добавить к коду записи некоторое число 

ненулевых позиций. Количество минимально добавляемых позиций определим из 

соотношения 

)()( 2 jcw  .      (37) 
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Всего для записи кода компоненты i  в выделенных L  позициях используется 

ik  позиций. Дополнительно можно использовать ikL   позиций. Для 

корректировки кода необходимо выполнения условия 

ij kLcw  )()( 2 .     (38) 

При нарушении условия (39) 

ij kLcw  )()( 2      (39) 

вариацию кода не выполняем. 

При выполнении условия (36) заменяем значение элемента jc  новым 

значением 2w , 2
~ wc j  . Из-за условия (38) индекс последнего элемента в записи 

будет иметь ненулевое значение 

 ))1(( ikiLT      (40) 

Для корректировки записи заменяем   нулевых значений кодами элементов с 

нулевой арностью. Для определения значений кодов используем остаток от деления 

на мощность множества элементов с нулевой арностью 

   
ikiLc 1

~ ,  ,1 ,     (41) 

где  

  1mod 012   mw ,  ,1 , 00  .   (42) 

Завершаем вариацию изменением количества используемых позиций в записи 

кода 

 ii kiLk )1(
~

.     (43) 

Для организации поиска математического выражения с помощью метода 

вариационного аналитического программирования используем генетический 

алгоритм, который выполняет все основные генетические операции на наборах 

векторов малых вариаций.  

В третьей главе приведено описание решения задачи мониторинга 

местности для группы летающих роботов. В главе приведено решение задачи 

группы коммивояжеров для 23 точек трехмерного пространства и двух 

квадрокоптеров. На первом этапе решена задача поиска оптимальных траекторий 

для каждого квадрокоптера с помощью вариационного генетического алгоритма.  

Сформулирована и с помощью разработанного в диссертации метода 

вариационного аналитического программирования решена задача синтеза 

оптимальной системы управления квадрокоптером. Решение задачи обеспечивает 

устойчивость квадрокоптера относительно точки в трехмерном пространстве. 

Представлены результаты вычислительного эксперимента синтеза управления 

движения двух квадрокоптеров по двум пространственным траекториям. 

Рассмотрим задачу мониторинга области с помощью двух квадрокоптеров. 

Пусть для области заданы координаты 23-х точек в трехмерном геометрическом 

пространстве. В рассматриваемой прикладной задаче точки имели следующие 

координаты: 
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(P0  [8,5  18  3,5]T, [8,5  15  8,5]T , [6  11  8,5]T, [1  12  7]T, [2  10  4,5]T, 

[5,5  12  5,5]T, [5,5  15  3]T, [0  18  0]T, [8  16  4]T, [16  10  4]T, [20  10  10]T, 

[20  10  16]T, [16  12  12]T, [12  16  8]T, [8  18  4]T, [4  20  0]T, [8  24  -4]T, 

[16  30  -8]T, [20  30  -10]T, [16  28  -12]T, [12  26  -8]T, [8  22  -4]T, [4  20  0]T). 

Специально с целью усложнения задачи во множество заданных точек 

включено не менее двух одинаковых точек. Задачу разбиваем на два этапа. 

Первоначально решаем задачу нахождения оптимальных траекторий, или в более 

точной формулировке задачу поиска путей движения двух квадрокоптеров в 

трехмерном пространстве. 

Все квадрокоптеры начинают движение из начала координат или точки [0  0  

0]T. Каждому квадрокоптеру необходимо пройти около половины точек и вернуться 

обратно в исходную начальную точку. Пусть первый квадрокоптер проходит 

первые 12 точек из 23-х заданных, а второй квадрокоптер учитывает, что одна из 

точек повторяется и проходит остальные 11 точек. 

Для решения задачи поиска оптимальных траекторий необходимо 

распределить заданные точки для каждого из квадрокоптеров. При случайном 

произвольном распределении точек в программе общая длина пути движения двух 

квадрокоптеров была равна величине 222,9 м. При этом первый квадрокоптер 

пролетел 114,3 м., а второй квадрокоптер пролетел 108,6 м. 

Для оптимизации траекторий движения использовали вариационный 

генетический алгоритм. В результате работы алгоритма были получены траектории 

движения квадрокоптеров в форме упорядоченных множеств точек в трехмерном 

пространстве. Полученные множества имели следующий вид: 

(P
~

0  [8,5  18  3,5]T, [8  18  4]T , [8  16  4]T, [5,5  15  3]T, [5,5  12  5]T, 

[6  11  8,5]T, [8,50  15  8,5]T, [12  16  8]T, [16  12  12]T, [20  10  16]T, [20  10  10]T, 

[16  10  4]T, [2  10  4,5]T, [1  12  7]T, [0  18  0]T, [4  20  0]T, [4  20  0]T, 

[8  22  -4]T, [8  24  -4]T, [12  26  -8]T, [16  30  -8]T, [20  30  -10]T, [16  28  -12]T). 

Согласно предположению об оптимальном распределении точек 

генетическим алгоритмом две одинаковые точки оказались расположены рядом, 

поскольку между ними было нулевое расстояние. 

В результате общая длина оптимальных траекторий движения 

квадрокоптеров составила 178,4 м. Из множества точек упорядоченных оптимально 

по общей длине пути первые 11 точек относились к пути первого квадрокоптера, 

длина пути при этом для первого квадрокоптера составила 86,7 м. Длина пути для 

второго квадрокоптера составила 91,7 м. 

Для устойчивого состояния квадрокоптера в установленной в пространстве 

состояний любой точке на втором этапе решали задачу синтеза системы 

управления. Для решения задачи использовали разработанный в диссертации метод 

вариационного аналитического программирования. Движение квадрокоптера по 

траектории осуществляется за счет переключения точек устойчивого состояния в 

системе его управления.  
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Задача синтеза оптимального управления летающим роботом 

Математическая модель квадрокоптера в случае отсутствия вращения вокруг 

вертикальной оси описывается следующей системой дифференциальных 

уравнений 

 sin
m

T
x ,       (44) 

g
m

T
y  coscos ,      (45) 

 sincos
m

T
z ,       (46) 

x

x

I

M
 ,        (47) 

z

z

I

M
 ,        (48) 

где |||||||| 4321 uuuuT  , luuuuM x )( 4321  , luuuuM z )( 4321  ,

iu  - сила тяги пропеллера i , 4,3,2,1i , 81,9g  м/с2, xI -момент инерции по оси OX,

03,0xI  кг·м2, zI момент инерции вокруг оси OZ, 03,0zI  кг·м2, m масса 

квадрокоптера, 1m  кг, l расстояние между противоположными пропеллерами, 

1l  м, xM - момент вокруг оси ОХ, zM -момент вокруг оси ОZ, T -сила тяги всех 

пропеллеров квадрокоптера. 

Целью управления являются координаты точек в  пространстве состояний. 

Траектория движения квадрокоптера представляет собой упорядоченное 

множестве векторов из значений трех компонент положения точек 

)][,,]([ 111
T

MMM
T zyxzyxP  .   (49) 

В качестве критерия управления используем функционалы 

min))(())(())((
1

222
1 



M

i
iiiiii ztzytyxtxJ ,  (50) 

min2  MtJ ,      (51) 

где 
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1
222

 если , 

)()))(())(())(((   если  ,

ii

iiii
i

ttttt

tttztzytyxtxtt , 

)()))(())(())((()( если ,1 1
222

 iiii tttztzytyxtxMiii , 

8t c., 25,0 м., 00 t . 

В прикладной задаче для системы установлены следующие начальные 

условия: 1)0( x м, 0)0( x м/с, 120)0( y м, 0)0( y м/с, 0)0( z м, 0)0( z м/с, 

0)0(   рад, 0)0(   рад/с, 0)0(   рад, 0)0(  рад/с. 

На управление были наложены ограничения 
  TTT ,   xxx MMM ,   zzz MMM ,   (52) 
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где 6T  Н, 16T  Н, 1,0
xM  Нм, 1,0

xM Нм, 1,0
zM Нм, 

zM 0,1Нм. 

При решении задачи синтеза систем управления использовалось 

объединённое множество, включающее переменные, параметры и элементарные 

функции следующего вида 

,,,,,,,,(F 87654321   ffzfyfxfzzfyyfxxf
f

i
f

i
f

i

,,,,,,,,, 717616515414313212111109 qfqfqfqfqfqfqfff  

,,,, 11211020919818 qfqfqfqf  2
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e
af
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40
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Для решения задачи синтеза методом вариационного аналитического 

программирования необходимо знать количество функций с определенным числом 

аргументов в объединенном множестве. Для рассматриваемого примера 

объединенное множество (53) включало 210 m  функций без аргументов или 

параметров и координат вектора состояний, функций с одним аргументом было 

231 m , функций с двумя аргументами 82 m  и функций с тремя аргументами 

43 m . 

Вычислительный эксперимент 

Для решения задачи использовался генетический алгоритм со следующими 

параметрами: длина кода одной компоненты управления 32 позиции, количество 

возможных решений в начальном множестве решений  1024, количество поколений 

128, количество предполагаемых скрещивании в одном поколении 64, число 

функционалов качества 2, количество малых вариаций в одном наборе для описания 

одного возможного решения 8, число бит под целую часть значения параметра 4, 

число бит под дробную часть параметра 12, число поколений между сменой эпохи 

или сменой базисного решения 24, количество элитарных возможных решения 8, 
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параметр, используемый для вычисления вероятности скрещивания 0,4, величина 

вероятности мутации 0,7.  

В эксперименте требовалось обеспечить движение квадрокоптера по двум 

заданным пространственным траекториям. В результате применения 

вариационного аналитического программирования и выбора из множества Парето 

получено следующее оптимальное управление:  
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)1|),),1(ln(ln(|),),1(ln( 12541254  zzzz qfqfB , 

||)sgn()()sin()arctg()( 9
2

6910 iiiy yyqyyqyygyyqyq   , 

)(8765 ix xxqxqqq   , )(4321 iz zzqzqqq   , 075,11 q , 

32 q , 527,03 q , 324,04 q , 075,15 q , 36 q , 527,07 q , 324,08 q , 51,159 q

, 19,1510 q , 234,311 q , 5625,112 q . 

В первом вычислительном эксперименте использовалось 12M  точек 

пространственной траектории 

(P
~

0  [8,5  18  3,5]T, [8  18  4]T , [8  16  4]T, [5,5  15  3]T, [5,5  12  5]T, [6  11  8,5]T, [8,50  

15  8,5]T, [12  16  8]T, [16  12  12]T, [20  10  16]T, [20  10  10]T, [16  10  4]T). 

Результаты моделирования для четырех начальных условий 

1) 1)0( x м, 21)0( y м; 

2) 1)0( x м, 21)0( y м; 

3) 1)0( x м, 19)0( y м; 

4) 1)0( x м, 21)0( y м; 

представлены на рис. 1 – 4. 
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Рис. 1. Траектории движения в 

вертикальной плоскости },{ xy  

 
Рис. 2.Траектории движения в 

вертикальной плоскости },{ zy
 

 
 

 

Рис. 3.Траектории движения в 

горизонтальной плоскости },{ xz  

Рис. 4. Управляющая суммарная 

тяга T  

  
Как видим из результатов экспериментов, представленных на рисунках, 

различные начальные значения влияют только на точность достижения первой 

точки. Характер изменения управления для всех начальных условий 

приблизительно одинаковый. Точность движения по траектории достаточно высока 

и не зависит от начальных условий. 

Во втором вычислительном эксперименте рассматривалось движение второго 

квадрокоптера по остальным 11M  точкам траектории 

(P
~

0   [2  10  4,5]T, [1  12  7]T, [0  18  0]T, [4  20  0]T, [4  20  0]T, 

[8  22  -4]T, [8  24  -4]T, [12  26  -8]T, [16  30  -8]T, [20  30  -10]T, [16  28  -12]T). 

Целью второго вычислительного эксперимента было обеспечение движения 

летающего робота по сложной пространственной траектории. Точки траектории 

располагались на различных высотах и характер траектории был симметричным 

относительно вертикальной и горизонтальной плоскостей. 

Функционалы для отобранного решения и четырех начальных условий имеют 

следующие значения 857,141 J м, 83,2062 J с. 

Результаты моделирования синтезированной системы управления для тех же 

начальных условий приведены на рис. 5 - 7. 
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Рис. 5. Движение летающего робота  

в вертикальной плоскости },{ xy  

 
Рис. 6. Движение летающего робота  

в вертикальной плоскости },{ zy  

 

 
Рис. 7. Движение летающего робота  

в горизонтальной плоскости },{ zx  

  

Результаты моделирования показали, что полученная с помощью 

автоматического синтеза система управления обеспечивает качественное движение 

объекта по пространственной траектории. Синтезированная методом 

вариационного аналитического программирования система управления пригодна 

для использования в практических системах и не уступает по качеству управления 

системам, полученным вручную на основе технического синтеза специалистами и 

разработчиками систем автоматического управления. 

 

ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ 

 

Основные результаты проведенного диссертационного исследования 

следующие: 

1. Разработана методика решения задачи мониторинга местности группой 

летающих роботов, квадрокоптеров. Методика включает решение задачи для 

группы коммивояжеров в трехмерном пространстве для поиска оптимальных 

траекторий для каждого квадрокоптера и решение задачи синтеза управления 

квадрокоптером с целью обеспечения его устойчивого движения по заданным 

точкам пространственной траектории. 

2. Разработан метод синтеза системы управления на основании нового метода 

символьной регрессии, метода вариационного аналитического программирования. 

Метод использует кодирование математических выражений методом 
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аналитического программирования и метод малых вариаций кода базисного 

решения, заимствованный из метода сетевого оператора. Реализация алгоритма 

заключается в том, что разработчик задает на основе анализа задачи и опыта 

проектирования базисное решение и организует поиск на множестве малых 

вариаций базисного решения. 

3. На основании исследования применения метода вариационного 

аналитического программирования для решения задачи синтеза системы 

управления установлено, что метод позволяет находить численное решение задачи  

синтеза системы управления и при этом имеет наиболее компактные коды записи 

математического выражения и вектора малых вариаций базисного решения. Метод 

позволяет кодировать математические выражения, включающие функции с любым 

количеством аргументов. Для применения метода вариационного аналитического 

программирования необходимо задать закодированное базисное решение и 

осуществить с помощью эволюционного генетического алгоритма поиск 

оптимального решения на основе принципа малых вариаций базисного решения. 

4. С помощью вариационного генетического алгоритма и разработанного 

метода вариационного аналитического программирования решена задача 

мониторинга местности группой летающих роботов и решена задача синтеза 

системы управления движением летающих роботов по пространственной 

траектории. Решением задачи синтеза является нелинейная обратная связь по всем 

переменным вектора состояния объекта управления. 

4. Качество полученной системы автоматического управления летающим 

роботом исследовано с помощью моделирования. На основании анализа 

результатов моделирования установлено, что полученная система управления 

обеспечивает точное движение робота по пространственной траектории. Точность 

движения робота по траектории сохраняется для различных начальных условий. 
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