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Аннотация. Рассмотрена задача вычисления тензора эффективной теплопроводности образца мат-
ричного композита с полимерной матрицей и включениями из многослойного графена, форма которых 
моделируется сильно сжатыми сфероидами (эллипсоидами вращения). Ориентации включений счита-
ются имеющими вероятностное распределение с осью симметрии бесконечного порядка. Решение за-
дачи производится на основе обобщенного сингулярного приближения, в качестве среды сравнения 
принимается матрица. Такой вариант приближения соответствует приближению Максвелла - Гарнетта 
для вычисления эффективных диэлектрических характеристик матричного композита. Для учета веро-
ятностного распределения ориентаций включений используется теория представлений группы SO(3). 
Проведены модельные расчеты главных компонент тензора эффективной теплопроводности образца 
композита с эпоксидной системой типа ЭД-20 в качестве матрицы и графеновыми включениями в за-
висимости от объемной доли включений. Расчеты производятся при различных аспектных отношениях 
включений и при различных разбросах в ориентациях осей включений, а также при равномерном рас-
пределении ориентаций включений. Показано, что добавлением небольшой объемной доли графеновых 
включений можно добиться значительного увеличения теплопроводности композита, а также сильной 
анизотропии теплопроводящих свойств материала. 
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modeled by the strongly squeezed spheroids (ellipsoid of rotation). These inclusions orientations are assumed 
to be of the probability distribution with the infinite order symmetry axis. The problem solution is being per-
formed based on the generalized singular approximation, and matrix is assumed as a comparison medium. This 
approximation option corresponds to the Maxwell-Garnett approximation for computing effective dielectric 
characteristics of matrix composite. The representation theory of the SO(3) group is being applied to account 
for the probability distribution of the inclusions. Model computations of basic components of the effective 
thermal conductivity tensor of the composite sample with the ED-20 epoxy system as a matrix with graphene 
inclusions in dependence on the volume fraction of the inclusions were conducted. Computations are being 
performed at various aspect ratios of the inclusions and various scatters in the inclusions axes orientations, as 
well as uniform distribution of the inclusions orientations. The article demonstrates that adding a slight share 
of inclusions may lead to significant increase in the composite thermal conductivity, as well as strong anisotro-
py of the heat-conducting properties of the material. 

Keywords: tensor of effective thermal conductivity, composite, generalized singular approximation, distri-
bution of inclusion orientations, SO(3) group representations 
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Введение 
Графен – перспективный материал, облада-

ющий уникальными физико-механическими 
свойствами, в частности величина коэффициен-
та теплопроводности однослойного графена 
может достигать 5000 Вт/(м·К) [1–5]. Основной 
вклад в перенос тепла в графене в отличие от 
металлов, где преобладает электронная состав-
ляющая теплопроводности, вносит фононный 
механизм [6]. При появлении дополнительных 
слоев в образце графена наблюдается уменьше-
ние коэффициента теплопроводности, что объ-
ясняется увеличением рассеяния фононов вслед-
ствие взаимодействия слоев между собой [7]. Тем 
не менее теплопроводность в плоскости слоя в 
многослойном графене остается достаточно вы-
сокой. Это может быть использовано при кон-
струировании композиционных материалов для 
улучшения их теплопроводящих характеристик, 
которые при интенсивных внешних воздей-
ствиях различного физического характера име-
ют большое значение наряду с механическими 
характеристиками материалов. В частности, в 
трибокомпозитах в процессе трения происходит 
неравномерный нагрев поверхностных и объ-
емных слоев, влияющий на диффузионные и 
сегрегационные процессы, следствием которых 
могут быть существенные изменения их физико-
механических свойств [8]. Одним из способов 
уменьшения величины градиента температур-

ного поля в процессе эксплуатации является 
использование материалов с повышенными 
теплопроводящими характеристиками. Также в 
некоторых деталях и узлах механизмов может 
требоваться направленный отвод тепла, поэтому 
в данных случаях может быть особенно полезен 
материал с анизотропными теплопроводящими 
характеристиками. Поэтому графен с его очень 
высокой теплопроводностью вдоль слоев и от-
носительно низкой теплопроводностью поперек 
последних является перспективным материалом 
при использовании его в качестве малых доба-
вок в композиты для значительного улучшения 
их теплопроводящих свойств без потери высо-
ких механико-прочностных качеств. 

Цель настоящей работы – прогнозирование 
теплопроводящих характеристик матричного 
композита с включениями графена в несколько 
слоев, при этом размеры включений в направ-
лении плоских слоев должны быть намного 
больше их толщины. В качестве модели, опи-
сывающей форму включений графена, прини-
мается сильно сжатый сфероид (эллипсоид 
вращения). Форма всех включений считается 
одинаковой, ориентации включений принима-
ются имеющими вероятностное распределение 
с осью симметрии бесконечного порядка. Учи-
тывая анизотропию теплопроводящих свойств 
графена и неизометричность формы включе-
ний, можно ожидать, что при распределении 
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ориентаций последних, отличном от равномер-
ного, композит в целом будет иметь анизотроп-
ную теплопроводность, описываемую тензором 
2-го ранга. Далее в работе вычисляются глав-
ные компоненты тензора эффективной тепло-
проводности матричного композита с полимер-
ной матрицей и графеновыми включениями в 
зависимости от их объемной доли при различ-
ных аспектных отношениях сфероидов, моде-
лирующих форму включений, и при различных 
разбросах в ориентациях последних. Вычисле-
ния производятся с помощью обобщенного 
сингулярного приближения, основы которого 
были заложены в работах А.Г. Фокина [9] и 
Т.Д. Шермергора [10] для вычисления эффек-
тивных диэлектрических и упругих характери-
стик неоднородных сред и развитого затем в 
работах [11, 12]. Применение данного прибли-
жения для решения задачи вычисления тепло-
проводящих свойств неоднородного материала 
оправдано математической эквивалентностью 
краевых задач нахождения скалярного электри-
ческого потенциала и потенциала температур-
ного поля в стационарном случае. Для учета  
вероятностного распределения ориентаций 
включений используется аппарат теории пред-
ставлений группы SO(3) [13]. Среди работ, по-
священных прогнозированию теплопроводящих 
свойств неоднородных сред с вероятностным 
распределением ориентаций включений, можно 
выделить, например, [14, 15]. 

1. Постановка задачи и ее решение 
в обобщенном сингулярном приближении 
Рассмотрим образец объемом V  статистиче-

ски однородного матричного композита с одно-
типными эллипсоидальными включениями. 
Считается, что матрица – изотропная с тепло-
проводностью ( )mk , включения – анизотропные 
с тензором теплопроводности ( )k p . Будем 
предполагать, что форма всех включений оди-
наковая, а главные оси тензоров теплопровод-
ности совпадают с осями соответствующих эл-
липсоидов. Также будем считать, что все вклю-
чения случайным образом распределены по 
объему образца, а их ориентации распределены 
по некоторому вероятностному закону. Пред-
полагается также отсутствие внутренних ис-
точников тепла в материале. 

Пусть к границе S  данного образца прило-
жено постоянное во времени однородное тем-

пературное поле напряженностью 0H . Тогда в 
образце установятся некоторое постоянное 
температурное поле ( )rT  с напряженностью 

( ) ( )= −∇H r rT  и постоянное распределение 
тепловых потоков, векторы плотности которых 

( )q r  связаны с ( )H r  законом Фурье: 
( ) ( ) ( ),=q r k r H r  

где ( )k r  – тензор теплопроводности данного не-
однородного материала, являющийся случайной 
кусочно-постоянной функцией координат r . 
Ставится задача вычислить тензор *k  эффек-
тивной теплопроводности данного образца ком-
позита, связывающего средние по объему образ-
ца значения векторов плотности теплового пото-
ка q  и напряженности температурного поля H : 

*=q k H . 
Для нахождения *k  рассмотрим краевую 

задачу для скалярного поля ( )rT  в данном об-
разце: 
 0( ) ( ) 0, ; ( )∇⋅ ∇ = ∈ = − ⋅k r r r H rST V T . (1) 

Заметим, что в настоящей работе темпера-
турное поле обозначается ( )rT , как в классиче-
ских монографиях по теории теплопроводно-
сти, например, в [16]. В то же время для удоб-
ства вводится также специальное обозначе- 
ние ( )H r  для напряженности температурного 
поля как, например, в [17]. Поскольку диффе-
ренциальное уравнение в (1) имеет разрывные 
коэффициенты, для решения краевой задачи 
применяется специальная процедура, преду-
сматривающая рассмотрение аналогичной вспо-
могательной задачи для однородного тела срав-
нения [9–11]. Представим ( )rT  и ( )k r  в виде 

( )( ) ( ) ( )′= +r r rcT T T ,  ( )( ) ( )′= +k r k k rс , 

индекс «с» обозначает величины, относящиеся 
к телу сравнения, имеющему такие же размеры 
и форму, что и образец композита; штрихом 
обозначены разности между величинами в ис-
ходном образце и теле сравнения. Задача для 
тела сравнения формулируется в виде: 

 
( ) ( )

( )
0

( ) 0, ;

( ).

∇⋅ ∇ = ∈

= − ⋅

k r r

H r

c c

c
S

T V

T
 (2) 

Вычитая (2) из (1), получим краевую задачу 

 
( ) ( ) ( ) ( ),

; 0.
′ ′∇ ⋅ ∇ = −∇ ⋅ ∇

′∈ =

k r k r r
r

c

S

T T
V T

 (3) 
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После введения функции Грина 1( , )r rG  за-
дачи (3) посредством условий 

( )
1 1( , ) ( )∇⋅ ∇ = −δ −k r r r rc G ,  

11( , ) 0∈ =rr r SG , 

где 1( )δ −r r  – дельта-функция, решение можно 
записать в виде интеграла [11] 

 1 1 1 1( ) ( , ) ( ) ( )′ ′= ∇ ⋅ ∇∫r r r k r r r
V

T G T d . (4) 

Если тело считать неограниченным, то 
1 1( , ) ( )= −r r r rG G . Преобразовав в этом случае 

(4) по частям, затем взяв градиент от левой и 
правой частей, получим: 

 1 1
1 1 1 1( ) ( ( )) ( ) ( ) ,′ ′= ∇ ⊗∇ −∫H r r r k r H r rG d    (5) 

где 1 1
1( )∇ ⊗∇ −r rG  – тензор вторых производ-

ных функции Грина, верхний индекс «1» у диф-
ференциального оператора Гамильтона означает 
дифференцирование по 1r . Интеграл в (5) подра-
зумевается в смысле главного значения с выре-
занным бесконечно малым шаром вокруг точ- 
ки r  [18]. Опуская промежуточные выкладки,  
в том числе аппроксимацию тензора вторых 
производных функции Грина его сингулярной 
составляющей [10, 11, 19], в итоге в обобщен-
ном сингулярном приближении получим для 

*k  следующее выражение [12]: 

 ( ) ( )
11 1* ( ) ( ) ( )
−− −′ ′= − −k k r I gk r I gk r ,  (6) 

где I  – единичный тензор 2-го ранга, g  – тен-
зор, связанный с конкретным j-м включением, а 
его компоненты вычисляются по формуле 

( )

( ) , , 1,2,3∂
= =

∂∫
r



j
il l

iS

Gg n dS i l
x

, 

интегрирование производится по поверхности 
( )jS  j-го включения, ln  – l-я компонента внеш-

ней единичной нормали к ( )jS . При этом мат-
рицу также следует считать состоящей из от-
дельных включений. Форма включений, со-
ставляющих матрицу, остается как свободный 
параметр, влияющий на вид приближения. 
Усреднение в (6) проводится по всем включе-
ниям образца, в том числе по включениям, со-
ставляющим матрицу. 

Тензор g  зависит от формы включения,  
а также от тензорного материального парамет-
ра среды сравнения ( )k c . Если оси эллипсоида 
совпадают с главными осями тензора ( )k c ,  

для компонент тензора g  справедливы выра-
жения [12]: 

 ( ) , 1,2,3; 0,= − = = ≠


i
ii ilc

i

Lg i g i l
k

, (7) 

где 

  

( )

1 2 3

1 22 2 2 2
0 1 2 3

2

( ) ( )( )( )

∞

= ×

×
+ + + +

∫

  



   

i

i

a a aL

dq

a q a q a q a q

  (8) 

– главные компоненты тензора L  обобщенных 
геометрических факторов эллипсоида в анизо-
тропной среде [20]; 

  ( )= c
i i ia a k   (9) 

– обобщенные полуоси эллипсоида с учетом ани-
зотропии среды; 1 2 3, ,a a a  – полуоси эллипсоида; 

( )c
ik  – главные компоненты тензора ( )k c . 

Придавая параметрам тензора среды сравне-
ния ( )k c  различные значения, будем из (6) по-
лучать различные типы приближений [11]. Взяв 

( )k c  равным теплопроводности матрицы ( )Imk , 
получим приближение, аналогичное приближе-
нию Максвелла – Гарнетта [11, 21] для вычис-
ления эффективной диэлектрической проница-
емости. В этом случае выражение (6) может 
быть записано в виде: 

 
( )
( )

( )

1

(1 )

(1 ) ,

mf k f

f f −

= − + ×

× − +

*k I κ

I λ
 (10) 

где f  – полная объемная доля включений в 
композите; λ  и κ  – тензоры, связанные с кон-
кретными включениями; для j-го включения 
они определяются выражениями: 

  
( ) 1( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ,

,

j j j m

j j j

k
−

= − −

=

λ I g k I

κ k λ
  (11) 

( )k j  и ( )g j  – тензор теплопроводности и тен- 
зор g  j-го включения. С учетом формул (7) – (9) 
и скалярности параметра среды сравнения первое 
из выражений (11) может быть записано в виде: 

( ) 1( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )( ) ( )
−−= + −λ I L k Ij m j j mk k , 

где ( )L j  – тензор геометрических факторов j-го 
включения в вакууме, его главные компоненты 
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( )

1 2 3

1 22 2 2 2
0 1 2 3

2

,
( ) ( )( )( )

1,2,3.

∞

′ = ×

×
+ + + +

=

∫

i

i

a a aL

dq

a q a q a q a q

i

 

Имеет место соотношение [22] 
1 2 3 1′ ′ ′+ + =L L L . 

В общем случае величины 1 2 3, ,′ ′ ′L L L  выра-
жаются через эллиптические интегралы 1-го и 
2-го рода. Данные выражения, а также табули-
рованные значения для них в зависимости от 
отношений полуосей приведены в [23]. При 
этом следует иметь в виду, что величины, обо-
значенные в [23] как L, M, N, отличаются от 

1 2 3, ,′ ′ ′L L L  на множитель 4π , то есть 14 ′= πL L   
и т.д. В частных случаях эллипсоидов вращения 
(сфероидов) 1 2 3, ,′ ′ ′L L L  выражаются через эле-
ментарные функции, например для сплюснуто-
го сфероида ( 1 2 3= >a a a ) [22] 

( )( )
2

1 2 2

3 1

( ) ( )2 arctg ( ) ,
22

1 2 ,

′ ′= = π − −

′ ′= −

g e g eL L g e
e

L L
 

где 2 2
3 11= −e a a , 2( ) 1 1= −g e e . В пре-

дельном случае тонкого диска, когда 
3 1 0,→a a  1,→e  (1) 0=g , 

1 2 0,′ ′= =L L  3 1.′ =L  
Усреднение в (10) проводится по всем вклю-

чениям образца, погруженным в матрицу. Если 
все включения в образце композита имеют оди-
наковую форму и материальные характеристики, 
то усреднение в (10) – это усреднение по всевоз-
можным ориентациям включений в пространстве.  

2. Учет вероятностного распределения 
ориентаций включений 

Для вычисления тензора *k  эффективной 
теплопроводности образца данного композита 
по формуле (10) нужно вычислить средние по 
всем ориентациям включений значения тензо-
ров 2-го ранга λ  и κ  в некоторой фиксирован-
ной системе координат, связанной с текстурой 
образца; назовем эту систему xyz. Введем си-
стемы координат ( ) ( ) ( )ξ η ζj j j , 1,=j N  (N – ко-
личество включений в образце композита), 
связанные с включениями, оси которых совпа-
дают  с осями  соответствующих  эллипсоидов 

( )jV  включений. Ориентации систем 
( ) ( ) ( )ξ η ζj j j  относительно xyz  (повороты от xyz  

к ( ) ( ) ( )ξ η ζj j j  в системе xyz ) обозначим как 
( ) ( ) ( ) ( )( , , )ψ θ ϕj j j jg , где ( ) ( ) ( ), ,ψ θ ϕj j j  – углы 

Эйлера. Поскольку по условию главные оси 
тензора ( )k j  совпадают с осями системы 

( ) ( ) ( )ξ η ζj j j , то тензоры ( ) ( ),λ κj j  j-го включения 

в собственной системе координат ( ) ( ) ( )ξ η ζj j j  – 
диагональные, главные компоненты тензора 

( )λ j  определяются выражениями  
( ) ( ) 1 ( ) 1(1 ( ) ( ))− −′ ′= = + −′ ′λ λj

i i i
m m

ik L k k , 

где ′ik  и ′iL  ( 1,2,3=i ) – главные компоненты 
тензоров теплопроводности и геометрических 
факторов включений, одинаковые для всех вклю-
чений. Для главных компонент тензора κ  имеем: 

( )′ ′ ′κ = κ ′λ= ii
j

i ik . 
Таким образом, в системе координат своих 

собственных осей ( ) ( ) ( )ξ η ζj j j  тензоры ( ) ( ),λ κj j  
имеют одинаковый вид для всех включений. 
Однако в системе xyz  их компоненты будут за-
висеть от ориентации ( )jg  системы ( ) ( ) ( )ξ η ζj j j  
в системе xyz . Поэтому, чтобы получить выра-
жение для тензора *k  в системе xyz , нужно по-
лучить выражения для компонент тензоров 

( ) ( ),λ κj j  в системе xyz  в зависимости от пара-
метров, описывающих ориентацию системы 

( ) ( ) ( )ξ η ζj j j  в системе xyz , а затем выполнить их 
усреднение по ориентациям включений. 

В связи с огромным количеством включений 
в образце распределение их ориентаций можно 
считать непрерывным, его плотность обозначим 

( , , )ψ θ ϕp . Тогда объемная доля включений с 
ориентациями, принадлежащими элементу объ-
ема угловых параметров [ ]3 ;d d= ψ ψ + ψ ×ω  
[ ] [ ]; ;d d× θ θ+ θ × ϕ ϕ+ ϕ , равна ( incV  – суммар-

ный объем всех включений в образце): 

inc ( , , )= ψ θ ϕ ψ θ ϕdV V p d d d , 

причем в составе плотности распределения 
ориентаций ( , , )ψ θ ϕp  учтен множитель инва-
риантной меры sinθ  [13]. 

Пусть ( , , )λ ψ θ ϕil , ( , , )κ ψ θ ϕil , , 1,2,3=i l , – 
выражения для компонент тензоров ,λ κ  кон-
кретного включения в системе координат xyz  в 
зависимости от параметров , ,ψ θ ϕ , описываю-
щих ориентацию системы координат, связанной 
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с включением (индекс «j», показывающий но-
мер включения, будем в дальнейшем опускать). 
Тогда средние по ориентациям в системе коор-
динат xyz  значения компонент ( , , )λ ψ θ ϕil  бу-
дут вычисляться путем интегрирования по 
группе SO(3) по следующей формуле: 

SO(3)

2 2

0 0 0

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ;

il il

il

p d d d

d d d p
π π π

λ = λ ψ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ϕ =

= ϕ θ ψ λ ψ θ ϕ ψ θ ϕ

∫∫∫

∫ ∫ ∫
 

κil  вычисляются по аналогичной формуле. 
Поскольку тензоры λ  и κ  симметричные, 

для вычисления ( , , )λ ψ θ ϕil , ( , , )κ ψ θ ϕil  можно 
применить метод, разработанный К.А. Валие-
вым и его учениками при исследовании враща-
тельных стохастических процессов [24, 25], ко-
торый использует теорию представлений груп-
пы SO(3). В данном методе применяется 
разложение симметричного тензора 2-го ранга 
на составляющие, преобразующиеся посред-
ством неприводимых представлений группы 
SO(3) весов 0 и 2. Применяя указанную проце-
дуру, подробно описанную, например, в [26], 
получим выражения для усредненных по ори-
ентациям включений компонент λil  в системе 
xyz  [26]: 

22 22

2 0 0 0

2 2 2
2, 2, 0,

( 1)
3

( , , )

2( , , ) ( , , ) ( 1) ( , , ) ,
3

1,2,

l
ll

s
s

k
s s s

D

d d d p

T T T

l

ππ π

=−

−

λ = − − ×

′× λ ψ θ ϕ ψ θ ϕ ×

 
× ψ θ ϕ + ψ θ ϕ + − ψ θ ϕ  
 

=

∑ ∫ ∫ ∫

 

  
33

22 22
2

0,
2 0 0 0

8
3 3

( , , ) ( , , ) ,
ππ π

=−

λ = + ×

′× λ ψ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ϕ∑ ∫ ∫ ∫

s s
s

D

d d d p T
(12) 

( )

12 21
22 22

2 0 0 0
2 2

2, 2,

( , , )

( , , ) ( , , ) ,

ππ π

=−

−

λ = λ =

′= λ ψ θ ϕ ψ θ ϕ ×

× ψ θ ϕ − ψ θ ϕ

∑ ∫ ∫ ∫

s
s

s s

i d d d p

T T

 

( )

3 3
22 22

1

2 0 0 0
2 2
1, 1,

( ) ( , , )

( , , ) ( 1) ( , , ) , 1,2,

ππ π
−

=−

−

λ = λ =

′= − λ ψ θ ϕ ψ θ ϕ ×

× ψ θ ϕ + − ψ θ ϕ =

∑ ∫ ∫ ∫

l l

l
s

s

l
s s

i d d d p

T T l

 

где , 2,...,2′λ = −

s s , вычисляются по формулам 

 2 1 2 1

0 3 1 2

( ) 2, 0,

(2 ) 6 ;
± ±′ ′ ′ ′λ = λ − λ λ =

′ ′ ′ ′λ = λ − λ −λ

 



 (13) 

 1 2 3.D ′ ′ ′= λ + λ + λ   (14) 

В формулах (12) 2 ( , , ) ( , 2,...,2)ψ θ ϕ = −msT m s  – 
обобщенные сферические функции веса 2 [13]. 
Усредненные по ориентациям включений ком-
поненты κil  вычисляются по формулам, ана-
логичным (12) – (14). 

Пусть распределение ориентаций включений 
обладает вращательной симметрией бесконечно-
го порядка относительно оси z , а также не зави-
сит от угла ϕ , то есть его плотность имеет вид: 
 ( ( , , )) ( ), 0 2ψ θ ϕ = θ ≤ θ ≤ πp g p .  (15) 

Введем одномерную плотность f( )θ  соотно-
шением 
 2 1( ) (8 ) f( )−θ = π θp   (16) 
с условием нормировки 

2

0

f( ) 1
π

θ θ=∫ d . 

В этом случае непосредственным вычисле-
нием по формулам (12) – (14) получаем: 

 

11 22

1 2 1 3 1

33 1 2 1 3 1

1 1( )(1 ) (1 ),
4 2

1 ( )(1 ) ,
2

0, ,

 λ = λ =

 ′ ′ ′= λ + λ + + λ −


 ′ ′ ′λ = λ + λ − + λ

 λ = ≠ il

I I

I I

l i

 (17) 

где 

 
2

2
1

0

cos f( )
π

= θ θ θ∫I d .  (18) 

Аналогичные формулы получаются и для 
компонент тензора κ . Поскольку тензоры 

,λ κ  имеют диагональный вид, *k  также бу-
дет диагональным в системе xyz . Для его глав-
ных компонент имеем: 
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( )
( )

( )
( )

* *
11 22

( )
1 2 1 3 1

1 2 1 3 1
( )

1 2 1 3 1*
33

1 2 1 3 1

4(1 ) ( )(1 ) 2 (1 )
,

4(1 ) ( )(1 ) 2 (1 )

2(1 ) ( )(1 ) 2
.

2(1 ) ( )(1 ) 2

 = =


′ ′ ′− + κ + κ + + κ −
= ′ ′ ′− + λ + λ + + λ −


′ ′ ′− + κ + κ − + κ = ′ ′ ′− + λ + λ − + λ

m

m

k k

f k f I I
f f I I

f k f I I
k

f f I I
  (19) 

При равномерном распределении ориента-
ций включений плотность распределения ори-
ентаций имеет вид 
 2 1( , , ) (8 ) sin−ψ θ ϕ = π θp .  (20) 

Непосредственным вычислением по форму-
лам (12) – (14) получаем: 

 11 22 33 3,

0 , ,

λ = λ = λ =

λ = ≠il

D

i l
 (21) 

 11 22 33 3,

0 , ,

κ = κ = κ =

κ = ≠il

K

i l
 (22) 

где 
  1 2 3′ ′ ′= κ + κ + κK .  (23) 

Подставив (21), (22) в (10), получим, что ди-
электрическая проницаемость данного компо-
зита является скалярной: 

 

( )
* *

*

(1 ) 3 ,
(1 ) 3

1,2,3, 0 , .

− + ⋅
= =

− + ⋅

= = ≠

m

ll

il

f k f Kk k
f f D

l k i l

 (24) 

3. Численное моделирование 
теплопроводящих характеристик 

матричного композита 
с графеновыми включениями 

На основе формул (17) – (24) было проведено 
численное моделирование с целью прогнозиро-
вания эффективных теплопроводящих характе-
ристик матричного композита с многослойны-
ми графеновыми включениями. В качестве мат-
рицы принималась эпоксидная система типа 
ЭД-20. Считалось, что графеновые включения 
имеют форму сильно сжатых сфероидов (эл-
липсоидов вращения) с одинаковым отношени-
ем полуосей 1 3a a  ( 3a  – полуось в направле-
нии оси вращения сфероида, 1 2=a a ). Распре-
деление ориентаций включений принималось 
осевым вида (15), (16) с одномерной плотнос-
тью f( )θ  рэлеевского типа [14] 

2

2 2 2
1 tg tgf( ) exp , 0 2

cos 2
 θ θ

θ = − ≤ θ ≤ π  θ  s s
, 

где параметр 2s  определяет величину разброса 
ориентаций осей сфероидальных включений и 
имеет смысл половины начального момента 
второго порядка случайной величины tgθ . 

При увеличении числа слоев в графеновых 
частицах свойства последних приближаются  
к свойствам графита [7], поэтому главные ком-
поненты 1′k  и 2′k  тензора теплопроводности гра-
феновой частицы в направлениях параллельно 
слою принимались равными соответствующему 
коэффициенту теплопроводности графита вы-
сокого качества 2000=ak  Вт (м K)⋅  [7, 27], 
главная компонента в направлении перпен-
дикулярно слоям 3 5,7′ =k  Вт (м K)⋅  [27].  
Коэффициент теплопроводности матрицы 

( ) 0,2≈mk  Вт (м K)⋅  [27]. 
Проводились вычисления главных компо-

нент тензора эффективной теплопроводности 
данного композита в зависимости от объемной 
доли графеновых включений при различных 
аспектных отношениях последних, а также при 
различных разбросах в ориентациях их осей. 
Некоторые результаты приведены на рис. 1, 2. 

 
Рис. 1. Зависимости главных компонент тензора эффектив-
ной теплопроводности матричного композита от объемной 
доли f графеновых включений при их различных аспектных 
отношениях 1 3a a  (указаны вблизи соответствующих графи-
ков). Разброс в ориентациях осей включений отсутствует 

Зависимости, представленные на рис. 1, по-
казывают, что при отсутствии разброса в ори-
ентациях осей включений композит является 
существенно анизотропным по теплопроводя-
щим свойствам. С увеличением объемной доли 
включений обе главные компоненты *

11k  и *
33k  

возрастают, однако *
11k  возрастает гораздо 
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быстрее. При этом величина данной компонен-
ты также сильно зависит от аспектного отно-
шения 1 3a a  включений: с ростом аспектного 
отношения *

11k  также увеличивается. Компо-
нента *

33k  при фиксированной объемной доле 
включений практически не зависит от аспект-
ного отношения включений. В связи с этим при 
увеличении аспектного отношения включений 
коэффициент анизотропии * *

11 33k k  также воз-
растает. При больших величинах аспектного 
отношения присутствие в композите даже не-
большой объемной доли одинаково ориентиро-
ванных графеновых включений делает матери-
ал сильно анизотропным, например при объем-
ной доле включений 0,05=f  и 3

1 3 10=a a  
коэффициент анизотропии превышает 50, а при 

4
1 3 10=a a  – более 250. 

Следует заметить при этом, что в направле-
ниях в плоскости xy, в которой ориентированы 
включения, композит является хорошо тепло-
проводящим, в то время как в направлении оси 
z – слабо проводит тепло, его теплопроводность 
на малую величину превышает теплопровод-
ность матрицы. 

При фиксированных аспектном отношении и 
объемной доле включений небольшой разброс в 
ориентациях их осей приводит к довольно зна-
чительному увеличению компоненты *

33k , в то 
время как изменение (уменьшение) компоненты 

*
11k  очень слабо заметно (рис. 2). С увеличени-

ем разброса в ориентациях осей включений ко-
эффициент анизотропии композита уменьшает-
ся, а при изотропном (равномерном) распреде-

лении ориентаций включений материал, есте-
ственно, становится изотропным. В последнем 
случае композит имеет хорошую теплопровод-
ность. В частности, при аспектном отношении 
включений 4

1 3 10=a a  и их объемной доле 
0,05=f  эффективная теплопроводность образ-

ца * 40≈k  Вт (м K)⋅ , что превышает теплопро-
водность матрицы приблизительно в 200 раз. 

Таким образом, добавление графеновых вклю-
чений в композиты может использоваться как для 
повышения теплопроводящих свойств материала, 
так и для создания образцов с сильно анизотроп-
ными теплопроводящими характеристиками. 
Пример изготовления анизотропных образцов  
с графеновыми включениями имеется в [28]. 

Заключение 
Перечислим основные результаты работы. 
1. В обобщенном сингулярном приближении 

c использованием теории представлений груп-
пы SO(3) получены выражения (19) для глав-
ных компонент тензора эффективной тепло-
проводности матричного композита со сферои-
дальными включениями одного вида, ориента-
ции которых имеют одноосное распределение  
с плотностью вида (15). 

2. На основе полученных выражений прове-
дены модельные расчеты главных компонент 
тензора эффективной теплопроводности мат-
ричного композита с многослойными графено-
выми включениями в форме сильно сжатых 
сфероидов в зависимости от их объемной доли, 
при различных аспектных отношениях и раз-
бросах в ориентациях. Результаты приведены 
на рис. 1, 2. 

3. Показано, что добавлением небольшой 
объемной доли графеновых включений можно 
добиться значительного увеличения теплопро-
водности композита, а также сильной анизо-
тропии теплопроводящих свойств материала. 
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