
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Âèøåíêîâà Åêàòåðèíà Àëåêñååâíà

Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ

âèáðàöèé íà óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì

01.02.01 � Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà

Àâòîðå�åðàò

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2018



�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå ¾Ìåõàòðîíèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè¿ �å�

äåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñ�

øåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëå�

äîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)¿.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: Õîëîñòîâà Îëüãà Âëàäèìèðîâíà,

äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

äîöåíò.

Î�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: Êóãóøåâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷,

äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äî�

öåíò, ïðî�åññîð êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé

ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè ìåõàíèêî�ìàòå�

ìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà �åäåðàëüíîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî îáðàçîâà�

òåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ

¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿.

Áàòõèí Àëåêñàíäð Áîðèñîâè÷,

êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äî�

öåíò, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê �åäåðàëü�

íîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ó÷ðåæäåíèÿ ¾Ôåäå�

ðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà

�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå àâòîíîìíîå îá�

ðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçî�

âàíèÿ ¾�îññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íà�

ðîäîâ¿.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾26¿ îêòÿáðÿ 2018 ã. â 10:00 íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííî�

ãî ñîâåòà Ä 212.125.14 â Ìîñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå (íàöèîíàëüíîì

èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåðñèòåòå), ïî àäðåñó: 125993, ã. Ìîñêâà, A-80, �ÑÏ-3,

Âîëîêîëàìñêîå øîññå, ä. 4.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé áèáëèîòåêå Ìîñ�

êîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà è íà ñàéòå èíñòèòóòà

https://mai.ru/events/defen
e/index.php?ELEMENT_ID=95149.

Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2018 ã.

Îòçûâû è çàìå÷àíèÿ ïî àâòîðå�åðàòó â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ, çàâåðåííûå ïå÷à�

òüþ, ïðîñüáà âûñûëàòü ïî âûøåóêàçàííîìó àäðåñó íà èìÿ ó÷åíîãî ñåêðåòàðÿ

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà,

ê.�.-ì.í, äîöåíò �èäàñïîâ Â.Þ.



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ñòàëî àêòóàëüíûì ïðè�

ìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìàõ è àãðåãàòàõ âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèé,

ïîçâîëÿþùèõ èçìåíèòü õàðàêòåð äâèæåíèÿ èëè ïîâûñèòü óñòîé÷èâîñòü ñè�

ñòåìû. Âèáðàöèîííûå óñòðîéñòâà íàøëè ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ñ�åðàõ ïðî�

èçâîäñòâà, â òîì ÷èñëå â àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè è ðàêåòîñòðîåíèè.

Äëÿ ñîçäàíèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ àêòèâíî ïðîâîäèòñÿ

ïîèñê è èññëåäîâàíèå íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ, ïðåäïîëàãàþùèõ êàê

áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì, òàê è èçó÷åíèå ìîäåëüíûõ

ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, àêòóàëüíûìè îñòàþòñÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ÷àñòíûõ

äâèæåíèé ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ òâåðäûì òåëîì èëè ñèñòåìîé òâåðäûõ òåë.

Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé âèáðàöèîííîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à äèíàìè�

÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè âåðõíåãî íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåìà�

òè÷åñêîãî ìàÿòíèêà çà ñ÷åò áûñòðûõ âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà,

ðàññìîòðåííàÿ âïåðâûå À. Ñòå�åíñîíîì (1908 ã.). �àçâèòèå ýòîé çàäà÷è ïîëó�

÷èëî â ðàáîòàõ Ï.Ë. Êàïèöû, Í.Í. Áîãîëþáîâà è ìíîãèõ äðóãèõ èññëåäîâàòå�

ëåé. �ÿä ðàáîò (À. Ñòå�åíñîí, À.Ï. Ìàðêååâ, Ò. �. Ñòðèæàê, Î.Â. Õîëîñòîâà

è äð.) ïîñâÿùåí äèíàìèêå ñ�åðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, äâîéíîãî ìàÿòíèêà, âîë÷�

êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà. Íåäàâíî ïîëó÷åíà (À.Ï. Ìàð�

êååâ) ïðèáëèæåííàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè�

æåíèÿ òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ìàññ ïðè íàëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ

âèáðàöèé îäíîé èç åãî òî÷åê, è â ðàìêàõ ýòîé ñèñòåìû ïðîâåäåí ðÿä èññëå�

äîâàíèé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòíûõ äâèæåíèé òåëà (îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé,

ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé è äð.).

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé âûñîêî÷àñòîòíûõ âåðòèêàëüíûõ

âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà, äëÿ êîòîðîãî ìíîãèå ÷àñòíûå äâèæåíèÿ òåëà ñõîæè

ñî ñëó÷àåì òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Îäíèì èç òàêèõ òèïîâ äâèæåíèé ÿâ�

ëÿþòñÿ ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ, îòêðûòûå Á.Ê. Ìëîäçååâñêèì è Î. Øòàóäå

(1894 ã.) è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàâíîìåðíûå âðàùåíèÿ âîêðóã âåðòèêàëü�

íîé (è �èêñèðîâàííîé â òåëå) îñè. Óñòîé÷èâîñòü ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èññëåäîâàëàñü �. �ðàììåëåì, Â.Â. �óìÿíöåâûì,

Ê. Ìàãíóñîì, Â.Í. �óáàíîâñêèì, ß.Â. Òàòàðèíîâûì, Î.Â. Õîëîñòîâîé è äð.

Àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ áûñòðûõ âåðòèêàëüíûõ âèáðà�

öèé íà ñóùåñòâîâàíèå è îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äàííûõ äâèæåíèé, à òàêæå

âûÿâëåíèå ñëó÷àåâ, âîçíèêàþùèõ òîëüêî ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëå�

äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î äâè�

æåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ

ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà, à òàêæå èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ñóùå�

ñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé äâîéíîãî ìàÿòíèêà ïðè

ãîðèçîíòàëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèÿõ òî÷êè ïîäâåñà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ðàáîòû â äèññåðòàöèè
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ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû òåîðèé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ãàìèëüòî�

íîâûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè ðåçîíàíñàõ è ÊÀÌ�òåîðèþ. Áûëè

ïðèìåíåíû ìåòîäû íîðìàëüíûõ �îðì Ïóàíêàðå, íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíè�

àíîâ ïðîâîäèëàñü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áèðêãî�à è ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äåïðè�Õîðè. Ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèçà èñïîëüçîâàëèñü êîìïüþòåðíûå ñèñòå�

ìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ â äèñ�

ñåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ,

à òàêæå òåì, ÷òî âûâîäû, ïîëó÷åííûå â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ àíàëèòè÷åñêè,

ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå íàó÷íûå

ðåçóëüòàòû:

1. Â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å äèíàìèêè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ ïðîèçâîëü�

íîé ãåîìåòðèåé ìàññ ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàð�

ìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà íàéäåíî óðàâíåíèå êîíóñà äîïóñòè�

ìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé âîêðóã âåðòèêàëè, îáîáùåíèå óðàâ�

íåíèÿ êîíóñà Øòàóäå äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äàíî îïèñàíèå

äîïóñòèìûõ äóã ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ öåí�

òðà ìàññ òåëà íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè, à òàêæå â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîãî òåëà.

2. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ äè��åðåí�

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíò�

íûõ âðàùåíèé òåëà â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà íà ãëàâíîé

îñè èíåðöèè. �àññìîòðåíû âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé ãëàâíîé îñè, à òàêæå

âîêðóã îñåé, ëåæàùèõ â ãëàâíûõ ïëîñêîñòÿõ èíåðöèè, ïðèìûêàþùèõ ê

ýòîé îñè. Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïðîâåäåí èñ÷åð�

ïûâàþùèé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè äàííûõ âðà�

ùåíèé. Â ðÿäå îáëàñòåé íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

3. Â îáëàñòÿõ âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ (íå ÿâëÿþùèõñÿ äîñòàòî÷�

íûìè) óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâî�

ñòè èññëåäóåìûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ïîâåðõ�

íîñòåé ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå ïîâåðõíîñòè

âûðîæäåíèÿ. Ïîäðîáíî èçó÷åíû äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ãåîìåòðèè ìàññ òå�

ëà, êîãäà òåëî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íî èëè ðàñïðåäåëåíèå ìàññ â íåì

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Áîáûëåâà�Ñòåêëîâà. Ïðîâåðåíû êðèòåðèè óñòîé�

÷èâîñòè â ðåçîíàíñíûõ ñëó÷àÿõ.

4. �àññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé äèíàìè÷åñêè ñèì�

ìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, îáóñëîâëåííûé âèáðàöèÿìè, äëÿ êîòîðîãî

÷àñòîòà âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïåðìàíåíòíîãî âðà�

ùåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðîâåäåí ïîëíûé ëè�

íåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ýòîãî äâèæåíèÿ.
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5. Èññëåäîâàíû äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ øàðíèðíî ñîåäè�

íåííûõ òîíêèõ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ âûñîêî÷à�

ñòîòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèÿõ ìàëîé àìïëèòóäû òî÷êè åå ïîäâåñà.

Â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü ÷åòûðåõ ïîëîæåíèé îò�

íîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ íà âåðòèêàëè. Ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâûì ìî�

æåò áûòü òîëüêî íèæíåå (¾âèñÿùåå¿) ïîëîæåíèå. Äëÿ ñèñòåìû äâóõ

îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðîæäàþùåãîñÿ èç íåãî

ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ðåøåí â ñòðîãîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.

6. Äëÿ ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé ðåøåí òàêæå âîïðîñ î ñóùå�

ñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè (â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå) âû�

ñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìàëîé àìïëèòóäû, ïðîèñõîäÿ�

ùèõ â îêðåñòíîñòè íàêëîííûõ ïîëîæåíèé ñòåðæíåé.

Ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Óðàâíåíèå êîíóñà äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé (àíàëîã êî�

íóñà Øòàóäå äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé) â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î

äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè áûñòðûõ âåðòèêàëüíûõ

âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà ìàëîé àìïëèòóäû.

2. Îïèñàíèå äîïóñòèìûõ äóã ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé â ñëó÷àå ðàñïîëî�

æåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè äëÿ òî÷êè ïîäâåñà, à

òàêæå â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà.

3. Ïîëíûé ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà

ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè: ñëó÷àè âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã

ýòîé îñè (öåíòð ìàññ âûøå èëè íèæå òî÷êè ïîäâåñà) è âîêðóã îñåé, ëåæà�

ùèõ â ãëàâíûõ ïëîñêîñòÿõ èíåðöèè, ïðèìûêàþùèõ ê ýòîé îñè. Àíàëè�

òè÷åñêîå è ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äîñòàòî÷íûõ è òîëüêî íåîáõîäè�

ìûõ (íå ÿâëÿþùèõñÿ äîñòàòî÷íûìè) îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè. Ñðàâíåíèå

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

4. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äëÿ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ ïåðìàíåíò�

íûõ âðàùåíèé: ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòåé ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî

è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ. Ïîäðîáíûé

àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà è ñëó÷àÿ Áîáû�

ëåâà�Ñòåêëîâà.

5. Ïîëíûé ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïåðìàíåíò�

íûõ âðàùåíèé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, âûçâàííîãî

âèáðàöèÿìè è íå ñóùåñòâóþùåãî äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

6. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ÷åòûðåõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

íà âåðòèêàëè â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î äâèæåíèè äâîéíîãî ìàÿòíèêà

ïðè íàëè÷èè áûñòðûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè

ïîäâåñà. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ,
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ðîæäàþùåãîñÿ èç íèæíåãî (¾âèñÿùåãî¿) ïîëîæåíèÿ, â ñëó÷àå äâóõ îäè�

íàêîâûõ ñòåðæíåé ìàÿòíèêà.

7. �åøåíèå çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè (â ñòðî�

ãîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå) âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé

ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé, ïðîèñõîäÿùèõ â îêðåñòíîñòè íà�

êëîííûõ ïîëîæåíèé ñòåðæíåé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà

ðàçâèâàåò àêòóàëüíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ âûñîêî÷àñòîò�

íûõ âèáðàöèé íà óñòîé÷èâîñòü ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. �åøåíû íîâûå çàäà÷è

óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà è äâîéíîãî

ìàÿòíèêà ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé, ïîëó÷åíû è îïèñàíû íîâûå äèíàìè÷åñêèå

ý��åêòû. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ðàçðàáîòêå âèá�

ðàöèîííûõ ìåõàíèçìîâ è ñèñòåì, â òîì ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ â àâèàöèîííîé

ïðîìûøëåííîñòè è ðàêåòîñòðîåíèè, è àíàëèçå èõ ñâîéñòâ.

×àñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â êà÷åñòâå äîïîë�

íèòåëüíûõ ãëàâ ê îáùåìó êóðñó òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, à òàêæå â ñïåöêóð�

ñû ïî äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

• íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè Ìîñêîâñêîãî

àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà,

• íà Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ¾Èí�îðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîí�

íûå òåõíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âûñîêîòåõíîëîãè÷�

íûõ ñèñòåì¿ (�ÓÄÍ, 2012, Ìîñêâà),

• íà XII Âñåðîññèéñêîì ñîâåùàíèè ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (ÈÏÓ �ÀÍ,

2014, Ìîñêâà),

• íà XVIII Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ¾Äèíàìèêà âèáðîóäàðíûõ (ñèëü�

íî íåëèíåéíûõ) ñèñòåì¿ (ÈÌÀØ �ÀÍ, 2015, Ìîñêâà),

• íà 14-é Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà¿ (ÌÀÈ,

2015, Ìîñêâà),

• íà XXVII Ìåæäóíàðîäíîé èííîâàöèîííî-îðèåíòèðîâàííîé êîí�åðåí�

öèè ìîëîäûõ ó÷¼íûõ è ñòóäåíòîâ ¾ÌÈÊÌÓÑ¿ (ÈÌÀØ �ÀÍ, 2015,

Ìîñêâà),

• íà LII Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè, �èçèêè

÷àñòèö, �èçèêè ïëàçìû è îïòîýëåêòðîíèêè (�ÓÄÍ, 2016, Ìîñêâà),

• íà XLIII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾�àãàðèíñêèå ÷òåíèÿ¿ (ÌÀÈ,

2017, Ìîñêâà).

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ (ïðîåêòû �14�01�00380, �17�01�00123).

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóá�

ëèêîâàíû â 11 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 4 ñòàòüè [1�4℄ â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ
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â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, 7 ïóáëèêàöèé [5�11℄ â ðàçëè÷íûõ ñáîðíèêàõ è ìàòåðèàëàõ

êîí�åðåíöèé.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è îñíîâ�

íûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îòðàæàþò ïåðñîíàëüíûé âêëàä àâòî�

ðà â îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû è ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Ïîñòàíîâêè çàäà÷,

èññëåäîâàííûõ â ðàìêàõ ïîäãîòîâêè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, çàäàâàëèñü íà�

ó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå�

äåíèÿ, äâóõ ÷àñòåé, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 90 íàèìåíî�

âàíèé. �àáîòà ñîäåðæèò 18 èëëþñòðàöèé, 8 òàáëèö. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè

ñîñòàâëÿåò 117 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñ�îð�

ìóëèðîâàíû åå öåëü è çàäà÷è. Ïðèâåäåí îáçîð èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòè

äâèæåíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè âîçäåéñòâèè âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèé

è ðàáîò ïî èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà ñ

íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äàíî êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ ïî ãëàâàì.

Â ïåðâîé ÷àñòè èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé â

ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè âû�

ñîêî÷àñòîòíûõ âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé îäíîé èç åãî òî÷åê.

Â ïåðâîé ãëàâå ñòàâèòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà

ìàññûm, îäíà èç òî÷åê êîòîðîãî (òî÷êà ïîäâåñà O) ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó ζ(t) = a cosΩt. Ââåäåíû ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùàÿñÿ ñè�

ñòåìà êîîðäèíàò OXY Z, îñü OZ êîòîðîé íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, è

æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé íàïðàâëåíû âäîëü

ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷êè O. Îðèåíòàöèÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû îò�

íîñèòåëüíî OXY Z çàäàíà óãëàìè Ýéëåðà ψ, θ, ϕ. �ëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè

òåëà äëÿ òî÷êè O îáîçíà÷åíû ÷åðåç A, B è C, êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ òåëà

è îðòà

−→n îñè OZ â ñâÿçàííûõ îñÿõ � ÷åðåç xG, yG, zG è γ1, γ2, γ3.
Ïóñòü àìïëèòóäà a êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðè�

âåäåííîé äëèíîé ℓ = A/(mxG), à ÷àñòîòà Ω êîëåáàíèé âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ

õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé Ω1 =
√
g/ℓ, ïðè ýòîì aΩ ∼ 1. Ââåäåí ìàëûé ïàðàìåòð

ε è áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ω0 ïî �îðìóëàì ε
2 = a/ℓ (0 < ε≪ 1), Ω1/Ω = ε2ω0.

Ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðèâå�

äåí ê âèäó, ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî â ñëàãàåìûõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ε
âêëþ÷èòåëüíî íå ñîäåðæèò âðåìåíè. Êàê â èñõîäíîé, òàê è â ïðåîáðàçîâàííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàòà ψ öèêëè÷åñêàÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé åé èìïóëüñ ïîñòîÿíåí.

Ââåäåíû áåçðàçìåðíûå èìïóëüñû pψ, pθ, pϕ, áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû α,
β è σ1, σ2 ïî �îðìóëàì: α = A/B, β = A/C, σ1 = yG/xG, σ2 = zG/xG. Çà
íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ïðèíÿòî áåçðàçìåðíîå ¾âðåìÿ¿ τ = Ω1t.

7



Ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â áåçðàç�

ìåðíîì âèäå (çà ïåðåìåííûìè îñòàâëåíû ïðåäûäóùèå îáîçíà÷åíèÿ):

H =
α cos2 ϕ+ sin2 ϕ

2 sin2 θ
(pψ − pϕ cos θ)

2 +
1

2
(α sin2 ϕ + cos2 ϕ)p2θ+ (1)

+
(1− α) sinϕ cosϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ)pθ +

1

2
βp2ϕ +Π(ν).

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ãàìèëüòîíèàíå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèáðàöè�

îííûé ïîòåíöèàë, çàäàâàåìûé �îðìóëîé:

Π(ν) = ξ[(σ2 sin θ cosϕ− σ1 cos θ)
2 + (cos θ − σ2 sin θ sinϕ)

2α+

+(cosϕ− σ1 sinϕ)
2β sin2 θ]/2, ξ =

mxGa
2Ω2

2Ag
(ξ > 0).

Ïàðàìåòð ξ õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîòó âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà.

�åøåíèÿ ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû θ̂, ϕ̂, p̂θ, p̂ϕ íà èíòåðâàëå âðå�

ìåíè τ ïîðÿäêà ε−1/2
ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè ïðåîáðàçîâàííîé ïðèáëèæåííîé

àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé âèäà:

θ̂ = θ + O(ε3/2), p̂θ = pθ −mζ̇(t)[(xG sinϕ+ yG cosϕ) cos θ − zG sin θ] +O(ε1/2),

ϕ̂ = ϕ+O(ε3/2), p̂ϕ = pϕ −mζ̇(t)[xG cosϕ− yG sinϕ] sin θ + O(ε1/2).

Äâèæåíèÿ òåëà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà ìîãóò áûòü îïèñàíû òàê�

æå ïðè ïîìîùè ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�

íåíèé, çàïèñàííîé â �îðìå ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà,

â ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñëåäóåò äîáàâèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà âèáðàöèîííî�

ãî ìîìåíòà M (ν), ïîëó÷àåìûå ïî �îðìóëàì:

M (ν)
x =

∂Π(ν)

∂γ3
γ2 −

∂Π(ν)

∂γ2
γ3, M

(ν)
y =

∂Π(ν)

∂γ1
γ3 −

∂Π(ν)

∂γ3
γ1, M

(ν)
z =

∂Π(ν)

∂γ2
γ1 −

∂Π(ν)

∂γ1
γ2.

Äàëåå äâèæåíèÿ òåëà èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû, çàïè�

ñàííîé â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå èëè â óðàâíåíèÿõ Ýéëåðà�Ïóàññîíà.

�àññìîòðåíû ÷àñòíûå äâèæåíèÿ � ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ òåëà, ïðî�

èñõîäÿùèå âîêðóã îñè, �èêñèðîâàííîé â òåëå è â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z,
ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Êàê è äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïîäâåñà, îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíûõ âèáðà�

öèé òî÷êè ïîäâåñà ìîãóò áûòü òîëüêî âåðòèêàëüíûìè. Ââåäåíà áåçðàçìåðíàÿ

óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ η = ω/Ω1 (η > 0).
Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå â ïðîñòðàíñòâå âåëè÷èí γ1, γ2, γ3
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ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé:

η2
(
1− α

α
σ2γ1γ2 +

β − 1

β
σ1γ1γ3 +

α− β

αβ
γ2γ3

)
− ξ

(
σ2
2(1− α)(σ2γ1γ2− (2)

−σ1γ1γ3 − γ2γ3) + σ2
1(1− β)(σ2γ1γ2 − σ1γ1γ3 + γ2γ3) + (α− β)(γ2γ3−

−σ2γ1γ2 − σ1γ1γ3) +
[
(1− α)γ23 + (β − 1)γ22 + (α− β)γ21

]
σ1σ2

)
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî êîíóñà, ïåðåõîäÿùåå â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âèá�

ðàöèè (ξ = 0) â èçâåñòíîå óðàâíåíèå êîíóñà Øòàóäå.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà,

êîãäà öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ íà îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷�

êè O è êîãäà òåëî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íî (α = 1), à öåíòð ìàññ çàíèìàåò
ïðîèçâîëüíîå ïîëîæåíèå. Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå äîïóñòèìûå îñè ïåðìà�

íåíòíûõ âðàùåíèé.

1. Ïóñòü öåíòð ìàññ òåëà ëåæèò íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè Ox. Óðàâíåíèå
(2) ñâîäèòñÿ ê γ2γ3(ξαβ − η2) = 0. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

• Îñü âðàùåíèÿ � ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè Ox, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ìàññ. Â

ýòîì ñëó÷àå, êàê è äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, óãëîâàÿ ñêîðîñòü

ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, ïðè ýòîì öåíòð

ìàññ ñèñòåìû ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íèæå èëè âûøå òî÷êè ïîäâåñà.

• Îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â îäíîé èç ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé èíåðöèè, ïðèìû�

êàþùèõ ê ãëàâíîé îñè Ox. Ïóñòü ýòî, íàïðèìåð, ïëîñêîñòü Oxz. Â
ýòîé ïëîñêîñòè ñòðîèòñÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è

ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äîïóñòèìûõ

îñåé ñ ýòîé îêðóæíîñòüþ, îáðàçóþùèõ äîïóñòèìûå äóãè. Åñëè ξ < 1/α,
òî äîïóñòèìûå äóãè � ïîëóîêðóæíîñòè, ëåæàùèå â íèæíåé èëè âåðõ�

íåé ïîëóïëîñêîñòÿõ äëÿ ñëó÷àåâ β < 1 è β > 1 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

ξ > 1/α, òî äîïóñòèìûå äóãè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè 0 < γ1 < 1 è

1/(ξα) < γ1 < 1 ïðè β < 1 (ðèñ. 1 a) è óñëîâèåì 0 < γ1 < 1/(ξα) ïðè
β > 1 (ðèñ. 1 b).

• Åñëè η2 = ξαβ > 1, òî äîïóñòèìàÿ äóãà ñîñòàâëÿåò îêðóæíîñòü, çàäà�

âàåìóþ óñëîâèåì γ22 + γ23 = 1− (γ∗1)
2, γ∗1 = 1/(ξαβ).

2. Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñè

Ox è Oy âûáðàíû òàê, ÷òîáû öåíòð ìàññ ëåæàë â ïëîñêîñòè Oxz (σ1 = 1).
Óðàâíåíèå (2) â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê γ2[η

2γ3 − βξ(γ3 − σ2γ1)] = 0.

• Â ñëó÷àå γ2 = 0, êîãäà îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ëåæàò â ïëîñêîñòè
Oxz, ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ, âèä äîïóñòèìûõ äóã çàâèñèò îò ïàðàìåò�

ðîâ σ2 è ξ. Äëÿ 1/2 6 β < 1 äîïóñòèìûå äóãè íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû

ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, äëÿ ñëó÷àÿ β > 1 � ïóíêòèðíûìè.
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�èñ. 2. Äîïóñòèìûå äóãè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé σ2 è ξ (κ = [ξ(σ2

2
+ 1)]−1.)

• Â ïëîñêîñòè η2γ3 = βξ(γ3− σ2γ1) ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ ñóùåñòâóþò,
åñëè ïàðàìåòðû çàäà÷è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ξ = η2/β è ξσ2 > 1. Ïðè

ýòîì γ1 = 0, γ3 = γ∗3 = 1/(ξσ2), γ2 = ±
√

1− γ23, à îñü ïåðìàíåíòíûõ

âðàùåíèé ëåæèò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè Oyz.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ
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âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà âîêðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè Ox, ñîäåðæàùåé öåíòð

ìàññ. Çäåñü è â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â

ãàìèëüòîíîâîé �îðìå, à óñòîé÷èâîñòü ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ïîíèìàåòñÿ

êàê óñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé (ïî

�àóñó) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èñïîëüçóþòñÿ èç�

âåñòíûå ìåòîäû ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè àâòîíîìíûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èññëåäóåìîìó äâèæåíèþ

îòâå÷àåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1) âèäà:

θ0 = π/2, ϕ = ϕ0 (cosϕ0 = 0), pθ0 = 0, pϕ0
= 0, pη = η = const. (3)

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåí â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò�

ðîâ α, β, ξ, η. Èíåðöèîííûå ïàðàìåòðû α, β äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðà�

âåíñòâàì, ñëåäóþùèì èç íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè

α + β − αβ > 0, α− β + αβ > 0, β − α + αβ > 0.
Ââåäåì âîçìóùåíèÿ ïî �îðìóëàì θ = θ0+x1, ϕ = ϕ0+x2, pθ = pθ0+ y1,

pϕ = pϕ0 + y2 è ïðåäñòàâèì ãàìèëüòîíèàí â âèäå: H = H2 + H4 + . . . , ãäå
H2 è H4 � �îðìû âòîðîé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, à ìíîãîòî÷èå � ñîâîêóïíîñòü

ñëàãàåìûõ íå ìåíåå øåñòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìûõ ðåøåíèé (óñëîâèÿ ïî�

ëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû H2) èìåþò âèä:

η2(α− 1)− sα + ξαβ > 0, η2(β − 1)− sβ + ξαβ > 0, s = sign (sinϕ0).

Â ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííîñòè �îðìû H2 áóäåì èññëåäîâàòü õàðàêòåðèñòè÷å�

ñêîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé åé ëèíåéíîé ñèñòåìû, èìåþùåå âèä:

λ4 + aλ2 + b = 0,

a = (2− α− β + αβ)η2 − s(α + β) + ξ(α2 + β2),

b = [η2(α− 1) + α(ξβ − s)][η2(β − 1) + β(ξα− s)].

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

a > 0, b > 0, d = a2 − 4b > 0 (4)

åãî êîðíè ±iσj (j = 1, 2) óðàâíåíèÿ ÷èñòî ìíèìûå, è èññëåäóåìûå ðåøåíèÿ

óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Íåðàâåíñòâà (4) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìû�

ìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé (3). Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ

(4) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Èçëîæèì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âûïèñàííûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

Äîïóñòèìóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α, β ðàçîáüåì íà ðÿä îáëàñòåé ñ

êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè óñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 3 a, b).
1. Öåíòð ìàññ òåëà íèæå òî÷êè ïîäâåñà. Â îáëàñòÿõ 1, 2 íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðè η2 < α(ξβ + 1)/(1−
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�èñ. 3. �àçáèåíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ α, β

α), à â îáëàñòè 3 � ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà η (η > 0). Â îáëàñòè

1 ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå (íå ÿâëÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íûìè)

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âèäà η2 > β(ξα+ 1)/(1− β). Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå

âèáðàöèè ðàñøèðÿåò äèàïàçîí óãëîâûõ ñêîðîñòåé âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Â îáëàñòÿõ 1′�3′ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àþòñÿ èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé äëÿ îáëàñòåé 1�3 çàìåíîé α↔ β.

2. Öåíòð ìàññ òåëà âûøå òî÷êè ïîäâåñà. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëó�

÷åíû äëÿ òî÷åê âñåõ îáëàñòåé íà ðèñ. 3 b. Äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé ïîëóîñü

ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ξ ðàçáèòà íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ, ãðà�
íèöû êîòîðûõ çàâèñÿò îò èññëåäóåìîé òî÷êè (α, β) îáëàñòè. Äëÿ êàæäîãî

òàêîãî èíòåðâàëà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûïèñàíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð η,
îïðåäåëÿþùèå äîñòàòî÷íûå è òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ îáëàñòåé 1 è 4 (òàáë. 1).

Òàáëèöà 1. Äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáëàñòåé 1 è 4

Îáë. Çíà÷åíèÿ ξ Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ξ 6 ξ1 � η > η4
ξ1 < ξ < ξ3 � η1 < η < η3, η > η4

1 ξ3 < ξ < 1/α � η > η1
1/α < ξ < 1/(αβ) η < η2 η > η1

ξ > 1/(αβ) η < η1 η > η2
ξ < ξ2 � �

ξ2 < ξ 6 ξ1 � η4 < η < η2
4 ξ1 < ξ < ξ3 � η1 < η < η3, η4 < η < η2

ξ3 < ξ < 1/(αβ) � η1 < η < η2
1/(αβ) < ξ < 1/α η2 < η < η1 �

ξ > 1/α η < η1 �
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Ââåäåííûå â òàáëèöå îáîçíà÷åíèÿ òàêîâû:

ξ1 =
3α− 2α2 − 2αβ + α2β + β

2αβ + α2(1− α− β) + β2(α− 1)2
, ξ3 =

α− 2

α2 − α− β
,

ξ2 =
3β − 2αβ − 2β2 + αβ2 + α

2αβ + α2(β − 1)2 + β2(1− β − α)
, η21 =

α(ξβ − 1)

1− α
, η22 =

β(ξα− 1)

1− β
.

Îáîçíà÷åíèÿ η3 è η4 íå ïðèâåäåíû â ñèëó ãðîìîçäêîñòè.

Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. Â îáëàñòÿõ âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîá�

õîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè.

Ïðè îòñóòñòâèè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (κ1 6= 3κ2) íîðìàëèçîâàí�
íûé ãàìèëüòîíèàí â ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

H = κ1r1 − κ2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 + O(r

5/2
j ).

Ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òåî�

ðåìû Àðíîëüäà � Ìîçåðà: ∆ = c20σ
2
2 + c11κ1κ2 + c02σ

2
1 6= 0. Åñëè ∆ = 0, òî

èìååòñÿ âûðîæäåíèå â ÷ëåíàõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà; ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò äàëü�

íåéøåé íîðìàëèçàöèè è â äèññåðòàöèè íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Åñëè â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ðåçîíàíñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (κ1 = 3κ2), òî
íîðìàëèçîâàííàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà èìååò âèä:

H = 3κ2r1 − κ2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 + k4r

1/2
1 r

3/2
2 cos(ϕ1 + 3ϕ2) +O(r

5/2
j ).

Ïðè ýòîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |c20 + 3c11 + 9c02| > 3
√
3k4 (k4 > 0), òî

èññëåäóåìîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì èìååì íåóñòîé÷èâîñòü.

Â äèññåðòàöèè âûïèñàíû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà è ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ. Ïîäðîáíûé íåëèíåéíûé àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ äâóõ ÷àñòíûõ ñëó�

÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà: ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà (α = 1) è
ñëó÷àÿ Áîáûëåâà�Ñòåêëîâà (α = 2). Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ

ξ, η, β ïîñòðîåíû ñå÷åíèÿ β = const äëÿ ðàçëè÷íûõ (äîïóñòèìûõ) çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà β. �åçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ α = 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4 â ïëîñ�

êîñòè ïàðàìåòðîâ ξ, η. Ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Íå

çàêðàøåíû îáëàñòè âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (îáëàñòè

ïðàâåå ãðàíè÷íîé ïðÿìîé ξ = 1/β) è îáëàñòè âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäè�

ìûõ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ëåâåå ýòîé ïðÿìîé). Â ïîñëåäíèõ îáëàñòÿõ êðèâûå

ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èçîáðàæåíû ïîëóæèðíûìè ëèíèÿìè íà ó÷àñò�

êàõ óñòîé÷èâîñòè è ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íà ó÷àñòêàõ íåóñòîé÷èâîñòè; êðè�

âûå âûðîæäåíèÿ ïîêàçàíû òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè.

Â ñëó÷àå α = 2 äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ β (2/3 < β < 2) êà÷åñòâåííûé âèä
äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàííûì íà ðèñ. 4 c, òîëüêî ïðÿìî�
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η

ξξ20 1/β

(a) 1/2 < β < 1,

PSfrag repla
ements

η

ξ0 1/β

(b) 1 ≤ β < (1 +
√
5)/2,

PSfrag repla
ements

η

ξ0 1/β

(c) β ≥ (1 +
√
5)/2.

�èñ. 4. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

ëèíåéíàÿ ãðàíèöà ξ = 1/β çàìåíÿåòñÿ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé η = η1.
Äëÿ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âñåõ

òî÷åê ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ, êðîìå íåáîëüøîé çîíû íåóñòîé÷èâîñòè, ñîäåð�

æàùåé â ñåáå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâûìè âûðîæäåíèÿ, èìååò ìåñòî

óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

�åçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [2℄.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ

âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà âîêðóã îñåé, ëåæàùèõ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè

Oxz, ïðèìûêàþùåé ê ãëàâíîé îñè èíåðöèè Ox, ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ. Ýòèì
äâèæåíèÿì îòâå÷àþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ñ ãàìèëü�

òîíèàíîì (1), çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè:

θ = θ0, ϕ = ϕ0 (cosϕ0 = 0), pθ0 = 0, pϕ0
=
η

β
cos θ0, pψ = η

(
sin2 θ0 +

cos2 θ0
β

)
,

ãäå âåëè÷èíà θ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ [(β − 1)η2 + ξαβ] sinϕ0 sin θ0 = β.
Ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, àíàëîãè÷íûé îïèñàííîìó â ãëàâå 2. Äî�

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:

(β − α)(ξαβ − η2) > 0, (5)

(β − 1)3η6 + 3ξαβ(β − 1)2η4 + 3β2(β − 1)(ξ2α2 − β + 1)η2 < β3ξα(1− ξ2α2 − β).

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè çàäàþòñÿ ñèñòåìîé (4).

Â äèññåðòàöèè ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèòè÷åñêèé, ÷èñëåííûé è ãðà�è�

÷åñêèé àíàëèç ñèñòåì (5) è (4). �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â �îðìå, àíàëî�

ãè÷íîé îïèñàííîé â ãëàâå 2. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, β
(ðèñ. 5) ðàçäåëåíà íà îáëàñòè 1�9; âíóòðè îáëàñòè 2 âûäåëåíà ïîäîáëàñòü 2∗.

14



*

PSfrag repla
ements

α

β

2/3

4/3

0

1

1

2

2

2

2
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�èñ. 5. �àçáèåíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ α, β

Íà ðèñ. 6 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ η, ξ (ïðè �èêñèðîâàííûõ α, β) ïðåä�
ñòàâëåíà õàðàêòåðíàÿ äëÿ êàæäîé îáëàñòè êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè. Ïðÿìûå

η = η1 è η = η2 â îáëàñòÿõ 1�4 îòâå÷àþò ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèöàì îáëà�

ñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ïðè ðàñïîëîæåíèè öåíòðà ìàññ

òåëà âûøå è íèæå òî÷êè ïîäâåñà ñîîòâåòñòâåííî. Â îáëàñòÿõ ìåæäó ýòèìè

ïðÿìûìè ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ íå ñóùåñòâóþò. Îáëàñòè 5�9 îòíîñÿòñÿ ê

âðàùåíèÿì, äëÿ êîòîðûõ öåíòð ìàññ òåëà íàõîäèòñÿ âûøå òî÷êè ïîäâåñà. Cï�

ëîøíûì öâåòîì çàêðàøåíû îáëàñòè âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé�

÷èâîñòè, â çàøòðèõîâàííûõ îáëàñòÿõ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëî�

âèÿ, â îñòàâøèõñÿ îáëàñòÿõ èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ, äëÿ êî�

òîðûõ öåíòð ìàññ òåëà ðàñïîëîæåí íèæå òî÷êè ïîäâåñà, â îáëàñòÿõ 2, 2∗, 4
óñòîé÷èâû ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ η, ξ. Ýòè äâèæåíèÿ

óñòîé÷èâû è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âèáðàöèè (ξ = 0), îäíàêî ñ ïîÿâëåíèåì

âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé âîçðàñòàåò. Â îáëàñòÿõ 1 è 3 ðàñ�
ñìàòðèâàåìûå âðàùåíèÿ âñåãäà íåóñòîé÷èâû, êàê è ïðè îòñóòñòâèè âèáðàöèé.

Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ öåíòð ìàññ ðàñïîëîæåí âûøå òî÷�

êè ïîäâåñà, ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü â îáëàñòÿõ 1�4 â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå

óãëîâûõ ñêîðîñòåé çà ñ÷åò âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà; ïðè îòñóòñòâèè âèáðàöèé

èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü. Â îáëàñòÿõ 5, 7, 8, 9, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì

îòñóòñòâèÿ âèáðàöèè, ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà óã�

ëîâûõ ñêîðîñòåé óñòîé÷èâûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Äëÿ òî÷åê îáëàñòè 8
óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ξ ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ ïîäîáëàñòè âûïîëíåíèÿ äî�
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η 1
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η 2

Îáëàñòü 4
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0
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Îáëàñòü 5
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0
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Îáëàñòü 7
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0

ξ

η

Îáëàñòü 9

�èñ. 6. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

ñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, ïðè ýòîì èìååòñÿ íîâàÿ ïîäîáëàñòü óñòîé�

÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ïîÿâëÿþùàÿñÿ çà ñ÷åò âèáðàöèè. Â îáëà�

ñòè 9 ïðè ξ > 0, êðîìå ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðè�

áëèæåíèè, ïîÿâëÿåòñÿ ïîäîáëàñòü âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷è�

âîñòè. Â îáëàñòè 6 èìååò ìåñòî ñòàáèëèçàöèÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî äèàïàçîíà

óãëîâûõ ñêîðîñòåé è ÷àñòîòû âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà.

16



Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. �àññìîòðåíû íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé

(κ1 6= 2κ2, κ1 6= 3κ2) è ñëó÷àè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî (κ1 = 2κ2) è ÷åòâåðòîãî

(κ1 = 3κ2) ïîðÿäêîâ. Íîðìàëüíûå �îðìû ãàìèëüòîíèàíà è êðèòåðèè óñòîé�

÷èâîñòè äëÿ íåðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ è ñëó÷àÿ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

ïðèâåäåíû â ãëàâå 2. Â ñëó÷àå ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà íîðìàëüíàÿ �îðìà

ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä:

H = 2κ2r1 − κ2r2 + k3
√
r1r2 sin(ϕ1 + 2ϕ2) + c20r

2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 + O(r

5/2
j ).

Åñëè k3 = 0 è c20 + 2c11 + 4c02 6= 0, èññëåäóåìîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî.
Ïîäðîáíûé íåëèíåéíûé àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ òåõ æå, ÷òî è â ãëàâå 2,

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ. Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà

áûëè ðàññìîòðåíû îáëàñòè 2, 4, 5, 7, 9. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðå�

çóëüòàòû äëÿ îáëàñòåé 2 è 4, ïðîèëëþñòðèðîâàííûå íà ðèñ. 7 àíàëîãè÷íûì

îïèñàííîìó âî âòîðîé ãëàâå îáðàçîì. Êðèâûå ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà

ïîêàçàíû òîíêèìè ëèíèÿìè.

PSfrag repla
ements

0

ξ

η

(a) Îáëàñòü 2

PSfrag repla
ements

0

ξ

η

(b) Îáëàñòü 4

�èñ. 7. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáëàñòåé 2 è 4

Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òî÷åê êðèâîé ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò

ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü. Íà êðèâûõ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò

ó÷àñòêè íåóñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâûìè âûðîæäåíèÿ,

ñîäåðæàùèå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, à òàêæå ïðè ¾ñáëèæåíèè¿ ýòèõ êðèâûõ.

Â ñëó÷àå Áîáûëåâà�Ñòåêëîâà ñîñòàâ êðèâûõ è êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè

êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 7 b.
�åçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [3℄.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ÷àñòíîãî ñëó�

÷àÿ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, äëÿ

êîòîðîãî ïàðàìåòðû η è ξ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ξ = η2/β. Ýòîìó âðàùåíèþ
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îòâå÷àåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1) âèäà:

θ0 = arccos
β

σ2η2

(
η2 >

β

σ2

)
, ϕ0 = 0, pθ0 = 0, pϕ0

=
1

σ2η
, pψ = η − β(β − 1)

η3σ2
2

.

Ïðîâåäåí åãî ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè â òðåõìåð�

íîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ η, σ2, β ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåò�

ðà ξ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èìåþò âèä:

η4σ2
2(1− σ2

2) + β(4β2 + β[σ2
2 − 5] + 1) > 0,

η4σ2
2(β + σ2

2 − βσ2
2) + β2(β − 1)(σ2

2 + 4β − 1) < 0,

(β − 1)[β(β − 1)(4β + σ2
2)− η4σ4

2] < 0.

Òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

(β − 1)[β(β − 1)(4β + σ2
2)− η4σ4

2] < 0,

β(β3 + 3β2 + β[σ2
2 − 5] + 1)− η4σ2

2(σ
2
2 + β2 − 1) > 0,

η8σ4
2Γ− 2βσ2

2η
4Λ + β2Υ > 0, (6)

Γ = σ4
2 − 2(β − 1)2σ2

2 + (β2 − 1)2, Λ = σ4
2β − (β − 1)(2β2 − 7β + 1)σ2

2 + (β − 1)5,

Υ = σ4
2β

2 − 2β(β2 − 6β + 1)(β − 1)σ2
2 + (β2 − 6β + 1)(β − 1)4.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ

äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ η, β, σ2. Òîëüêî íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñâîäÿòñÿ ê óñëîâèþ η4A < η4 < η4E â îáëàñòè I ′ è
β2/σ2

2 < η4 < η4E � â îáëàñòè II (ðèñ. 8 a). Çäåñü η4A = β(β − 1)(4β + σ2
2)/σ

4
2,

à η4E � ìåíüøèé èç êîðíåé êâàäðàòíîãî (îòíîñèòåëüíî η4) òðåõ÷ëåíà â (6).
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ements

β

σ2

1

0

I ′

II

1/2

(a)

PSfrag repla
ements

η

σ20

(b)

�èñ. 8. Ñëó÷àé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà
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Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

ïðîâåäåí â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ â îáëàñòÿõ âûïîëíåíèÿ òîëü�

êî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Â ýòèõ îáëàñòÿõ ñòðîèëèñü ñå÷åíèÿ

β = const äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé β èç èíòåðâàëà 1 < β < 10. Âûÿâëåíî,
÷òî êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè â ðàññìîòðåííûõ ñå÷åíèÿõ êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåò�

ñÿ è èìååò õàðàêòåðíûé âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 8 b. Ïðè ýòîì ïîêàçàíû

îäíîâðåìåííî ÷àñòè ñå÷åíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê îáëàñòÿì I ′ è II íà ðèñ. 8 a.
Èçîáðàæåíèÿ íà ðèñ. 8 b îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, à òàêæå

ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ è êðèâûõ âûðîæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðèíÿòûì â ïðåäû�

äóùèõ ãëàâàõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà

èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü, à íà ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà �

óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

�åçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [4℄.

Âî âòîðîé ÷àñòè èññëåäóåòñÿ äâèæåíèå äâîéíîãî ìàÿòíèêà � ñèñòåìû

èç äâóõ òîíêèõ øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé � òî÷êà ïîäâå�

ñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò ãîðèçîíòàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó

a cos(Ωt). Ìàññû ñòåðæíåé è èõ äëèíû îáîçíà÷èì ÷åðåç m1, m2 è l1, l2.
Ñ÷èòàåì, ÷òî àìïëèòóäà a êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ

ñ äëèíîé ïåðâîãî ñòåðæíÿ l1, à ÷àñòîòà Ω âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé

÷àñòîòîé

√
g/l1. Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε = a/l1 (0 < ε ≪ 1) è áåçðàçìåð�

íóþ ÷àñòîòó ω, îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé ε2ω2 = g/(l1Ω
2). Ïîëàãàåì ω ∼ 1,

òîãäà aΩ ∼ 1.
Ïðè ïîìîùè áëèçêîé ê òîæäåñòâåííîé êàíîíè÷åñêîé çàìåíû ãàìèëüòî�

íèàí ñèñòåìû ïðèâåäåí ê âèäó, ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî (â ñëàãàåìûõ äî âòî�

ðîãî ïîðÿäêà ïî ε âêëþ÷èòåëüíî) íå ñîäåðæèò âðåìåíè τ. Â áåçðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðàõ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä:

H =
6[µλ2p2θ1 + (1 + 3µ)p2θ2 − 3µλpθ1pθ2 cos(θ1 − θ2)]

µλ2[4(1 + 3µ)− 9µ cos2(θ1 − θ2)]
+

1

4
ε2Π+ O(ε3), (7)

Π = −2(µλω2 cos θ2 + (1 + 2µ)ω2 cos θ1)+

+3
(1 + 2µ)2 cos2 θ1 − 3µ(1 + 2µ) cos(θ1 − θ2) cos θ1 cos θ2 + µ(1 + 3µ) cos2 θ2

4(1 + 3µ)− 9µ cos2(θ1 − θ2)
.

Ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí (â êîòîðîì îòáðîøåíî ñëàãàåìîå O(ε3)) îòâå�
÷àåò êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèåé ε2Π/4. Çäåñü θ1, è θ2 � óãëû îòêëîíåíèÿ ñòåðæíåé îò íèæíåãî

âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, pθ1 è pθ2 � êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ñ óãëàìè

èìïóëüñû, îáåçðàçìåðåííûå ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëÿ m1l
2
1Ω. Òàêæå ââåäåíû

áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû µ = m2/m1, λ = l2/l1 è áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = Ωt.
Ñëàãàåìîå O(ε3) 2π�ïåðèîäè÷íî ïî τ.

Ïðèáëèæåííàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèõ ïî�
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ëîæåíèÿì îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà, äëÿ êîòîðûõ äâà

ñòåðæíÿ ìàÿòíèêà ðàñïîëîæåíû íà îäíîé âåðòèêàëè. Ïðè ýòîì pθ1 = pθ2 = 0
è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñîîòíîøåíèé:

1)θ1∗ = θ2∗ = 0; 2)θ1∗ = θ2∗ = π; 3)θ1∗ = π, θ2∗ = 0; 4)θ1∗ = 0, θ2∗ = π. (8)

Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü q1, q2 � âîçìóùåíèÿ ïåðåìåí�

íûõ θ1, θ2 îòíîñèòåëüíî èõ ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è

íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû íàéäåì, èññëå�

äóÿ êâàäðàòè÷íóþ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí qj ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,

ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå (ìíîæèòåëü ε2/4 îòáðîøåí):

Π2(q1, q2) = u20q
2
1 + 2u11q1q2 + u02q

2
2, uij = const. (9)

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (óñëîâèÿ ìè�

íèìóìà �óíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè:

u20 > 0, d = u20u02 − u211 > 0. (10)

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íèæíåå ¾âèñÿùåå¿ ïîëîæåíèå óñòîé÷èâî, åñëè

ω2 > ω2
1, ω2

1 =
3

2λ(4 + 3µ)2(1 + 2µ)
(3µ3λ+ 13λµ2 + 16λµ+ 4λ+ 2µ+ 1+

+
√

(µ+ 2)4(3µ+ 1)2λ2 + (6µ4 + 23µ3 + 18µ2 − 12µ− 8)λ+ (2µ+ 1)2) (11)

è íåóñòîé÷èâî ïðè èçìåíåíèè çíàêà íåðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Â èñ�

õîäíûõ ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòîòà âèáðàöèè

òî÷êè ïîäâåñà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ Ω < Ω∗ :

Ω∗ =

√√√√3gl1

(
(4l2 + l1)m

3
1 + 2(8l2 + l1)m2m

2
1 + 13l2m

2
2m1 + 3l2m

3
2 +

√
κ

)

2a2l2(4m1 + 3m2)2(2m2 +m1)
,

κ = (m1 + 3m2)
2(2m1 +m2)

4l22 +m4
1l

2
1(2m2 +m1)

2−
−(2m1 +m2)

2(2m2 +m1)(2m1 − 3m2)m
2
1l1l2, (κ > 0).

Èññëåäîâàíèå îñòàëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ íèõ

óñëîâèÿ (10) íå âûïîëíÿþòñÿ, �óíêöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íå èìååò ìè�

íèìóìà, è ýòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâû.

Ìåòîäîì Ïóàíêàðå ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ïî ε, 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ïî
τ äâèæåíèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà, ðîæäàþùèåñÿ èç âåðòèêàëüíûõ îòíîñèòåëü�

íûõ ðàâíîâåñèé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû, èìåþùèå âèä

ϕ′
1(τ) = θ1∗ + ε

6(3µ cos(θ1∗ − θ2∗) cos θ2∗ − 2(1 + 2µ) cos θ1∗)

9µ cos2(θ1∗ − θ2∗)− 4− 12µ
cos τ +O(ε2),
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ϕ′
2(τ) = θ2∗ + ε

6(3(1 + 2µ) cos(θ1∗ − θ2∗) cos θ1∗ − 2(1 + 3µ) cos θ2∗)

λ(9µ cos2(θ1∗ − θ2∗)− 4− 12µ)
cos τ + O(ε2),

p′ϕ1
(τ) = ε

(1 + 2µ) cos θ1∗
2

sin τ +O(ε2), (12)

p′ϕ2
(τ) = ε

µλ cos θ2∗
2

sin τ +O(ε2).

Óñòîé÷èâîìó è íåóñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèÿì ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîå â ëè�

íåéíîîì ïðèáëèæåíèè è íåóñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà.

Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïî ε õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ëèíåà�

ðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ

îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé (λ = 1, µ = 1), ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâî�
ñòè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ðîæäàþùåãîñÿ èç íèæíåãî ïîëîæåíèÿ îòíîñè�

òåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (11), ïåðåïèñû�

âàåìîå ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â âèäå ω > ω1 =
√

78 + 12
√
37/14 ≈

0.87772 èëè, â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ, Ω <
√
gl1(78 + 12

√
37)/(14a).

Ïðîâåäåíà íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ÷ëå�

íàõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Ïðè îò�

ñóòñòâèè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (3σ1 6= σ2) íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëü�
òîíèàí èìååò âèä

Γ = ε
[(
σ1 + O(ε)

)
r1 +

(
σ2 + O(ε)

)
r2

]
+ (13)

+ε2
[(
c20 + O(ε)

)
r21 +

(
c11 + O(ε)

)
r1r2 +

(
c02 + O(ε)

)
r22

]
+O(ε3),

c11 = 81[117649ω6 + 1513728 + 806736ω4 + 829962ω2]/(2744σ1σ2c
2),

c20,02 = a2 ± a1c/(784c
2a3), c =

√
16807ω4 − 17493ω2 + 6192,

a1 = 372712032ω6 − 1006466958ω4 + 617372280ω2 − 14874516,

a2 = −48735627654ω8 + 156828117033ω6 − 151648837956ω4+

+49864296762ω2 − 1196073216, a3 = 1372ω4 − 1092ω2 + 27.

ãäå ñëàãàåìûå O(ε) ïîñòîÿííû, à ñëàãàåìîå O(ε3) îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü ÷ëå�

íîâ íå ìåíåå ïÿòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî r
1/2
j (j = 1, 2) ñ 2π �ïåðèîäè÷åñêèìè

ïî τ êîý��èöèåíòàìè.

Ïðîâåðÿëñÿ çíàê âåëè÷èíû D2 = c211 − 4c20c02. Âûÿâëåíî, ÷òî íà èí�

òåðâàëàõ ω1 < ω < ω∗, ω∗ < ω ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ D2 > 0 è D2 < 0
ñîîòâåòñòâåííî, à â òî÷êå ω∗ ≈ 2.61958 D2 îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îòñþäà ñëåäó�

åò, ÷òî èññëåäóåìîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå óñòîé÷èâî äëÿ áîëüøèíñòâà (â

ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) íà÷àëüíûõ óñëîâèé (êðîìå, ìîæåò áûòü, òî÷êè ω = ω∗
).

Êðîìå òîãî, íà èíòåðâàëàõ ω1 6 ω < ω2 (ω2 ≈ 1.33931), ω∗ 6 ω êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíî îïðåäå�
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ëåííîé è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ïðè r1 > 0, r2 > 0, ïîýòîìó èññëåäóåìîå
äâèæåíèå �îðìàëüíî óñòîé÷èâî íà äàííûõ èíòåðâàëàõ.

Â ñëó÷àå 3σ1 = σ2 (ω =
√

294 + 210
√
2149/98 ≈ 1.022) ðåçîíàíñà ÷åòâåð�

òîãî ïîðÿäêà â ÷ëåíàõ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè äîáàâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîå ñëàãàåìîå

ε2kr
3/2
1 r

1/2
2 cos(3ϕ1 − ϕ2) è c20 ≈ 8.685, c02 ≈ 92.686, c11 ≈ 30.653, k ≈ 17.943.

Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîì ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî �îðìàëüíàÿ óñòîé�

÷èâîñòü.

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû, îòëè÷íûå îò âåðòè�

êàëüíûõ. Äëÿ ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé èçó÷åí âîïðîñ î ñóùåñòâî�

âàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæå�

íèé ìàëîé àìïëèòóäû, îòëè÷íûõ îò ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé âáëèçè âåðòè�

êàëè. Â ïðèáëèæåííîé ñèñòåìå èì îòâå÷àþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäå�

ëÿåìûå óñëîâèÿìè

∂Π/∂θ1 = 0, ∂Π/∂θ2 = 0,

ñâîäÿùèìèñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

9w[2 cos θ1 sin θ1 − sin(2θ1 − θ2) cos θ2] + 2ω2 sin θ1 = 9ζ,

3w[9 cos θ1 sin(2θ2 − θ1)− 4 sin 2θ2]− 2ω2 sin θ2 = 27ζ,

w = (9 cos2(θ2 − θ1)− 16)−1,

ζ = w2
[
9 cos θ1

(
cos θ2 cos(θ2 − θ1)− cos θ1

)
− 4 cos2 θ2

]
sin 2(θ2 − θ1).

Â ïëîñêîñòè âåëè÷èí θ1, θ2 ïîñòðîåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ÿâ�

ëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ω ðàññìàòðèâàëàñü

êàê ïàðàìåòð (ω > 0). Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïðîâåðåíû íà óñòîé÷èâîñòü ñ

ïîìîùüþ óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâàì (10).

Ïîêàçàíî, ÷òî ¾áîêîâûå¿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû

ñóùåñòâóþò òîëüêî â äèàïàçîíå ÷àñòîò êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà, äëÿ êîòî�

ðûõ âåðòèêàëüíûå îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâû. Â çàâèñèìîñòè îò

÷àñòîòû âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà òàêèõ ðàâíîâåñèé ìîæåò áûòü îò îäíîé äî

øåñòè ñèììåòðè÷íûõ ïàð. Îäíà èëè äâå ïàðû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ω
óñòîé÷èâû â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ, îñòàëüíûå íåóñòîé÷èâû.

Â ïëîñêîñòè θ1, θ2 ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñíûõ òî÷åê
íà ðèñ. 9 îáðàçóþò êðèâûå íîìåðàìè 1 è 3′, îòìå÷åííûå æèðíûìè ëèíèÿìè

è ñóùåñòâóþùèìè ñîîòâåòñòâåííî íà èíòåðâàëàõ ω 6 0.87772 è ω 6 0.6128.
Íåóñòîé÷èâûå òî÷êè îáðàçóþò íà ðèñ. 9 êðèâûå ñ íîìåðàìè 2, 3′′, 4 è 5 (òîíêèå
ëèíèè), èì îòâå÷àþò èíòåðâàëû óãëîâîé ñêîðîñòè ω 6 0.8376, ω 6 0.6128,
ω 6 0.1673 è ω 6 0.1598.

Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ â ñèñòåìå äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé è èõ

óñòîé÷èâîñòü. Ïðè ïîìîùè òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé Ïóàíêàðå äëÿ

êàæäîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ θ1 = θ1∗, θ2 = θ2∗ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû
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�èñ. 9. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ïî ε, 2π �ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå èñõîäíîé ñè�

ñòåìû (12) (ïðè λ = 1, µ = 1). Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû,

ðîæäàþùèåñÿ èç íåóñòîé÷èâûõ è óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèáëè�

æåííîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî íåóñòîé÷èâû èëè óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðè�

áëèæåíèè.

Ïðîâåäåí ïîëíûé íåëèíåéíûé àíàëèç ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà

âäîëü êðèâûõ 1 è 3′. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðè�

áëèæåíèè ðàññìàòðèâàåìûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ óñòîé÷èâû äëÿ áîëü�

øèíñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé è �îðìàëüíî óñòîé÷èâû.

�åçóëüòàòû âòîðîé ÷àñòè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [1℄.
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