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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Задачу о движении тела малой массы в грави­
тационном поле трёх взаимодействующих по закону всемирного тяготения
массивных тел называют ограниченной задачей четырёх тел. В такой поста­
новке предполагают, что тело малой массы не влияет на движение трёх при­
тягивающих тел, орбиты которых считают известными. Данная задача неод­
нократно рассматривалась во многих научных работах. Несмотря на это, она
продолжает представлять значительный интерес как с теоретической, так
и с прикладной точек зрения. В частности, особый интерес представляет
изучение положений относительного равновесия, их устойчивости, а также
исследование вопроса о существовании и орбитальной устойчивости периоди­
ческих движений в окрестности этих положений относительного равновесия.
Интерес к исследованиям по данной проблеме в последнее время усилился.
Это обусловлено тем, что в эксплуатацию вводятся новые космические теле­
скопы, которые позволяют осуществлять прямое наблюдение за экзопланет­
ными системами и создают потенциал для открытия новых конфигураций,
образованных небесными телами, которые ранее рассматривались только в
теории. Также эти исследования представляют интерес при планировании
космических миссий в окрестности астероидов, расположенных вблизи точек
либрации.

Цель работы. Целью данной диссертационной работы является иссле­
дование характера бифуркации и получение строгих выводов об устойчиво­
сти по Ляпунову положений относительного равновесия тела малой массы
в плоской круговой ограниченной задаче четырёх тел, а также решение во­
проса об орбитальной устойчивости периодических движений в окрестности
устойчивого положения относительного равновесия.

Методы исследования. К основным методам исследования в диссер­
тационной работе относятся методы общей теории устойчивости А.М. Ляпу­
нова, методы теории нормальных форм и теории КАМ, метод малого па­
раметра, метод симплектических отображений. В работе также применяют­
ся методы численного интегрирования систем дифференциальных уравнений
и используются компьютерные алгоритмы численно-аналитических вычисле­
ний, которые были реализованы в системе компьютерной математики Maple
2017.

Достоверность результатов. Достоверность полученных в диссерта­
ции результатов обеспечивается применением строгих математических мето­
дов исследования, высокой точностью проведенных численных расчётов, а
также тем, что выводы, полученные аналитически, полностью согласуются с
результатами, полученными численно. Также достоверность подтверждается
совпадением результатов, полученных в данной диссертационной работе, с ре­
зультатами более ранних исследований, полученных для некоторых частных
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случаев.

Научная новизна. В диссертации получены следующие новые научные
результаты:

1. Аналитически построены границы областей существования положений
относительного равновесия в плоской круговой ограниченной задаче че­
тырёх тел в предположении, что одно из основных тел имеет малую
массу.

2. В плоской круговой ограниченной задаче четырёх тел получены выво­
ды об устойчивости по Ляпунову положений относительного равновесия
тела малой массы во всех случаях, когда вопрос об устойчивости решает­
ся на основании членов разложения функции Гамильтона до четвёртого
порядка включительно.

3. Построены области существования коротко- и долгопериодических дви­
жений в окрестности устойчивого положения относительного равнове­
сия плоской круговой ограниченной задачи четырёх тел в случае рав­
ных масс двух притягивающих тел.

4. Был разработан алгоритм исследования орбитальной устойчивости ко­
роткопериодических движений в окрестности положений относительно­
го равновесия плоской круговой ограниченной задачи четырёх тел.

5. Получены строгие выводы об орбитальной устойчивости короткопери­
одических движений, рождающихся из устойчивого положения относи­
тельного равновесия в случае, когда два притягивающих тела обладают
равными массами.

Положения и результаты, выносимые на защиту.

1. Дано полное качественное описание характера бифуркации централь­
ных конфигураций в плоской круговой ограниченной задаче четырёх
тел.

2. В случае, когда масса одного из притягивающих тел мала, были получе­
ны аналитические выражения границ областей существования положе­
ний относительного равновесия тела малой массы в плоской круговой
ограниченной задаче четырёх тел.

3. Получены строгие выводы об устойчивости по Ляпунову положений от­
носительного равновесия тела малой массы как в нерезонансном, так и
в случаях резонансов до четвёртого порядка включительно.
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4. Исследованы периодические движения в окрестности устойчивого поло­
жения относительного равновесия плоской круговой ограниченной за­
дачи четырёх тел в случае равных масс двух притягивающих тел и
численно построены области существования таких движений.

5. Разработан алгоритм численно-аналитического исследования орбиталь­
ной устойчивости короткопериодических движений в окрестности поло­
жений относительного равновесия плоской круговой ограниченной за­
дачи четырёх тел.

6. Решена задача о существовании и орбитальной устойчивости коротко­
периодических движений, рождающихся из устойчивого положения от­
носительного равновесия, когда два притягивающих тела обладают оди­
наковыми массами.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты исследова­
ния, проведённого в данной диссертационной работе, представляют интерес
для задач небесной механики и астродинамики. Эти результаты также могут
найти применение при разработке методик астрономических наблюдений и
при планировании космических миссий в окрестности малых небесных тел
(астероидов, расположенных вблизи точек либрации).

Апробация результатов.

� на 19-й, 20-й, 21-й, 22-й международных конференциях "Авиация и кос­
монавтика"(МАИ, Москва);

� на 46-й, 47-й международных молодёжных научных конференциях "Га­
гаринские чтения"(МАИ, Москва);

� на 13-й международной конференции по прикладной математике и ме­
ханике в аэрокосмической отрасли (Алушта, 2020);

� на международных конференциях по дифференциальным уравнениям
и динамическим системам (Суздаль, 2022, 2024);

� на международной научной конференции по механике "IX Поляховские
чтения"(СПбГУ, Санкт-Петербург, 2021);

� на XIII всероссийском съезде по теоретической и прикладной механике
(Санкт-Петербург, 2023).

� на семинаре «Динамические системы и механика» (Москва, МАИ, 16
мая 2024 г.).

� на научном семинаре кафедры теоретической механики МФТИ. (Дол­
гопрудный, МФТИ, 02 октября 2024 г.).
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Публикации.Основные результаты диссертационного исследования опуб­
ликованы в 6 статьях [1-6] в журналах, входящих в перечень ВАК РФ, либо
индексируемых в Web Of Science и Scopus, а также в сборниках и материалах
конференций [7-20].

Личный вклад автора. Содержание диссертационной работы и ос­
новные положения, выносимые на защиту, отражают персональный вклад
автора в опубликованные работы и получены лично автором. Постановки
задач, исследованных в рамках подготовки диссертационной работы, зада­
вались научным руководителем. Соискателем проведены численные расчё­
ты коэффициентов нормальных форм функции Гамильтона, а также получе­
ны их аналитические выражения в случаях, близких к предельным. Разра­
ботан алгоритм исследования орбитальной устойчивости короткопериодиче­
ских движений в окрестности положений относительного равновесия плоской
круговой ограниченной задачи четырёх тел. На основании метода симплек­
тического отображения получены строгие выводы об орбитальной устойчиво­
сти короткопериодических движений. Построены диаграммы устойчивости
положений относительного равновесия тела малой массы и диаграммы ор­
битальной устойчивости короткопериодических движений, рождающихся из
устойчивого положения относительного равновесия.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из вве­
дения, трёх глав, заключения, приложения и списка литературы, включаю­
щего 90 наименований. Общий объем диссертации составляет 122 страницы
и содержит 27 рисунков.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность диссертационного исследо­
вания, дан обзор исследований, выполненных ранее по тематике диссертаци­
онной работы, кратко сформулирована цель работы, сформулирована науч­
ная новизна и практическая значимость, а также дано описание содержания
работы по главам.

Первая глава посвящена изучению характера бифуркаций централь­
ных конфигураций в плоской круговой ограниченной задаче четырёх тел.

Данная задача в диссертационной работе рассматривается в следующей
постановке. Тело малой массы 𝑃 движется под действием сил гравитацион­
ного притяжения трёх массивных притягивающих тел 𝑃1, 𝑃2 и 𝑃3, которые
взаимодействуют друг с другом по закону всемирного тяготения. Предпола­
гается, что масса 𝑚 тела 𝑃 пренебрежимо мала по сравнению с массами 𝑚1,
𝑚2 и 𝑚3 тел 𝑃1, 𝑃2 и 𝑃3. Поэтому влияние тела 𝑃 на движение тел 𝑃1, 𝑃2

и 𝑃3 не учитывается. Притягивающие тела находятся в лагранжевых точках
либрации плоской круговой ограниченной задачи трёх тел, т.е. движутся по
круговым орбитам, располагаясь в вершинах равностороннего треугольника.

6



Движение всех четырёх тел происходит в одной плоскости.
Для описания движения тела 𝑃 введем подвижную систему координат

𝑂𝑥𝑦𝑧 (см. рис. 1) с началом в середине отрезка соединяющего тела 𝑃2 и 𝑃3.
Ось 𝑂𝑥 направлена вдоль прямой 𝑃2𝑃3 с положительным направлением в
сторону тела 𝑃3. Ось 𝑂𝑦 перпендикулярна оси 𝑂𝑥 и проходит через тело
𝑃1, а ось 𝑂𝑧 дополняет систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 до правой ортогональной
тройки. Далее будем рассматривать случай плоского движения, когда тело
𝑃 находится в плоскости 𝑂𝑥𝑦, где его положение задается координатами 𝑥,
𝑦.

Введём безразмерные координаты Нехвила по формулам: 𝑥 = 𝑟𝜉, 𝑦 = 𝑟𝜂,
где 𝑟 — расстояние между телами 𝑃1, 𝑃2 и 𝑃3. Рассматриватся случай, когда
массивные тела 𝑃1, 𝑃2 и 𝑃3 движутся по круговым орбитам. В случае кру­
говой задачи трёх тел 𝜈̇ = 𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, где 𝜈 — истинная аномалия, а 𝜔 —
угловая скорость вращения подвижной системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, определяе­
мая равенством

𝜔2 =
𝑓 (𝑚1 +𝑚2 +𝑚3)

𝑟3
, (1)

где 𝑓 — универсальная гравитационная постоянная.

Рис. 1: Система координат 𝑂𝜉𝜂𝜁

Уравнения движения тела 𝑃 можно записать в гамильтоновой форме

𝑑𝜉

𝑑𝜈
=

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜉
,

𝑑𝜂

𝑑𝜈
=

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜂
,

𝑑𝑝𝜉
𝑑𝜈

= −𝜕𝐻

𝜕𝜉
,

𝑑𝑝𝜂
𝑑𝜈

= −𝜕𝐻

𝜕𝜂
. (2)

Функция Гамильтона имеет вид

𝐻 =
1

2

(︀
𝑝𝜉

2 + 𝑝𝜂
2
)︀
+ 𝑝𝜉𝜂 − 𝑝𝜂𝜉 −

√
3 (1− 𝜇2 − 𝜇3)

2
𝑝𝜉 −

𝜇2 − 𝜇3

2
𝑝𝜂−

− 1− 𝜇2 − 𝜇3

𝜌1
− 𝜇2

𝜌2
− 𝜇3

𝜌3
.

(3)
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В выражении (3) 𝜌1, 𝜌2 и 𝜌3 – расстояние от тела 𝑃 до тел 𝑃1, 𝑃2 и 𝑃3 опре­
деляются следующими соотношениями

𝜌1 =

⎯⎸⎸⎷𝜉2 +

(︃
𝜂 −

√
3

2

)︃2

, 𝜌2 =

√︃(︂
𝜉 +

1

2

)︂2

+ 𝜂2,

𝜌3 =

√︃(︂
𝜉 − 1

2

)︂2

+ 𝜂2,

(4)

а 𝜇2 и 𝜇3 являются безразмерными параметрами задачи, которые вводятся
по формулам

𝜇2 =
𝑚2

𝑚1 +𝑚2 +𝑚3
, 𝜇3 =

𝑚3

𝑚1 +𝑚2 +𝑚3
. (5)

Предполагается, что точки либрации, в которых расположены притяги­
вающие тела, устойчивы в линейном приближении. Это означает, что значе­
ния параметров 𝜇2 и 𝜇3 удовлетворяют известному неравенству Рауса

1 + 27
(︀
𝜇2
2 + 𝜇2𝜇3 + 𝜇2

3 − 𝜇2 − 𝜇3

)︀
> 0. (6)

Уравнения движения (2) тела 𝑃 допускают стационарные решения

𝜉 = 𝜉*, 𝜂 = 𝜂*,

𝑝𝜉 = 𝑝𝜉* = −𝜂* +

√
3

2
(1− 𝜇2 − 𝜇3) , 𝑝𝜂 = 𝑝𝜂* = 𝜉* +

1

2
(𝜇2 − 𝜇3) ,

(7)

где 𝜉*, 𝜂* определяются в результате решения следующей системы алгебраи­
ческих уравнений

𝜉 +
𝜇2 − 𝜇3

2
− 1− 𝜇2 − 𝜇3

𝜌31
𝜉 − 𝜇2

𝜌32

(︂
𝜉 +

1

2

)︂
− 𝜇3

𝜌33

(︂
𝜉 − 1

2

)︂
= 0,

𝜂 −
√
3 (1− 𝜇2 − 𝜇3)

2
− 1− 𝜇2 − 𝜇3

𝜌31

(︃
𝜂 −

√
3

2

)︃
− 𝜇2

𝜌32
𝜂 − 𝜇3

𝜌33
𝜂 = 0.

(8)

Стационарные движения, отвечающие решению (7), представляют собой по­
ложения относительного равновесия тела 𝑃 во вращающейся вместе с при­
тягивающими телами системе координат 𝑂𝜉𝜂𝜁. В абсолютной системе коор­
динат этим частным решениям соответствуют центральные конфигурации,
когда все четыре тела образуют четырехугольник неизменной формы и раз­
меров. Для того, чтобы различать данные положения относительного равно­
весия тела 𝑃 , были введены следующие обозначения. Через 𝐿𝑖𝑗 будем обо­
значать положение относительного равновесия тела 𝑃 , которое при 𝜇2 = 0
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переходит в точку либрации 𝐿
(2)
𝑖 , а при 𝜇3 = 0 в точку либрации 𝐿

(3)
𝑗 . При

выполнении неравенства (6) существуют следующие восемь возможных поло­
жений относительного равновесия 𝐿15, 𝐿25, 𝐿33, 𝐿45, 𝐿51, 𝐿52, 𝐿54 и 𝐿55. При
выполнении условия Рауса области возможных положений относительного
равновесия очень узкие, поэтому они были схематично изображены на Рис.
2. Серым цветом обозначены области возможных положений относительного
равновесия, в которых может располагаться тело малой массы 𝑃 .

Рис. 2: Области возможных положений относительного равновесия

В первой главе диссертационной работы показано, что бифуркация поло­
жений относительного равновесия происходит в предельных случаях, когда
одна из масс притягивающих тел стремится к нулю. В этом случае четы­
ре положения относительного равновесия 𝐿51, 𝐿52, 𝐿54 и 𝐿55 приближаются
к основному телу 𝑃2, когда значение параметра 𝜇2 приближается к нулю

(𝜇2 → 0), и в точности совпадают с точкой либрации задачи трёх тел 𝐿
(2)
5 ,

когда 𝜇2 = 0. В этом предельном случае тело малой массы 𝑃 занимает поло­
жение основного тела 𝑃2 и образует конфигурацию Лагранжа с телами 𝑃1 и
𝑃3. Аналогично показано, что четыре положения относительного равновесия
𝐿15, 𝐿25, 𝐿45 и 𝐿55 приближаются к основному телу 𝑃3, когда значение пара­
метра 𝜇3 приближается к нулю (𝜇3 → 0), и в точности совпадают с точкой
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либрации 𝐿
(3)
5 , когда 𝜇3 = 0. В этом предельном случае тело малой массы 𝑃

занимает положение основного тела 𝑃3 и образует конфигурацию Лагранжа
с телами 𝑃1 и 𝑃2.

(a) Области существования положений от­
носительного равновесия 𝐿5𝑗 (𝑗 = 1, 2, 4, 5)

в окрестности точки либрации 𝐿
(2)
5

(b) Области существования положений от­
носительного равновесия 𝐿𝑖5 (𝑖 = 1, 2, 4, 5)

в окрестности точки либрации 𝐿
(3)
5

Рис. 3: Области существования положений относительного равновесия в

окрестности точек либрации 𝐿
(2)
5 и 𝐿

(3)
5

При малых значениях параметра 𝜇2 положения относительного равно­
весия 𝐿5𝑗 (𝑗 = 1, 2, 4, 5) располагаются в узких областях, исходящих из точ­

ки либрации 𝐿
(2)
5 . Эти области изображены серым цветом на Рис. 3a. При

𝜇2 ≪ 1 границы указанных областей были получены аналитически в виде

сходящегося ряда по малому параметру 𝜇
1/3
2 . Аналитические выражения для

границ областей существования положений относительного равновесия 𝐿5𝑗

(𝑗 = 1, 2, 4, 5) приведены в Таблице 1. На Рис. 3a при 𝜇2 ≪ 1 границы обла­
стей существования положений относительного равновесия 𝐿5𝑗 (𝑗 = 1, 2, 4, 5)

выделены пунктиром и обозначены через Γ
(0)
5𝑗 и Γ

(𝑅)
5𝑗 . На границах Γ

(0)
51 и Γ

(0)
52

областей существования положений относительного равновесия 𝐿51 и 𝐿52, со­
ответственно, параметр 𝜇3 обращается в ноль. Здесь задача вырождается в

ограниченную задачу трёх тел. На границах Γ
(0)
54 и Γ

(0)
55 областей существо­

вания положений относительного равновесия 𝐿54 и 𝐿55 оба параметра обра­
щаются в ноль (𝜇2 = 0 и 𝜇3 = 0). В этом случае рассматриваемая задача

вырождается в ограниченную задачу двух тел. Границы Γ
(𝑅)
51 , Γ

(𝑅)
52 , Γ

(𝑅)
54 и

Γ
(𝑅)
55 областей существования положений относительного равновесия 𝐿51, 𝐿52,

𝐿54 и 𝐿55 задаются условием Рауса (6).
Аналогично было показано, что при малых значениях параметра 𝜇3 по­

ложения относительного равновесия 𝐿𝑖5 (𝑖 = 1, 2, 4, 5) располагаются в узких

областях, исходящих из точки либрации 𝐿
(3)
5 . Данные области показаны се­

рым цветом на Рис. 3b. При 𝜇3 ≪ 1 границы указанных областей получены

10



Таблица 1: Уравнения границ областей существования положений относи­
тельного равновесия 𝐿5𝑗.

𝜇3 → 0 𝜇3 → 1
2 −

√
69
18 +𝑂 (𝜇2)

𝐿51 𝜉 + 1
2 −

√
3
3 𝜂 = 0 𝜉 + 1

2 − 0.60119039𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
2

)︁
= 0

𝐿52 𝜉 + 1
2 −

√
3
3 𝜂 = 0 𝜉 + 1

2 − 0.60119039𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
2

)︁
= 0

𝐿54 𝜉 + 1
2 +

√
3𝜂 +𝑂

(︁
𝜇

1/3
2

)︁
= 0 𝜉 + 1

2 + 1.66336660𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
2

)︁
= 0

𝐿55 𝜉 + 1
2 +

√
3𝜂 +𝑂

(︁
𝜇

1/3
2

)︁
= 0 𝜉 + 1

2 + 1.66336660𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
2

)︁
= 0

аналитически в виде сходящегося ряда по малому параметру 𝜇
1/3
3 . Границы

областей существования положений относительного равновесия 𝐿𝑖5 приведе­
ны в таблице 2. На Рис. 3b при 𝜇3 ≪ 1 границы областей существования по­
ложений относительного равновесия 𝐿𝑖5 (𝑖 = 1, 2, 4, 5) выделены пунктиром и

обозначены через Γ
(0)
𝑖5 и Γ

(𝑅)
𝑖5 . На границах Γ

(0)
15 и Γ

(0)
25 областей существования

положений относительного равновесия 𝐿15 и 𝐿25, соответственно, параметр 𝜇2

обращается в ноль. Здесь задача вырождается в ограниченную задачу трёх

тел. На границах Γ
(0)
45 и Γ

(0)
55 областей существования положений относительно­

го равновесия 𝐿45 и 𝐿55 оба параметра обращаются в ноль (𝜇2 = 0 и 𝜇3 = 0).
В этом случае рассматриваемая задача вырождается в ограниченную задачу

двух тел. Границы Γ
(𝑅)
15 , Γ

(𝑅)
25 , Γ

(𝑅)
45 и Γ

(𝑅)
55 областей существования положений

относительного равновесия 𝐿15, 𝐿25, 𝐿45 и 𝐿55 задаются условием Рауса (6).

Таблица 2: Уравнения границ областей существования положений относи­
тельного равновесия 𝐿𝑖5.

𝜇2 → 0 𝜇2 → 1
2 −

√
69
18 +𝑂 (𝜇3)

𝐿15 𝜉 − 1
2 +

√
3
3 𝜂 = 0 𝜉 − 1

2 + 0.60119039𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
3

)︁
= 0

𝐿25 𝜉 − 1
2 +

√
3
3 𝜂 = 0 𝜉 − 1

2 + 0.60119039𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
3

)︁
= 0

𝐿45 𝜉 − 1
2 −

√
3𝜂 +𝑂

(︁
𝜇

1/3
3

)︁
= 0 𝜉 − 1

2 − 1.66336660𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
3

)︁
= 0

𝐿55 𝜉 − 1
2 −

√
3𝜂 +𝑂

(︁
𝜇

1/3
3

)︁
= 0 𝜉 − 1

2 − 1.66336660𝜂 +𝑂
(︁
𝜇

1/3
3

)︁
= 0

Во второй главе выполнен строгий нелинейный анализ устойчивости
по Ляпунову положений относительного равновесия тела малой массы во вра­
щающейся вместе с притягивающими телами системе координат.

Для исследования устойчивости положений относительного равновесия
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введём в их окрестности локальные канонические переменные 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2 по
формулам

𝜉 = 𝜉* + 𝑞1, 𝜂 = 𝜂* + 𝑞2,

𝑝𝜉 = −𝜂* +

√
3

2
(1− 𝜇2 − 𝜇3) + 𝑝1, 𝑝𝜂 = 𝜉* +

1

2
(𝜇2 − 𝜇3) + 𝑝2,

(9)

и разложим функцию Гамильтона (3) в ряд по новым каноническим перемен­
ным 𝑞𝑖, 𝑝𝑖

𝐻 = 𝐻2 +𝐻3 +𝐻4 +𝐻(5), (10)

где 𝐻𝑘 — форма степени 𝑘, а через 𝐻(5) обозначен сходящийся ряд, который
начинается с членов не ниже пятой степени.

Рассмотрим линеаризованную в окрестности положения относительно­
го равновесия систему, которая является канонической системой линейных
дифференциальных уравнений, с функцией Гамильтона 𝐻2

𝐻2 =
1

2

(︀
𝑝21 + 𝑝22

)︀
+

1

2

(︀
𝑎𝑞21 + 𝑏𝑞22

)︀
+ 𝑐𝑞1𝑞2 + 𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1, (11)

где

𝑎 = −1− 𝜇2 − 𝜇3

𝜌51

(︀
3𝜉2* − 𝜌21

)︀
+

𝜇2

𝜌52

(︃
𝜌22 − 3

(︂
𝜉* +

1

2

)︂2
)︃
+

+
𝜇3

𝜌53

(︃
𝜌23 − 3

(︂
𝜉* −

1

2

)︂2
)︃
,

(12)

𝑏 = −1− 𝜇2 − 𝜇3

𝜌51

⎛⎝3

(︃
𝜂* −

√
3

2

)︃2

− 𝜌21

⎞⎠+
𝜇2

𝜌52

(︀
𝜌22 − 3𝜂2*

)︀
+

+
𝜇3

𝜌53

(︀
𝜌23 − 3𝜂2*

)︀
,

(13)

𝑐 = −3 (1− 𝜇2 − 𝜇3)

𝜌51
𝜉*

(︃
𝜂* −

√
3

2

)︃
− 3𝜇2

𝜌52

(︂
𝜉* +

1

2

)︂
𝜂*−

−3𝜇3

𝜌53

(︂
𝜉* −

1

2

)︂
𝜂*.

(14)

Характеристическое уравнение линейной системы имеет вид

𝜆4 + (𝑎+ 𝑏+ 2)𝜆2 + 𝑎𝑏− 𝑐2 − 𝑎− 𝑏+ 1 = 0. (15)

На основании теоремы Ляпунова об устойчивости в линейном приближении,
для устойчивости линейной системы необходимо, чтобы корни её характери­
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стического уравнения имели нулевые вещественные части. Данное условие
будет выполнено, если значения параметров 𝜇2 и 𝜇3 удовлетворяют следую­
щим неравенствам

𝑎+ 𝑏+ 2 > 0,

𝑎𝑏− 𝑐2 − 𝑎− 𝑏+ 1 > 0,

𝑎2 + 𝑏2 + 4𝑐2 − 2𝑎𝑏+ 8 (𝑎+ 𝑏) > 0.

(16)

Если хотя бы одно из условий (16) не выполнено, то характеристическое
уравнение имеет корень с положительной вещественной частью. В этом слу­
чае на основании теоремы Ляпунова о неустойчивости по первому прибли­
жению положение относительного равновесия неустойчиво как в линейном
приближении, так и в полной нелинейной системе с гамильтонианом (10),
т.е. имеет место неустойчивость по Ляпунову соответствующего положения
относительного равновесия.

В диссертационной работе для всех возможных значений параметров
задачи неравенства (16) проверялись численно. Было установлено, что поло­
жение относительного равновесия 𝐿15, 𝐿25, 𝐿33, 𝐿51, 𝐿52 неустойчивы по Ля­
пунову. Положения относительного равновесия 𝐿45, 𝐿54 и 𝐿55 в зависимости
от параметров задачи могут быть как устойчивыми в линейном приближе­
нии, так и неустойчивыми. Устойчивые в линейном приближении положения
относительного равновесия могут быть как устойчивыми, так и неустойчивы­
ми по Ляпунову. Для получения строгих выводов об устойчивости положений
относительного равновесия по Ляпунову, был проведён нелинейный анализ.

Нелинейный анализ устойчивости проведён на основании хорошо разра­
ботанной к настоящему времени методики исследования устойчивости авто­
номных гамильтоновых систем с двумя степенями свободы. Суть этой мето­
дики состоит в построении канонической замены переменных, приводящей
функцию Гамильтона задачи к наиболее простой (нормальной) форме. Зада­
ча об устойчивости по Ляпунову исходной гамильтоновой системы сводится
к задаче об устойчивости по Ляпунову нормализованной системы. Для ре­
шения последней задачи можно применить известные достаточные условия
устойчивости и неустойчивости гамильтоновых систем, полученные на осно­
вании теории КАМ и общей теории устойчивости А.М. Ляпунова.

Далее будем предполагать, что значения параметров задачи принадле­
жат одной из областей устойчивости в линейном приближении. В этом случае
корни характеристического уравнения (15) имеют вид 𝜆1,2,3,4 = ±𝑖𝜔1,2, где

𝜔2
𝑖 =

1

2

(︂
𝑎+ 𝑏+ 2 + (−1)𝑖+1

√︁
(𝑎− 𝑏)2 + 4𝑐2 + 8 (𝑎+ 𝑏)

)︂
, (𝑖 = 1, 2) . (17)

В случае, когда в системе нет резонансов до четвертого порядка вклю­
чительно, при помощи упомянутой выше канонической замены переменных
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𝑄𝑖, 𝑃𝑖 → 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 функция Гамильтона приводится к следующей нормальной
форме

𝐻 = 𝜔1𝑟1 − 𝜔2𝑟2 + 𝑐20𝑟
2
1 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟

2
2 +𝑂

(︁
(𝑟1 + 𝑟2)

5/2
)︁
, (18)

где 𝜙𝑖, 𝑟𝑖 — канонические переменные, введенные по формулам 𝑢𝑖 =
√
2𝑟𝑖 sin𝜙𝑖,

𝑣𝑖 =
√
2𝑟𝑖 cos𝜙𝑖.

Согласно теореме Арнольда-Мозера, при выполнении неравенства

Δ ≡ 𝑐02𝜔
2
1 + 𝑐11𝜔1𝜔2 + 𝑐20𝜔

2
2 ̸= 0 (19)

положение равновесия системы с гамильтонианом (18) устойчиво по Ляпу­
нову. Если же неравенство (19) не выполняется, то для решения вопроса об
устойчивости необходимо проводить анализ с учетом членов выше четвертой
степени в разложении гамильтониана (10).

При резонансе третьего порядка (𝜔1 = 2𝜔2) функция Гамильтона приво­
дится к нормальной форме

𝐻 = 2𝜔2𝑟1 − 𝜔2𝑟2 − 𝐴𝑟2
√
𝑟1 sin (𝜙1 + 2𝜙2) +𝑂

(︁
(𝑟1 + 𝑟2)

2
)︁
. (20)

В этом случае при выполнении неравенства

𝐴 ̸= 0, (21)

положение равновесия системы с гамильтонианом (20) неустойчиво.
При резонансе четвертого порядка (𝜔1 = 3𝜔2) функция Гамильтона при­

водится к нормальной форме

𝐻 = 3𝜔2𝑟1 − 𝜔2𝑟2 + 𝑐20𝑟
2
1 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟

2
2+

+𝐵𝑟2
√
𝑟1𝑟2 sin (𝜙1 + 3𝜙2) +𝑂

(︁
(𝑟1 + 𝑟2)

5/2
)︁
.

(22)

Согласно теореме А.П. Маркеева, для устойчивости положения равно­
весия системы с гамильтонианом (22) необходимо потребовать выполнения
неравенства ⃒⃒⃒

3
√
3𝐵
⃒⃒⃒
< |𝐶| , (23)

где 𝐶 = 𝑐20 + 3𝑐11 + 9𝑐02. Если же неравенство (23) выполняется с проти­
воположным знаком, то имеет место неустойчивость положения равновесия.
В предельном случае, когда выполняется равенство

⃒⃒
3
√
3𝐵
⃒⃒
= |𝐶|, исследо­

вание устойчивости необходимо проводить с учетом членов не ниже шестой
степени в разложении гамильтониана задачи.

При резонансе второго порядка (𝜔1 = 𝜔2 = 𝜔) функция Гамильтона
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приводится к нормальной форме

𝐻 =
1

2

(︀
𝑣21 + 𝑣22

)︀
+ 𝜔 (𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) +

(︀
𝑢21 + 𝑢22

)︀ (︁
𝐴
(︀
𝑢21 + 𝑢22

)︀
+

+𝐵 (𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) + 𝐶
(︀
𝑣21 + 𝑣22

)︀ )︁
+𝐻(6).

(24)

Согласно теореме А.Г. Сокольского, при выполнении неравенства

𝐴 > 0, (25)

положение равновесия системы с гамильтонианом (24) устойчиво по Ляпуно­
ву, а при выполнении этого неравенства с противоположным знаком имеет
место неустойчивость положения равновесия. В предельном случае 𝐴 = 0
требуется проводить анализ устойчивости с учетом членов не ниже шестой
степени в разложении гамильтониана задачи.

В диссертационной работе для всех возможных значений параметров
задачи проводился численный анализ коэффициентов нормальной формы
функции Гамильтона. Вычисления коэффициентов выполнялись по явным
аналитическим формулам, полученным на основании метода нормализации
гамильтоновых систем Депри-Хори. После вычисления коэффициентов нор­
мальной формы проверялись приведённые выше достаточные условия устой­
чивости и неустойчивости гамильтоновых систем как в нерезонансном случае,
так и в случаях резонансов. Результаты проведённого таким образом нелиней­
ного анализа устойчивости положений относительного равновесий 𝐿45, 𝐿54 и
𝐿55 представлены на диаграммах устойчивости по Ляпунову, изображенных
на Рис. 4a, Рис. 4b и Рис. 4c соответственно. Область неустойчивости по­
ложений относительного равновесия тела малой массы 𝑃 закрашена белым
цветом, а область устойчивости светло-серым цветом. Темно-серым цветом
изображена область, где положение относительного равновесия тела 𝑃 устой­
чиво в линейном приближении, но имеет место неустойчивость лагранжевых
точек либрации, в которых находятся притягивающие тела, что приводит к
неустойчивости и соответствующей центральной конфигурации из четырех
тел. Через Γ2, Γ3 и Γ4 обозначены кривые, на которых реализуются резонан­
сы второго, третьего и четвертого порядка соответственно. Численные рас­
четы показали, что условия теоремы Арнольда-Мозера (19) не выполняются
только на кривой ΓΔ, которая на Рис. 4a, Рис. 4b и Рис. 4c изображена сплош­
ной серой линией. Таким образом при отсутствии резонансов до четвертого
порядка включительно, а также вне кривой ΓΔ положения относительного
равновесия 𝐿45, 𝐿54 и 𝐿55 устойчивы по Ляпунову.

Численно установлено, что положения относительного равновесия 𝐿45,
𝐿54 и 𝐿55 при всех значениях параметров (𝜇2 и 𝜇3), отвечающих резонансу
третьего порядка, коэффициент 𝐴 нормальной формы (20) отличен от ну­
ля. Поэтому на резонансных кривых Γ3, изображенных на Рис. 4a, Рис. 4b
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(a) Диаграмма устойчивости по Ляпунову
положения относительного равновесия 𝐿45

(b) Диаграмма устойчивости по Ляпунову
положения относительного равновесия 𝐿54

(c) Диаграмма устойчивости по Ляпунову положения относительного равновесия 𝐿55

Рис. 4: Диаграмма устойчивости по Ляпунову положения относительного рав­
новесия тела 𝑃

и Рис. 4c положения относительного равновесия 𝐿45, 𝐿54 и 𝐿55 неустойчивы.
Для всех значений параметров задачи, отвечающих резонансной кривой Γ4,
также численно были найдены значения коэффициентов 𝐵 и 𝐶 нормальной
формы (22). Оказалось, что для положений относительного равновесия 𝐿45 и
𝐿54 неравенство (23) не выполнено. Поэтому это положение относительного
равновесия на всей резонансной кривой Γ4 неустойчиво. Для положения от­
носительного равновесия 𝐿55 было установлено, что на участке резонансной
кривой Γ4, ограниченной точками 𝐹1 и 𝐹2, неравенство (23) выполнено, а вне
указанного участка не выполнено. Таким образом положение относительного
равновесия 𝐿55 на участке 𝐹1𝐹2 устойчиво по Ляпунову, а на участках 𝐹 ′

0𝐹1

и 𝐹2𝐹
′′
0 неустойчиво.
Аналогичный численный анализ коэффициентов нормальной формы (24)

показал, что для всех значений параметров задачи на кривой Γ2 (Рис. 4a и
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Рис. 4b) условие (25) для положений относительного равновесия 𝐿45 и 𝐿54 вы­
полнено. Поэтому данные положения относительного равновесия устойчивы
по Ляпунову. Резонансная кривая Γ2, соответствующая положению относи­
тельного равновесия 𝐿55 (Рис. 4c), разделяется точками 𝑆1 и 𝑆2 на три участ­
ка. На участке 𝑆1𝑆2 положение относительного равновесия 𝐿55 неустойчиво
по Ляпунову, а на участках 𝑆 ′

0𝑆1 и 𝑆2𝑆
′′
0 устойчиво.

На Рис. 4a, Рис. 4b и Рис. 4c сплошной черной линией обозначены
участки кривых, на которых положение относительного равновесия тела 𝑃
устойчиво по Ляпунову. Штрихпунктирной черной линией обозначены участ­
ки кривых, где положения относительного равновесия неустойчивы. Темно­
серым цветом на Рис. 4a и Рис. 4b изображена область, где не выполняется
условие Рауса (6). Поэтому здесь положения относительного равновесия 𝐿45 и
𝐿54 устойчивы по Ляпунову, как это было установлено выше, однако соответ­
ствующие центральные конфигурации из четырёх тел будут неустойчивыми.

При значениях параметра 𝜇3, близких к нулю, точность численного опре­
деления коэффициентов нормальной формы разложения гамильтониана в
окрестности положений относительного равновесия 𝐿45 и 𝐿55 падает. Ана­
логично, потеря точности имеет место и при численном вычислении коэффи­
циентов нормальной формы разложения гамильтониана в окрестности поло­
жений относительного равновесия 𝐿54 и 𝐿55 при 𝜇2 → 0. В этих близких к
предельным случаях один из параметров можно считать достаточно малой ве­
личиной. Это обстоятельство позволяет применить метод малого параметра
и выполнить анализ устойчивости аналитически, не прибегая к численному
вычислению коэффициентов нормальной формы функции Гамильтона. Дей­
ствительно, малость параметра 𝜇3 означает, что масса притягивающего тела
𝑃3 много меньше масс тел 𝑃1 и 𝑃2. В этом случае положения относительного
равновесия 𝐿45 и 𝐿55 тела малой массы 𝑃 располагаются вблизи притягиваю­
щего тела 𝑃3, а уравнения движения тела 𝑃 можно записать в гамильтоновой
форме, с функцией Гамильтона

̃︀𝐻 =
1

2

(︀̃︀𝑦21 + ̃︀𝑦22)︀+ ̃︀𝑥2̃︀𝑦1 − ̃︀𝑥1̃︀𝑦2 + 1

8
(1− 9𝜇2) ̃︀𝑥21−

−1

8
(5− 9𝜇2) ̃︀𝑥22 + 3

√
3

4
(1− 𝜇2) ̃︀𝑥1̃︀𝑥2 − 1√︀̃︀𝑥21 + ̃︀𝑥22 +𝑂(𝜇

1/3
3 ).

(26)

В диссертации при достаточно малых значениях параметров задачи бы­
ли получены явные асимптотические выражения для коэффициентов нор­
мальной формы разложения гамильтониана (26) в ряд в окрестности рассмат­
риваемых положений относительного равновесия. Используя эти выражения,
были проверены достаточные условия устойчивости и сделаны строгие выво­
ды об устойчивости положений относительного равновесия. В частности, при
резонансе третьего порядка (𝜔1 = 2𝜔2), коэффициент 𝐴 нормальной фор­
мы (20) разложения гамильтониана в окрестности положения относительного
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равновесия 𝐿45 имеет следующее асимптотическое выражение в виде ряда по
дробным степеням малого параметра 𝜇3

𝐴 = 0.28034424 + 1.06529423𝜇
1/3
3 − 3.66436895𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3), (27)

а для соответствующего коэффициента нормализованного разложения га­
мильтониана в окрестности положения относительного равновесия 𝐿55 это
асимптотическое выражение имеет вид

𝐴 = 0.28034424− 1.06529423𝜇
1/3
3 − 3.66436895𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3). (28)

Таким образом, при малых значениях параметра 𝜇3 коэффициент 𝐴 норма­
лизованной в окрестности положений относительного равновесия функции
Гамильтона отличен от нуля. Поэтому на основании теоремы А.П. Маркеева
можно сделать вывод, что в этом случае положения относительного равнове­
сия 𝐿45 и 𝐿55 неустойчивы при достаточно малых значениях параметра 𝜇3.

Аналогично, в случае резонанса четвертого порядка (𝜔1 = 3𝜔2), коэффи­
циенты 𝐵 и 𝐶 нормальной формы (22) разложения гамильтониана в окрест­
ности положения относительного равновесия 𝐿45 имеют следующие асимпто­
тические выражения в виде рядов по дробным степеням малого параметра
𝜇3

𝐵 = 0.15930850 + 0.98922509𝜇
1/3
3 − 1.22686493𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3),

𝐶 = −0.62741180 + 2.31780686𝜇
1/3
3 − 14.52680613𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3),

(29)

а для разложения гамильтониана в окрестности положения относительного
равновесия 𝐿55 имеем следующие асимптотические выражения коэффициен­
тов 𝐵 и 𝐶

𝐵 = 0.15930850− 0.98922509𝜇
1/3
3 − 1.22686493𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3),

𝐶 = −0.62741180− 2.31780686𝜇
1/3
3 − 14.52680613𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3).

(30)

На основании выражений (29) и (30) нетрудно показать, что выполняется
неравенство ⃒⃒⃒

3
√
3𝐵
⃒⃒⃒
> |𝐶| . (31)

Поэтому на основании теоремы А.П. Маркеева, можно сделать вывод о неустой­
чивости положений относительного равновесия 𝐿45 и 𝐿55 при достаточно ма­
лых значениях параметра 𝜇3.

В случае резонанса второго порядка (𝜔1 = 𝜔2), коэффициент 𝐴 нормаль­
ной формы (24) разложения гамильтониана в окрестности положения отно­
сительного равновесия 𝐿45 имеет следующее асимптотическое выражение в
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виде ряда по дробным степеням малого параметра 𝜇3

𝐴 = 0.00072440 + 0.04422790𝜇
1/3
3 − 0.09953904𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3), (32)

а для разложения гамильтониана в окрестности положения относительного
равновесия 𝐿55 имеем следующее асимптотическое выражение коэффициента
𝐴

𝐴 = 0.00072440− 0.04422790𝜇
1/3
3 − 0.09953904𝜇

2/3
3 +𝑂(𝜇3). (33)

Из (32) и (33) следует, что при достаточно малых значениях параметра 𝜇3

коэффициент 𝐴 нормализованной в окрестности положений относительного
равновесия функции Гамильтона больше нуля. Поэтому для положений от­
носительного равновесия 𝐿45 и 𝐿55 на основании теоремы А.Г. Сокольского
имеет место устойчивость.

Рис. 5: Диаграмма устойчивости положения относительного равновесия 𝐿45

при 𝜇3 ≪ 1

Рис. 6: Диаграмма устойчивости положения относительного равновесия 𝐿55

при 𝜇3 ≪ 1

На Рис. 5 и Рис. 6 представлены результаты аналитического исследова­
ния устойчивости по Ляпунову положений относительного равновесия 𝐿45 и
𝐿55 при достаточно малых значениях параметра 𝜇3. Аналогичные результаты
были получены в диссертации для положений относительного равновесия 𝐿54

и 𝐿55 при малых значениях параметра 𝜇2.
Результаты численного и аналитического исследования хорошо согласу­

ются и дополняют друг друга.
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В третьей главе исследуется вопрос об орбитальной устойчивости ко­
роткопериодических движений, рождающихся из устойчивого положения от­
носительного равновесия.

В данной главе рассматривается частный случай плоской круговой огра­
ниченной задачи четырёх тел, когда два притягивающих тела 𝑃2 и 𝑃3 обла­
дают равными массами (𝑚2 = 𝑚3 = 𝑚). В этом случае в задаче имеется

только один параметр 𝜇 = 𝜇2 = 𝜇3

(︁
𝜇 = 𝑚

𝑚1+2𝑚

)︁
, а гамильтониан задачи (3)

принимает следующий вид

𝐻 =
1

2

(︀
𝑝2𝜉 + 𝑝2𝜂

)︀
+ 𝑝𝜉

(︃
𝜂 −

√
3

2
(1− 2𝜇)

)︃
− 𝑝𝜂𝜉 −

1− 2𝜇

𝜌1
− 𝜇

𝜌2
− 𝜇

𝜌3
, (34)

где

𝜌1 =

⎛⎝𝜉2 +

(︃
𝜂 −

√
3

2

)︃2
⎞⎠1/2

, 𝜌2 =

(︃(︂
𝜉 +

1

2

)︂2

+ 𝜂2

)︃1/2

,

𝜌3 =

(︃(︂
𝜉 − 1

2

)︂2

+ 𝜂2

)︃1/2

.

Будем как и прежде предполагать, что выполнено условие Рауса (6),
которое в рассматриваемом случае принимает следующий вид:

0 < 𝜇 <
1

3
− 2

√
2

9
. (35)

Согласно теореме о голоморфном интеграле в малой окрестности устой­
чивого положения равновесия канонической системы с гамильтонианом (34)
существуют периодические решения, образующие так называемые естествен­
ные семейства, зависящие от одного параметра. В качестве такого параметра
можно выбрать постоянную интеграла энергии ℎ. Данные периодические ре­
шения известны как решения Ляпунова. В общем случае они разделяются
на два класса и описывают так называемые коротко- и долгопериодические
движения. Движения с наименьшим периодом 𝑇𝑆 называются короткоперио­
дическими и существуют как для устойчивого, так и для неустойчивого по­
ложения равновесия. В зависимости от значений параметров задачи также
могут существовать одно или несколько семейств так называемых долгопе­
риодических движений с периодом 𝑇𝐿 (𝑇𝐿 > 𝑇𝑆). В нерезонансном случае
существует ровно одно семейство долгопериодических движений в окрестно­
сти устойчивого положения равновесия.

В малой окрестности положения относительного равновесия 𝐿55 перио­
дические движения Ляпунова можно получить аналитически в виде сходя­
щихся рядов по степеням малого параметра. В качестве малого параметра
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можно выбрать амплитуду 𝑐 = 𝑐(ℎ), которая зависит от постоянной инте­
грала энергии ℎ. Для получения аналитических выражений, описывающих
периодические движения Ляпунова в малой окрестности исследуемого поло­
жения относительного равновесия 𝐿55, приведём функцию Гамильтона зада­
чи (34) к нормальной форме. С этой целью введём локальные канонические
переменные 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2 по формулам

𝜉 = 𝑞1, 𝜂 = 𝜂* + 𝑞2, 𝑝𝜉 = −𝜂* +

√
3

2
(1− 2𝜇) + 𝑝1, 𝑝𝜂 = 𝑝2. (36)

В переменных 𝑞𝑖, 𝑝𝑖 короткопериодическое решение имеет вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑞1 = 𝑛11𝑐 sin(Ω1𝜈) +𝑂(𝑐3)

𝑞2 = 𝑚21𝑐 cos(Ω1𝜈) +𝑂(𝑐3)

𝑝1 = 𝑚31𝑐 cos(Ω1𝜈) +𝑂(𝑐3)

𝑝2 = 𝑛41𝑐 sin(Ω1𝜈) +𝑂(𝑐3)

. (37)

Данное решение описывает семейства короткопериодических движений в окрест­
ности положения относительного равновесия 𝐿55 с периодом 𝑇𝑆 = 2𝜋/Ω1 и
амплитудой 𝑐. Частота колебаний Ω1 является аналитической функцией ам­
плитуды 𝑐 и представима в виде сходящегося ряда

Ω1 = 𝜔1 + 𝑐02𝑐
2 +𝑂(𝑐4).

Если выполнено соотношение

𝜔1

𝜔2
/∈ Z,

то на основании теоремы Ляпунова о голоморфном интеграле также суще­
ствуют семейства долгопериодических решений, которые в переменных 𝑞𝑖, 𝑝𝑖
имеют следующий вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑞1 = −𝑛12𝑐 sin(Ω2𝜈) +𝑂(𝑐3)

𝑞2 = 𝑚22𝑐 cos(Ω2𝜈) +𝑂(𝑐3)

𝑝1 = 𝑚32𝑐 cos(Ω2𝜈) +𝑂(𝑐3)

𝑝2 = −𝑛42𝑐 sin(Ω2𝜈) +𝑂(𝑐3)

. (38)

где
Ω2 = 𝜔2 − 𝑐20𝑐

2 +𝑂(𝑐4).

Долгопериодические движения имеют период 𝑇𝐿 = 2𝜋/Ω2.
Коротко- и долгопериодические движения (37) и (38), полученные анали­

тически для малых значений амплитуды 𝑐, могут быть численно продолжены
в область произвольных значений амплитуды. В диссертационной работе чис­
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ленное продолжение решений было выполнено на основании метода, разрабо­
танного А.Г. Сокольским и С.Р. Каримовым. Также на основе этого метода
были получены выводы об орбитальной устойчивости короткопериодических
движений, рождающихся из устойчивого положения относительного равнове­
сия, в линейном приближении.

Рис. 7: Диаграмма орбитальной устойчивости в линейном приближении се­
мейства короткопериодических движений, рождающихся из положения отно­
сительного равновесия 𝐿55

На основе метода численного продолжения по параметрам были получе­
ны области существования и орбитальной устойчивости в линейном прибли­
жении семейства короткопериодических движений, рождающихся из устойчи­
вого положения относительного равновесия 𝐿55. Данные области показаны на
Рис. 7. Область существования периодического движения снизу ограничена
кривой 𝑍0, соответствующей положению относительного равновесия 𝐿55, а
сверху ограничена кривой 𝑍3, где заканчивается семейство короткопериоди­
ческих движений. Левая граница данной области задается условием 𝜇 = 0,
которое соответствует ограниченной задаче двух тел. Короткопериодические
движения орбитально устойчивы в линейном приближении в областях 𝐷1

и 𝐷2 и орбитально неустойчивы в области параметрического резонанса 𝐷3,
ограниченной кривыми 𝑍1 и 𝑍2.

На Рис. 8a для фиксированного значения параметра 𝜇 (𝜇 = 0.001) и
трех значений постоянной энергии ℎ изображены орбиты семейства 𝐹𝑆 ко­
роткопериодических движений, рождающихся из устойчивого положения от­
носительного равновесия 𝐿55. Орбита 𝑆1 соответствует небольшому отклоне­
нию постоянной энергии Δℎ (Δℎ ≈ 0.0001) от ее значения, соответствующего
положению относительного равновесия 𝐿55. Орбита 𝑆2 лежит внутри области
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(a) Орбиты короткопериодических движе­
ний, рождающихся из положения относи­
тельного равновесия 𝐿55, при 𝜇 = 0.001

(b) Орбиты короткопериодических движе­
ний, расположенные в окрестности верхней
границы 𝑍3 области существования

Рис. 8: Орбиты короткопериодических движений

орбитальной неустойчивости 𝐷3, а орбита 𝑆3 находится на верхней границе
𝑍3 области существования при Δℎ ≈ 0.006. На Рис. 8b показаны три орби­
ты на верхней границе 𝑍3 области существования для значений 𝜇 = 0.0002
(орбита 𝑆4), 𝜇 = 0.001 (орбита 𝑆3) и 𝜇 = 0.002 (орбита 𝑆5). Стоит отметить,
что все орбиты семейства 𝐹𝑆 короткопериодического движения имеют общую
форму, показанную на Рис. 8.

Долгопериодические движения также рассматривались, но рассчитыва­
лись только в относительно небольшой окрестности рассматриваемого поло­
жения относительного равновесия 𝐿55. Вычисления показали, что подобласти
𝐷1 и 𝐷2, изображенные на Рис. 7, содержат два различных семейства 𝐹𝐿1 и
𝐹𝐿2 долгопериодических движений соответственно. Семейство 𝐹𝐿1 заканчива­
ется на границе 𝑍2, а семейство 𝐹𝐿2 заканчивается на границе 𝑍1. Подобласть
𝐷3 содержит оба этих семейства.

Чтобы проверить результаты, были построены сечения Пуанкаре для
конкретных значений параметров задачи. На Рис. 9 изображено сечение Пу­
анкаре, построенное для значений параметров 𝜇 = 0.001, ℎ = −1.497, где 𝑃𝑆

— периодическое движение, соответствующее орбитально устойчивой орбите
короткопериодического движения семейства 𝐹𝑆.

Для получения строгих выводов об орбитальной устойчивости периоди­
ческих движений линейного анализа недостаточно. В диссертационной ра­
боте был выполнен нелинейный анализ орбитальной устойчивости. С этой
целью применялась методика, предложенная Б.С. Бардиным и А.П. Марке­
евым. Суть данной методики состоит в том, что в окрестности устойчивой
в линейном приближении периодической орбиты необходимо ввести локаль­
ные переменные, выполнить изоэнергетическую редукцию и свести задачу об

23



Рис. 9: Сечение Пуанкаре при 𝜇 = 0.001 и ℎ = −1.497, иллюстрирующие
движение системы в окрестности орбитально устойчивого короткопериодиче­
ского движения 𝑃𝑆 семейства 𝐹𝑆

орбитальной устойчивости к задаче об устойчивости положения равновесия
редуцированной системы. Последняя задача может быть эффективно реше­
на на основании методики, разработанной А.П. Маркеевым. Суть данного
метода заключается в том, что исследование устойчивости полной нелиней­
ной системы сводится к исследованию устойчивости неподвижной точки сим­
плектического отображения, генерируемого фазовым потоком канонической
системы.

На основании упомянутых выше методик в диссертации был разработан
алгоритм строгого нелинейного анализа орбитальной устойчивости коротко­
периодических движений, рождающихся из устойчивого положения относи­
тельного равновесия 𝐿55. Для реализации данного алгоритма был разработан
пакет программ в системе компьютерной математики Maple 2017.

В результате применения этого алгоритма был проведён нелинейный
анализ орбитальной устойчивости короткопериодических движений, рожда­
ющихся из устойчивого положения относительного равновесия 𝐿55. Исследо­
вание было выполнено для всех значений параметров задачи (𝜇 и ℎ), отвеча­
ющих устойчивым в линейном приближении короткопериодическим орбитам.
Данные результаты представлены на Рис. 10. Резонансные кривые третьего
порядка изображены штрихпунктирной линией. Было установлено, что в слу­
чае резонанса третьего порядка периодические орбиты орбитально неустой­
чивы при всех возможных значениях параметра 𝜇. Резонансные кривые чет­
вертого порядка изображены пунктирной линией и точками. Оказалось, что
в случае резонанса четвёртого порядка существуют как орбитально устойчи­
вые, так и орбитально неустойчивые периодические орбиты. Пунктирной ли­
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Рис. 10: Диаграмма орбитальной устойчивости семейства короткопериодиче­
ских движений, рождающихся из устойчивого положения относительного рав­
новесия 𝐿55

нией изображена область орбитальной устойчивости, а точками изображена
область, где периодические орбиты орбитально неустойчивы. Смена устойчи­
вости на неустойчивость происходит в точке 𝑃 с координатами 𝜇 = 0.000536,
ℎ = −1.498403, в которой исследование не проводилось. Для решения во­
проса в указанной точке необходимо проводить анализ с учётом членов до
шестой степени включительно в разложении гамильтониана задачи. Сплош­
ными линиями изображены кривые вырождения, где для ответа на вопрос
об устойчивости в случаях вырождения требуется проводить анализ с учё­
том членов до шестой степени включительно в разложении гамильтониана
задачи.

В заключении приведены основные результаты выполненного в дис­
сертационной работе исследования существования, устойчивости и бифурка­
ции стационарных и периодических движений в плоской круговой ограничен­
ной задаче четырёх тел.
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